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Vorwort. 


Bei  der  BearbeituBg  des  vorliegenden  Lehrbuchs  der  Integralrechnung, 
sowie  bei  der  Bearbeitung  des  im  Jahre  1888  erschienenen  1.  Teils  der  Dififerential- 
rechnung,  welchem  sich  jenes  Lehrbuch  anschliesst,  war  mir  der  leitende  Gedanke: 

,,Es  ist  die  höchste  Aufgabe  der  Infinitesimalrechnung  (der 
Differential-  und  Integralrechnung),  zur  Erkenntnis  Dessen  zu  ge- 
langen, das  Resultate  von  Vorgängen  oder  Resultate  des  Wirkens 
einer  Ursache  sind,  welchem  das  zum  Bewusstsein  des  Menschen  ge- 
wordene Seiende  (als  Ist- Verhältnis)  unterworfen  ist,  —  und  zwar 
dadurch  zur  Erkenntnis  der  Resultate  von  Vorgängen  zu  gelangen, 
dass  die  Resultate  von  Vorgängen  oder  die  Resultate  des  Wirkens 
einer  Ursache  als  identisch  vorausgesetzt  werden  den  Resultaten  der 
von  dem  Intellekt,  dem  menschlichen  Geist,  in  Bezug  auf  Mehr- 
heiten geschaffenen  arithmetischen  Operationen,  durch  welche 
er  zur  Kenntnis  von  Beziehungen  (Gesetzen  und  Regeln)  zwischen  Mehr- 
heiten gelangte  und  gelangt. 

Hiemach  betrachte  ich  jeden  arithmetischen  Ausdruck  als  einen,  mittels 
der  in  einem  solchen  Ausdruck  enthaltenen  arithmetischen  Operationszeichen  sym- 
bolisch dargestellten  Vorgang,  welchem  (zunächst)  eine  veränderliche  Grösse, 
z.  B.  X  [d.  i.  eine  Grösse,  deren  Wert  sich  ändert,  zu-  oder  abnimmt,  deren 
Bedeutung  aber  unverändert  gedacht  wird]  unterworfen  ist  und  dessen  Folge 
oder  Resultat  Etwas  von  bestimmter  Art  als  eine  einzige  Grösse,  ein  sog. 
Integral  ist,  die  in  jenem  Vorgang  abhängig  von  jener  Grösse  a?,  als  eine  Funktion 
von  jener  Grösse  x  entstanden  gedacht,  und  welche  durch  denselben  arithme- 
tischen Ausdruck  symbolisch  dargestellt  ist 

Von  dem  Grundsatz  ausgehend,  dass  der  Mensch  zu  einer  vernünftigen 
Handlung  sich  erst  das  zum  Bewusstsein  bringen  muss,  was  er  durch  Ausübung 
jener  Handlung  zu  erreichen  beabsichtigt  oder  hofft,  und  dass  er  sich  eine  dem- 
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entsprechende  Unterlage  schaffen  muss,  stellte  ich  mir  nach  Feststellung  der 
Begriffe:  Grösse,  diskrete  oder  diskontinuierliche  oder  unstetige  Grösse 
und  kontinuierliche  oder  stetige  Grösse;  nach  Feststellung  der  Begriffe: 
unveränderliche  (konstante)  und  veränderliche  (variable)  Grösse;  nach 
Feststellung  des  Begriffs:  Funktion;  nach  Feststellung  der  Begriffe:  Integral 
und  Differential  oder  Bildungseinheit;  nach  Feststellung  anderer  Grund- 
begriffe der  exakten  V^issenschaften  —  siehe  meine  Abhandlung:  „Eine  Ein- 
leitung zur  Infinitesimalrechnung  und  zu  den  Naturwissenschaften" 
—  die  erste  allgemeine  Aufgabe  der  Differentialrechnung  wie  folgt: 

Die  erste  allgemeine  Aufgabe  der  Differentialrechnung  besteht 
darin,  das  Differential  oder  die  Bildungseinheit  eines  solchen  Inte- 
grals (einer  solchen  stetigen  Grösse)  zu  bestimmen  und  durch  einen 
arithmetischen  Ausdruck  symbolisch  darzustellen,  welches  durch  einen 
arithmetischen  Ausdruck  dargestellt  ist,  und  das  entstanden  gedacht 
ist  in  einem  Vorgang,  welcher  durch  die  in  diesem  Ausdruck  ent- 
haltenen arithmetischen  Operationszeichen  symbolisch  dargestellt  ist, 
und  welchem  eine  in  jenem  arithmetischen  Ausdruck  enthaltene  ver- 
änderliche stetige  Grösse  unterworfen  ist; 

und  die  erste  allgemeine  Aufgabe  der  Integralrechnung  wie  folgt: 

Die  erste  allgemeine  Aufgabe  der  Integralrechnung  besteht 
darin,  das  Integral  zu  bestimmen  und  durch  einen  arithmetischen 
Ausdruck  symbolisch  darzustellen,  das  zu  einem  durch  einen  arith- 
metischen Ausdruck  dargestellten  Differential  gehört; 

und  versuchte  in  jenen  beiden  Lehrbüchern  zu  zeigen,  auf  welche  Weise  die 
Lösungen  dieser  beiden  ersten  allgemeinen  Aufgaben  stattfinden  können,  indem 
ich  [in  Rücksicht  darauf,  dass  eine  stetige  Grösse  (ein  Integral),  die  in  einem 
durch  arithmetische  Operationszeichen  symbolisch  dargestellten  Vorgang  entsteht, 
welchem  eine  andere,  an  Wert  veränderliche  Grösse  unterworfen  ist,  in  diesem 
Vorgang  abhängig  von  dieser  Grösse,  eine  Funktion  von  dieser  Grösse  ist; 
in  Rücksicht  darauf,  dass  also  in  jenem  ganzen  Vorgang  eine  Beziehung 
zwischen  der  entstehenden  Grösse  und  der  dem  Vorgang  unterworfenen  Grösse 
bestehen  muss,  dass  femer  diejenige  Beziehung,  in  welcher  eine  Grösse  (als 
arithmetischer  Ausdruck)  von  einer  anderen,  an  Wert  veränderlichen  Grösse  ab- 
hängig ist,  den  Grundgesetzen  der  Arithmetik  und  der  Algebra  entsprechend, 
die  allgemeinste  und  untrüglichste  ist,  welche  durch  eine  Gleichung  aus- 
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gesprochen  ist]  die  Identität  der  beiden  Seiten  einer  Gleichung  als  Unterlage 
für  die  Abhängigkeit  einer  Grösse  von  einer  anderen  Grösse  betrachtete  und 
dementsprechend  die  Antworten  auf  die  ersten  Fragen  in  jenen  beiden  Lehr- 
büchern gab. 

Das  Verfahren,  das  ich  in  dem  1.  Teil  des  Lehrbuchs  der  DifTerentialrechnung 
beobachtete,  stützt  sich  auf  die  schon  erwähnte  Voraussetzung,  dass  die  in  einem 
gegebenen  arithmetischen  Ausdruck  enthaltenen  arithmetischen  Operationszeichen 
Vorgänge  darstellen,  welchen  eine  in  dem  Ausdruck  enthaltene  veränderliche 
Grösse  x  bei  einer  jeden  beliebigen  Aenderung  ihrer  selbst  um  ein  Stück  /Ix 
unterworfen  ist,  dass  sich  ferner  das  Kesultat  jenes  Vorgangs,  in  welchem  eine 
Aenderung  der  veränderlichen  Grösse  x  um  ein  beliebiges  Stück  dx  stattfindet, 
den  arithmetischen  Operationszeichen  entsprechend,  als  ein  arithmetischer  Ausdruck 
darstellen  lässt,  der  eine  nach  Jx  geordnete  Potenzreihe  ist;  dass  ferner  eine 
Grösse  von  einer  andern  Grösse  stetig  abhängig  ist,  wenn  sie  sich  um  eine 
ihrer  Bildungseinheiten,  um  eines  ihrer  Differentiale  ändert,  sobald  sich  die  letz- 
tere Grösse  um  eines  ihrer  Differentiale  ändert.  Das  Verfahren,  das  ich  in  dem 
vorliegenden  Lehrbuch  der  Integralrechnung  beobachtete,  ist  jenem  Diflferentiations- 
verfahren  umgekehrt  oder  invers;  die  Verknüpfung  des  DifFerentiationsverfahrens 
mit  dem  diesem  inversen  Integrationsverfahren  führt  zu  der  unbestimmten,  durch 
C  bezeichneten  Grösse,  welche  jedem  nach  dem  Integrationsverfahren  bestimmten 
Integral  beigefügt  werden  muss  (wie  in  den  Antworten  auf  die  Fragen  22  und  25 
besonders  ausführlich  gesagt  ist). 

Aus  der  nach  Vorstehendem  durch  die  Infinitesimalrechnung  zu  lösenden 
höchsten  Aufgabe  und  aus  dem  Inhalt  jener  beiden  Bücher  ist  ersichtlich, 
dass  das,  was  in  diesen  beiden  Lehrbüchern  enthalten  ist,  nur  Elemente  der 
bfinitesimalrechnung  sein  können,  durch  welche  der  Studierende  einen  ersten 
Einblick  in  das  Wesen  der  Infinitesimalrechnung  erlangen  kann. 

Damit  der  Studierende  die  Exkursionen  nicht  mitzumachen  braucht,  die  ich 
notgedrungen  machen  musste,  um  bei  meiner,  von  anderen  Darstellungsweisen 
etwas  abweichenden  Darstellungsweise,  im  engen  Anschluss  an  das  Bestehende 
XU  bleiben,  d.  h.  um  zu  den  Gesetzen,  Formeln  und  Regeln  zu  gelangen,  die  in 
andern  Lehrbüchern,  welche  über  die  Elemente  der  DiiTerential-  und  Integral- 
rechnung handeln,  enthalten  sind,  habe  ich  in  dem  folgenden  Abschnitt:  „Be- 
merkungen über  das  Studium  dieses  Buches"  eine  Anzahl  von  Notizen 
zusammengestellt,  deren  Beachtung  ich  dem  Studierenden  dringend  empfehle. 

Das  am  Schlüsse  dieses  Buches  beigegebene  Forraelnverzeichnis  enthält  die 
wichtigsten  der  in  diesem  Buche   entwickelten  Integrationsformeln;   nach  Fertig- 


VIII  Vorwort. 

Stellung  weiterer  Teile  der  Integralrechnung  wird  sich  dieses  Formelnverzeichnis 
stets  mehr  vervollkommnen  und  erweitern,  wodurch  schliesslich  stets  mehr  und 
mehr  ein  geordnetes  Ganze  geschaffen  wird. 

Zu  jeder  gewünschten  Erklärung  bin  ich  stets  bereit  und  nehme  Berich- 
tigungen mit  Dank  entgegen.  — 

Durch  die  Schwierigkeit  des  Satzes  der  Integrationsformeln  wurden  der 
Verlagshandlung  und  der  Druckerei  grosse  Mühen  und  Opfer  auferlegt;  ich  halte 
es  deshalb  für  eine  Pflicht,  an  dieser  Stelle  ganz  besonders  der  Verlagshandlung 
und  der  Druckerei  für  die  exakte  und  musterhafte  Herstellung  des  vorliegenden 
Buches  hiermit  meine  volle  Anerkennung  und  Hochachtung  auszusprechen. 


Frankfurt  a.  11,  den  15.  September  1889. 


Adolph  Kleyer. 


Besondere  Bemerkungen 

zum 

Studium  dieses  Bnclies. 


1).  Vor  allem  sind  die  auf  Seite  XIII  angeführten  Berichtigungen  an  den  be- 
treffenden Stellen  im  Buche  zu  vermerken. 

2).  Die  ersten  Begriffe  erfahren  nach  und  nach  mit  der  Entwicklung  der  Wissen- 
schaft Erweiterungen,  durch  welche  sie  stets  klarer  das  zum  Bewusstsein  bringen, 
was  durch  das  Studium  der  Wissenschaft  zum  Bewusstsein  gebracht  werden  soll;  aus 
diesem  Grunde  ist  und  wird  in  späteren  Anmerkungen,  Antworten,  Erklärungen  und  Auf- 
lösungen auf  Vorhergegangenes  zurückgekommen,  um  es  in  Rücksicht  auf  die 
indessen  gemachten  Erfahrungen  präziser  darzustellen  bezw.  zu  erweitern;  deshalb 
wird  empfohlen,  Formeln,  welche  zu  irgend  einem  gedachten  Zwecke  benutzt  werden, 
dem  am  Schlüsse  beigefügten  Formeln  Verzeichnis  zu  entnehmen,  weil  diesen 
Formeln  Hinweise  auf  die  Stellen  in  dem  Buche  beigefügt  sind,  an  welchen  sie  ent- 
wickelt und  an  welchen  sie  vielleicht  Ergänzungen  und  Erweiterungen  erfahren  haben. 
3).  Es  wird  empfohlen,  nach  den  Abschnitten  A  und  B  den  Abschnitt  E, 
Seite  163,  sowie  die  Anmerkungen  33  und  34  auf  Seite  340  und  341  zu  studieren,  indem 
darcb  die  in  diesem  Abschnitt  E  enthaltenen  Anmerkungen  und  besonders  durch  die  Ant- 
worten auf  die  Fragen  22  und  25,  in  welchen  die  Verknüpfung  des  Differentiations- 
verfahrens mit  dem  diesem  inversen  Integrationsverfahren  ausführlicher  ausgesprochen 
ist,  das  in  jenen  Abschnitten  Gesagte  klarer  wird. 

4).  Was  in  dem  Abschnitt  C,  Seite  36,  und  in  dem  Abschnitt  D  2).,  Seite  79, 
über  die  bestimmten  Integrale  gesagt  ist,  ist  zum  Teil  klarer,  zum  Teil  richtiger 
gesagt,  bezw.  ergänzt  in  dem  Abschnitt  F,  Seite  332;  deshalb  wird  empfohlen: 

a).  Nach  dem  Studium  der  Antwort  auf  Frage  19,    Seite  39,   die  Anmerkungen 

31  und  32,  Seite  332  bis  340,  zu  studieren; 
b).  das  was  in  den  Erklärungen  62  und  65,  Seite  44  und  46,  über  reell,  stetig 
und  eindeutig  gesagt  ist,   zu  übergehen,  indem  das  hierüber  Gesagte  bei 
dem  Studium  des  Abschnitts  F  verständlicher  wird; 
c).  bei  den  Erklärungen  69  und  70,    Seite  49   und   50,   ja  die  auf  Seite  XIII 

unter  2).  und  3).  angeführten  Berichtigungen  zu  beachten; 
d).  nach  dem  Studium  der  Erklärungen  71  und  72,  Seite  51,  die  Anmerkungen 
35  und  86,  Seite  343  und  345,  zu  studieren,  indem  das  in  jenen  Erklärungen 
Gesagte  in  diesen  Anmerkungen  mehr  in  Rücksicht  auf  das  Wesen  der  Integral- 
rechnung dargestellt  ist; 
e).  nach  dem  Studium  der  Erklärung  74,  Seite  53,  die  Anmerkung  44,  Seite  405, 
zu  studieren; 


J 


Besondere  Bemerkungen  zum  Studium  dieses  Buches. 

f).  das  was  in  den  Erklärangen  75  und  76,  Seite  54  bis  56,  gesagt  ist,  zu  über- 
geben, indem  dasselbe  durch  das  Studium  der  Anmerkung  37,  Seite  345,  und 
der  Anmerkungen  42  und  43,  Seite  393,  sowie  der  Auflösungen  der  nach  diesen 
Anmerkungen  in  dem  Abschnitt  F  Ib).  enthaltenen  Aufgaben  klarer,  dem 
Wesen  der  Integralrechnung  entsprechender  zum  Bewusstsein  gelangen  wird: 

g).  nach  dem  Studium  der  Erklärungen  88  und  89,  Seite  81,  die  Anmerkung  32, 
Seite  338,  zu  studieren; 

h).  das  was  in  den  Erklärungen  112  bis  119,  Seite  95  bis  97,  gesagt  ist,  zu  über- 
gehen oder  mit  dem  zu  vergleichen,  was  ich  in  meiner  Abhandlung  „Eine 
Einleitung  zur  Infinitesimalrechnung  und  zu  den  Naturwissenschaften  ^  über  die 
betreffenden  Begriffe  gesagt  habe,  und  nötigenfalls  entsprechend  zu  berichtigen; 

i).  das  in  den  Erklärungen  128  bis  131,  Seite  101  bis  103,  Gesagte  zu  über- 
gehen, indem  dasselbe  schon  in  den  vorhergehenden  Erklärungen  124  bis 
127  enthalten  ist; 

k).  die  Aufgaben  79  bis  86,  Seite  103  bis  119,  mit  ihren  Erklärungen,  ebenso 
die  Aufgaben  142  bis  174,  Seite  137  bis  155,  mit  ihren  Erklärungen,  sowie 
die  Aufgaben  179  bis  182,  Seite  157  bis  160,  und  die  Aufgabe  185,  Seite  161, 
damit  auch  die  Anmerkung  9,  Seite  79,  zu  übergehen,  indem  analoge  Auf- 
gaben in  dem  Abschnitt  F  so  vorgeführt  sind,  damit  der  Studierende  nicht 
durch  die  Widersprüche  irritiert  wird,  die  dadurch  entstehen,  weil  in 
der  diesem  Buch  zu  Grunde  liegenden  Darstellungsweise  ganz  bestimmt 
gesagt  wird,  dass  in  der  Differentialfunktion  f{z)dx  das  Differential  dx  über- 
einstimmt mit  dem  Differential  der  in  dem  Differentialkoeffizienten  f{x)  ent- 
haltenen Grösse  x,  und  dass  der  Integrationsvorgang  seinem  Wesen  nach 
darin  besteht,  dass  das  Differential  dx  zu  der  Grösse  x  in  dem  Differential- 
koeffizienten f{x)  wird,  wonach  also  dx  und  x  in  der  Differentialfunktion 
f(x)dx  in  einem  ganz  bestimmten  Zusammenhang  stehen  [siehe  die  Anmer- 
kungen 11  bis  18,  Seite  163,  spwie  die  Erklärung  345,  Seite  349,  und  die 
Anmerkungen  31  bis  34,  Seite  332,  sowie  die  Auflösungen  der  Aufgaben  in 
dem  Abschnitt  F],  worauf  in  vielen  Lehrbüchern,  welche  die  Elemente  der 
Integralrechnung  enthalten,  keine  Rücksicht  genommen  ist. 


Durch  wiederholte  Anfragen  veranlasst,  sei  hier  noch  bemerkt,  dass  die  in  dem 
1.  Teil  der  Differentialrechnung  enthaltenen  Erklärungen,  wie  z.  B.  die  Erklärungen 
8e,  12a  bis  13a  u.a.,  in  welchen  die  abgekürzten  Bezeichnungen  „lim'^  vorkommen, 
nur  den  Zweck  haben,  dem  Studierenden  auch  einige  der  Bezeichnungs-  und 
Darstellungsweisen  vorzuführen,  welche  üblich  sind,  wenn  der  Entwicklung  der 
Differentiationsformeln  die  sog.  Grenzmethode  zu  Grunde  gelegt  wird.  Da  diese  Er- 
klärungen lediglich  nur  diesen  Zweck  haben,  aber  durchaus  in  keiner  Beziehung 
stehen  mit  der  Darstellungsweise,  in  welcher  die  Beweise  der  Lehrsätze  in  jenem  Buch 
geführt  sind,  so  wird,  um  den  Studierenden  nicht  zu  irritieren,  empfohlen,  jene  er- 
wähnten Erklärungen  zu  übergehen. 

A.  Kleyer. 
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Berichtigungen. 


l}.  In  der  ErkL  68,  Seite  44,  Boll  es  in  der  ersten  Zeile  des  letzten  Abschnitts  auf  Seite  46 

heissen:  In  dieser  Auffassnog  kann  .  .  .,  statt:  kam. 

2).  In  der  Erkl.  69,  Seite  49,  soll  es  in  der  7.  Zeile  des  zweiten  Absatzes  heissen:  weglässt, 

statt:  unbestimmt  lässt; 

weiter  muss  es  in  der  8.  Zeile  des  zweiten  Absatzes  heissen: 
der  Variablen  x  und  derem  Differential  das  Vorzeichen  —  bei- 
legt, statt:  der  Variablen  x  das  Vorzeichen  —  beilegt; 

dem  letzteren  entsprechend  müssen  die  linken  Seiten  der  Glei- 

/■(—«).  —  dx  statt:    //■( — x)dXf 

a  a 

/►OD 
f(—x).  —  dx  statt: 

00  0 

f{ — x),dx,  und  analog  die  linke  Seite  der  Gleichung  A2). 

0 

und  die  linke  Seite  der  dieser  vorausgehenden  Gleichung: 

00  /»OO 


/ 


f('\- x).-\-dx  statt:    / f{-^x).dx  heissen. 


0  0 

3).  In  der  Erkl.  70,  Seite  50,  soll  es  in  der  8.  Zeile  von  oben  heissen: 


f{—  x) .  —  dx  statt:   /  /*(—  x) .  dx 


-^).  In  der  Erkl.  71,  Seite  51,  soll  der  obere  Grenzwert  in  dem  vorletzten  Integral  in  der 

GleichuDg  A,).  durch  den  Buchstaben  „d"  bezeichnet  sein. 

0).  In  der  Erkl.  75,  Seite  54,  soll  es  in  Gleichung  c).  heissen: 

/>b  /*b 

f{ —  x) .  —  dx  statt :    1  f{—  x),  dx\ 

m  m 

ferner  soll  es  vor  der  Gleichung  ej.  heissen:  Nach  der  in  Antw. 
auf  Frage  20  aufgestellten  Regel  nnd  nach  der  Erkl.  69  ...  . 

6).  In  der  Erkl.  76,  Seite  55,  soll  es  nach  der  Gleichung  a).  heissen:  In  analoger  Weise  hat 

man  für  ein  negatives  x  nach  der  Erkl.  69,  statt:  nach  den 
Erkl.  68  und  69. 


XIV  Berichtigungen. 

7).  In  der  Erkl.  99,  Seite  86,  fehlt  anf  der  linken  Seite  der  Gleichung  1,  Seite  87,  das  Dif- 
ferential dx  als  Faktor. 

8).  In  der  Anmerkung  16,  Seite  165,  soll  es  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  b^).,  Seite  166, 

heissen:  F(x)  statt:  JP(0) 

9).  In  der  Auflösung  der  Aufgabe  240,  Seite  205,  sollen  auf  der  rechten  Seite  der  Gleich,  ß), 

die  Zeichen  :):  wegfallen. 

10).  In  der  Auflösung  der  Aufgabe  863,  Seite  258,  fehlen  auf  den  linken  Seiten  der  Gleichungen 

2).  und  8).  die  Differentiale  dx  als  Faktoren. 

11).  In  der  Auflösung  der  Aufgabe  865,  Seite  254,  fehlt  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  A). 

das  Glied  +  C 

12).  In  der  Auflösung  der  Aufgabe  891,  Seite  285,  fehlt  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  A). 

das  Glied  +  C 

18).  In  der  Auflösung  der  Aufgabe  422,  Seite  309,  fehlt  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  A). 

vor  dem  Integralzeichen  der  Faktor  n 

14).  In  der  Erkl.  822,  Seite  811,  soll  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  A).  die  nach  dem 

dritten  Gliede  in  der  Parenthese  stehende  Punktreihe  wegfallen. 

15).  In  der  Auflösung  der  Aufgabe  481,  Seite  316,  fehlt  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  A). 

das  GUed  +  C 

16).  In  der  Auflösung  der  Aufgabe  511,  Seite  380,  soll  es  in  Gleichung  B).  heissen: 

—  -arc{tg  =  -^, )  statt:  —'  arctg{=  —^. 1 

17).  In  der  Auflösung  der  Aufgabe  518,  Seite  881,  soll  es  in  der  ersten  Gleichung  heissen: 

arc  Itg  =  — j  statt:  arctg  =  - 


0 


18).  In  der  Auflösung  der  Aufgabe  552,  Seite  410,  soll  es  in  Gleichung  A).  heissen: 

statt: 


8.5   3.5 


-W\/\/\/v^ 


Integralrechnung  I 


Die  Integration  der  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
ersten  Grades  von  der  allgemeinen  Form: 

dy  =  f{x)*dx 

Erster  Teil. 
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Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 

A*tmt*V%    io/la    RnrhHonHIiinn    ho7nnon    %A/orHon 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  fthnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  8 — 4 
Heften  zn  dem  blUJgen  Preise  tod  25  /^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  aus  dem  Oesamtgebiete  der  Mathematik,  Physik, 
Mechanik,  math.  Geographie,  Astronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Brfieken-  und  Hochbanes,  des  konstruktlTon  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  TOllstftndig 
gelöster  Form,  mit  Tielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Antrabe  und  Entwiekelnng  der 
benntxten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  yerst&ndlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngelüsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezQglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsrerzeich- 
nis,  Beriehtignngen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betreffende  Kapit«!  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealschnlen  I.  nnd  IL  Ord.,  gleich- 
berechtigten beeren  Bflrgerschnlen,  Pri Tatschulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien,  Schnllelirer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerksehulen, 
Gewerbescbnlen,  Handelsschulen,  teohn.  Torbereitungsschnlen  aller  Arten,  ^werbliche 
Fortbildvngsschnlen,  Akademien,  Uni?ersitäten ,  Land^  nnd  Forstwissensehaftsschiilen, 
Militärschnlen,  Yorbereitnngs-Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Eii^ihrig-Frei- 
willige-  nnd  Offlsiers-Examen,  etc. 

Die  Schaler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  nnd 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Schritt  für  Schritt  gelSste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  nnfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben^  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  Yorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  snm  Auflösen  yon  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  ISsen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  rerwerten.  Lnst,  Liebe 
und  Yerständnis  für  den  Schul -Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militär* 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Berufs- 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  urd 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Verwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt 
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Integralrechnung  L 

Die  Integration  der  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
ersten  Grades  von  der  allgemeinen  Form: 

dy  =  f{x) .  dx 

Erster  Teil. 


A.  üeber  die  Integralrechnung  im  allgemeinen  und 

deren 


Frag^  1.  Mit  was  beschäftigt  sich 
die  Integralrechnung  imallgemeinen?      Antwort.     Die  Integralrechnung  be^ 

schäftigt  sich  im  allgemeinen  mit  dem 
p,vi  1     n^    15,.— 44r    r.-^^        *•  la    i    Aufsuchen  voü  Beziehungen,  wclche  zwi- 

Irkl.  1.    Der  Begnn   „Differential**  als       ,  ,   ,  ..    j    v  i.         „^     •« 

Bildnngsemheit  ist  in  dem  Lehrbuch  der  Diflfe-   Schen  solchen  veränderlichen,    vonein- 

rentialrechnnng,  1.  Teil,  Abschnitt  2,  in  Antw.  ander  abhängigen  Grössen  oder  Int e- 
auf Frage 7  und  in  der Erkl.  7  daselbst  gegeben,  gralen   Stattfinden,   deren  Bildungs- 

«•VI  4     T«  A^^  T^i^*-,-  ♦•.!     .1,  einheiten  oder  Differentialen  in  ir- 

KrkL  2.     In  der  Differentialrechnung  ,      .  .  /v.  i      ..*  ^\  t>^ 
werden  (siehe  Antw.  auf  Frage  1  im  1.  Teü  der  g^nd   einer  gegebenen  (bekannten)  Be- 
Differentialrechnung) aus  gegebenen  (bekannten),  Ziehung  Stehen  und  in  dieser  Beziehung 
•iureh  Gleichungen  ausgedrückten  Beziehungen  voneinander    abhängig    sind    (siehe    die 

'Ih"?"^'  verÄnderlichen      voneinander  g  y    j  ^is  3  und  Antw.  auf  Frage  2). 
abhängig en    Grössen  oder  Integralen   (siehe  ^       ^ 

Aotw.  auf  Frage  2)  diejenigen  Beziehungen  her- 
ziüeiten  gesucht,  welche  zwischen  den  Bildungs- 
^inheiten,  den  Differentialen  jener  veränder- 
lichen Grössen,  jener  yerftnderlichen  Integralen 
bestehen. 

Das  Verfahren,  das  hierbei  eingehalten  wird, 
besteht  darin,  dass  man  durch  gedachte  Ab- 
nahme bestehend  gedachter  Grössen  oder  In- 
tegrale (welche  in  einer  gegebenen  Beziehung 
stehen)  zu  den  Differentialen  derselben  zu  ge- 
langen sucht. 

In  der  Integralrechnung  werden  umgekehrt 
^QB  gegebenen  oder  bekannten  (durch  Gleichun- 
gen ausgedrückten)  Beziehungen  zwischen  ver- 
änderlichen, voneinander  abhängigen 
Differentialen  oder  Bildungseinheiten  Be- 
ziehungen herzuleiten  gesucht,  welche  zwischen 
iieo  Grössen,  den  Integralen  bestehen,  deren 
Bildongseinheiten  oder  Differentiale  jene  sind, 
und  die  in  der  gesuchten  Beziehung  vonein- 
ander abhängig  sind.  —  Das  Verfahren,  das 
bierhei  eingehalten  werden  muss,  besteht  darin, 
•iass  man  durch   gedachte  Zunahme,   durch 

Kleyer,  Integralrechnung;  I,  I.Teil.  1 
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gedachtes  Wachsen  (Vermehren)  von  Diffe- 
rentialen (welche  in  einer  gegebenen  Beziehung 
stehen)  zu  bestehend  gedachten  Grössen  oder 
Integralen  zu  gelangen  sucht. 

Die  Differentialrechnung  beschäftigt  sich  so- 
mit ihrem  Wesen  nach  mit  solchen  Grössen 
oder  Integralen,  die  in  ihrem  Vergehen  (Ab- 
nehmeui  Verschwinden)  in  einer  bekannten  Be- 
ziehung voneinander  abhängig  sind;  die  In- 
tegralrechnung hingegen  beschäftigt  sich  mit 
solchen  Grössen  oder  Integralen,  die  in  ihrem 
Entstehen  (Wachsen)  in  einer  bekannten  Be- 
ziehung voneinander  abhängig  sind. 

Da  für  den  Menschen  alles  Bestehende  einen 
Anfang,  einen  Entstehungspunkt  gehabt  haben 
muss,  so  ergibt  sich  hieraus,  dass  die  Differen- 
tialrechnung zu  Resultaten  führt,  die  für 
den  Menschen  Endresultate  sind,  während 
die  Integralrechnung  zuKesultaten  führt,  die 
im  allgemeinen  nicht  als  Endresultate  be- 
trachtet werden  können. 

Die  Verknüpfung  der  Differential-  und  der 
Integralrechnung  besteht  in  der  Verknüpfung  der 
entgegengesetzten  Vorgänge  des  Vergehens 
oder  Abnehmens  von  Grössen  oder  Integralen 
(die  in  einer  gegebenen  Beziehung  zueinander 
stehen)  und  des  Entstehens  oder  des  Bil- 
den s  jener  Grössen  oder  Integrale. 

Erkl.  3.  Die  Operation,  welche  zur  Auf- 
findung einer  gesuchten  Beziehung  erforderlich 
ist,  in  welcher  Grössen  oder  Integrale  vonein- 
ander abhängig  sind,  wenn  zwischen  deren 
Bildungseinheiten  oder  Differentialen  eine 
Beziehung  gegeben  (bekannt)  ist,  in  welcher 
diese  Differentiale  voneinander  abhängig  sind, 
heisst  Auflösung,  auch  Integration  der 
zwischen  den  Differentialen  gegebenen  Bezie- 
hung :  ganz  analog  wie  die  Operation,  welche 
zur  Auffindung  einer  gesuchten  Beziehung  er- 
forderlich ist,  in  welcher  Differentiale  oder 
Bildungseinheiten  stehen  und  voneinander  ab- 
hängig sind,  wenn  zwischen  den  Grössen  oder 
Integralen  eine  Beziehung  gegeben  (bekannt) 
ist,  in  welcher  diese  voneinander  abhän- 
gig sind,  Differentiation  genannt  wurde.  ^^ 

Die  Operationen:  Differentiation  und  In- 
tegration sind  nach  Antw.  auf  Frage  I  und 
der  Erkl.  2  ihrem  Wesen  nach  entgegenge- 
setzte Operationen. 


Frage  2.    Was  versteht  man  unter 
einem  Integral  und  auf  welche  Weise       Antwort.     Unter   einem  Integral 
stellt  man   ein  Integral  symbolisch  versteht    man    ganz    allgemein    jede 
dar?  Grösse,  und  zwar  in  Rücksicht  darauf, 

dass  sie  eine  ein  Ganzes  bildende 

Erkl.  4.    Nach  der  in  dem  Vorwort  zum  Mehrheit    von    Bildungseinheiten 

I.Teil  der  Differentialrechnung  gegebenen  De-  oder  Differentialen  ist  (wie  in  dem 

finition   einer   Grösse,    kann   man   sich   eine  Vorwort    zum    1.   Teil   der    Dlflferential- 

G rosse  x   nur  dadurch   entstanden    denken,  ,.^^i,„„„-  „^««rrf  1Q♦^ 

dass  sich  an  eine  Bildungseinheit,  an  ein  rechnung  gesagt  ISt). 

Differential  dx  der  gedachten  Grösse,  ein      Bezeichnet  man  das  Differential  einer 
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zweites,  dann  ein  drittes,  dann  ein  vier-  gedachten  Grösse  x  mit  dx  und  nimmt 

^^l':''^fl^^^^^dx^iiT%iYit,oiitT^Kw  man  in  Rücksicht  auf  das  vorstehend 

sich  emem  Differential  dx  em  zweites,  dann  /^         .            j        j-        n  -»^            u-u  », 

ein  drittes,   ein  viertes Differential  Gesagte  an,  dass  diese  Grosse  X  gebildet 

zufügt  oder  addiert.  ist,  indem  sich  mehrere  jener  dx^  in- 

Eine  Gritase  ist  somit  eine  Summe  (ein  In-  dem  sich  ganz  allgemein  eine  an  und 

tegrd)  von  BUdungseii^eiten,  von  Differ^^  gj^h    unbestimmt    gelassene 

tialen,  sie  (oder  ein  Stack  derselben)  besteht  ,*              /  a..    ^i.i\     j«^«    -    j       «^    •-. 

somit  aus  einer  Anzahl  von  Bildungsein.  Menge    (Anzahl)    dieser    dx    SO    in 

heiten.  —  einer  bestimmten  Art  und  Weise   an- 

Bezeichnet  man  allgemein  eine  unbestimmte  einanderlagem,  dass  sie  ein    Ganzes 

Anzahl  von  Einheiten,   ein   unbestimmtes  ^j^j^^     j^S  jene   Grösse  x,   jenes  In- 

Vielfaches  emer  Einheit  durch  da.  ^              ^  .J    ^^    ^^^^   man   nach   den 

/  (weim  sich  diese  Anzahl  auf  M^^^  ^^^^^^^     ^^^     g.^^^ 

heilen  bezieht,  die  in  Wirkuchkeit  aneinan-  ^^             ^       a  jj*         .    j      7^1.1     »     j 

dergelagert  eine  Grösse,  eine  Mehrheit  von  Rügens,  des  Addierens,  des  Zahlens  oder 

Bildimgseinheiten  ausmachen,  andernfalls  der  Summenbildung,  dieses  gedachte 

durch  allgemeine  Zahlzeichen  wie  a,  5,  ... .),  Ganze,    welches  die   Grösse   Oder  das 

80  stellt /.d»  die  an  Wert  unbestimmt  ge-  Integral  x  bedeutet,  symbolisch  durch: 

lassene  Grösse  x  oder  ein  an  Wert  unbestimmt  ^                            1.    /*  j? 

gelassenes  Stück  dieser  Grösse  x  dar,   deren  J .dx  oder  durch  y  aa? 

Biidongseinheit  d«  ist  (siehe  Erki.  5).  darstellen,  wenn  in  dieser  symbolischen 

Srkl.  5.  Das  Hinzufügen  oder  Addieren  Darstellungsweise  das  Zeichen /,  Sum- 

(vom  lateiiL  addere,  d.  h.  hinzufügen)  eines  ^3^,  ^^^^  Integralzeichen  genannt, 

Differentials  dx  zu  emem  gedachten  ersten  „          .      "             \.  ^t,*       *.      k 

Differential  dx  ist  ein  mechanischer  Vor-  g^nz  allgemein  eme  unbestimmte  An- 

gang,  Addition  genannt,  nach  welchem  ein  zahl,    bezw.    ein  unbestimmtes  Viel- 

Ganzes  entsteht,  das  eine  Mehrheit  (jener  facbes  vorstellt  (siehe  die  Erkl.  4  U.  5). 

^^)}^'         ,      .    .    ^               .  ,  Das  in  vorstehendem  gesagte  stellt 

Dieser  mechanische  Vorgang  wird  sym-  ^      ,    t^^i.  «^:Ai.^i«  j  ..  n\  -^u 

bolisch  dargestellt  durch:                        ^  man  Symbolisch  mittels  der  Gleichung: 

d^  +  d^  a) fdx  —  X 

Das  Gesetz,  das  sich  der  menschliche  Geist  ,                   in,i  •  « 

schafft,  indem  er  diesem  Vorgang  zählend  oder  mittels  der  Gleichung: 

(summierend)  folgt,  wird  symbolisch  dargestellt  /•  , 

durch:  aj x  ■=  J  dX 

a).  dx'\-dx  =:  2,dx  oder  abgekürzt  ^^^ 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung^edeutet  ^  ^ie  Symbolische  Darstellung  mittels 

jenen  Vorgang,  dessen  Resultat  eine  Grösse,  der  Gleichung  a).  Wird  gelesen: 

eine  ein  Ganzes  bildende  Mehrheit,  ein  sogen.  „Das   Integral   von    oder    auS   dx 

Integral  ist,   in  welchem  das  Differential  iaj  -^      «     hierdurch    SOll    nichts    anderes 

zweimal  vorkommt,   was   die  rechte   Seite  ^     *\  '    i*!^*«!*!.^* 

jener  Gleichung  symbolisch  sagt.  gesagt  sem,  als: 

Die  Gleichung  a).  stellt  ein  von  dem  mensch-  Das    Symbol  fdx    Stellt    eine,    an 

liehen  Geist  sich  geschaffenes  Gesetz,  ein  ^  j^      .  j^  unbestimmt  gelassene 

sog.anthmetisches  oder  Zahlengesetz  dar.  r;""*  *"*  !r^"  i*uM^oi.*i***i*u  ^^10,00^11^ 

Analog  diesem  bestehen  die  arithmetischen  bumme  (Mehrheit,  Anzahl)  der  Dlf- 

Gesetze:  ferentiale  dx  dar,  die,  in  bestimm- 

b}.  dx+dx  +  dx  =  S.dx  oder  abgekürzt  ter  Art  und  Weise  aneinandergela- 

=  Sdx  gert  gedacht,   ein  Ganzes   bilden, 
c).  dx-^-dx-^dx  +  dx  =  4.dx  oder  abge-  das  als  die  Grösse  x  oder  das  In- 
kürzt =  4dx  tegral  x  bezeichnet  wird. 

^  s.  f.,  allgemein,   wenn  die  Anzahl  der  y^.             1.  v     i.      t\     ^i.  n              -ii.  1 

dx,  welche  aneinandirgelagert  gedacht  ein  In-  Die    symbolische   Darstellung    mittels 

tegral  bflden,  unbestimmt  ist:  der  Gleichung  aj.  wird  gelesen: 

^)-  'ix+dx4-d«-h....+  da:  (unbestimmt-  ^x  ist  das  Integral  vou  oder  aus 

mal)  =  /.rfj;  oder  abgekürzt  =/(ia;  dx'^^  hierdurch  soU  nichts  anderes  ge- 

wenny  ein  Zahlwort,  wie  jene  zwei  (2),  drei  sagt  Sein,  als: 

(^) . . . .  bedeutet,  durch  welches  gesagt  wird,  x  Stellt  eine  Grösse,  eine  ein  Ganzes 
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dasB  in  der  durch  das  Symbol  f  äx  dargestell- 
ten, ein  Ganzes  bildenden  Mehrheit  die  Bildungs- 
einheit dx  unbestimmt  mal  vorkommt  (siehe 
des  Verfassers:  Eine  Einleitung  zur  Infinitesi- 
malrechnung). 

Erkl.  6.     Das  Zeichen  J^  Summen-  oder 

Integralzeichen  genannt,  ist  ein  langge- 
strecktes S,  der  Anfangsbuchstabe  des  Wortes 
„summa'';  es  wurde  von  Leibnitz  im  Sinne  eines 
Summationszeichens  fQr  unendlich  kleine  Grös- 
sen in  die  Mathematik  eingeführt. 

Erkl.  7.  Das  Wort  „Integral",  von  dem 
lateinischen  Worte  „integer'',  d.  h.  ganz,  unbe- 
rührt, unverletzt,  wurde  von  Jak(i  BernouUi 
in  die  Mathematik  eingeführt. 

Was  LeibnÜB  eine  Summe  nannte,  nannte 
Bernotdli  ein  Integral. 

Erkl.  8.  Das  Malzeichen  „•"  zwischen 
einem  Koeffizienten  und  einem  Buchstaben  wird 
in  der  Mathematik  gewöhnlich  weggelassen; 
so  schreibt  man  z.  B.  statt  2 .  a  kurzweg  2  a. 

Diese  Aussage  enthält  ein  arithmetisches  Ge- 
setz, das  durch: 

a) 2.a  =  2a 

symbolisch  dargestellt  wird. 

Da  nun  nach  dem  in  Antw.  auf  Frage  2  ge- 
sagten das  in  dem  Symbol 

fdx 

vorkommende  Zeichen  f ,'  Summen-  oder  In- 
tegralzeichen genannt,  nichts  anderes  als  einen 
unbestimmten  Koeffizienten  bedeutet,  so 
kann  man,  analog  wie  vorhin: 

b) y.  drc  =  fdx 

setzen.  Die  eine  Seite  dieser  Gleichung  stellt 
nur  eine  andere  Schreibweise  der  andern 
Seite  dar. 

Erkl.  9.   Bei  symbolischen  Darstellungen  wie: 

fdx 

sagt  man:  dx  steht  unter  (besser  hinter)  dem 
Integralzeichen. 

Erkl.  10.  Bezeichnet  man  einen  solchen  (an 
und  für  sich  unbestimmbaren,  d.  h.  durch  keinen 
Zahlenwert  angebbaren)  Teil  einer  durch  x  be- 
zeichneten Grösse,  welcher  eine  Bildungseinheit, 
ein  Differential  ist,  mit  dx\  bezeichnet  man  fer- 
ner mit  f  die  (an  und  für  sich  unbestimmbare, 

d.  h.  nicht  angebbare)  Zahl,  welche  die  An- 
zahl der  Bildungseinheiten  dx  vertritt,  aus  wel- 
chen jene  Grösse  besteht,  und  betrachtet  man 
den  Buchstaben  d  als  Operationszeichen  durch 
das  jene  Teilung  ausgedrückt  ist,  betrachtet 

man  ebenso  den  Buchstaben  f  (langgestrecktes 

ä)  als  Operationszeichen  durch  das  jenes 
Vielfache  ausgedrückt  ist,  so  kann  man: 


bildende  Mehrheit,  ein  sogenanntes 
Integral  dar,  das  aus  einer  un- 
bestimmten, allgemein  durch  / 
bezeichnete  Anzahl  der  Bildungs- 
einheiten  dx  besteht  (siehe  die  Erkl. 
4  bis  10). 
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fdx  —  X 

setzen,  indem  sich  in  diesem  Sinne  die  durch 
die  Zeichen  f  und  d  dargestellten  Operationen 
aafheben. 


Frage  3.  Welchen  besonderen  Na- 
men führt  ein  Differential,  das  von 
einem   anderen  Differential  abhängig 


ist? 


Erkl.  11.  Eine  Grösse  y,  welche  in  ihrem 
Verirehen  von  einer  andern  Grösse  x  ab- 
häneig  ist,  ist  eine  Funktion  von  dieser  Grösse 
j .  Diese  Abhängigkeit  kann  nur  so  weit  gehen, 
bis  von  jener  Grösse  y  in  ihrem  Vergehen  nur 
noch  ein  Differential  vorhanden  ist,  da  bei 
einer  weiteren  Aendernng  dieses  letzten  Dif- 
ferentials dy  dieses  kein  solcher  Teil  jener 
Grösse  y  mehr  sein  kann,  welcher  mit  der 
Grösse  y  gleichartig  ist. 

Eine  Grösse  y^  welche  von  ihrem  Ent- 
stehen ab  von  einer  andern  Grösse  x  ab- 
hängig ist,  ist  ebenfalls  eine  Funktion  von 
dieser  Grösse  x.  Diese  Abhängigkeit  kann  nur 
dann  beginnen,  wenn  ein  Differential  dy  dieser 
Grösse  y  bereits  vorhanden  gedacht  wird,  in- 
dem vorher  von  einer  Grösse  y,  bezw.  von  einem 
Differential  derselben  nicht  die  Rede  sein 
kann. 

Man  kann  somit  zwei  Arten  der  Abhän- 
gigkeit einer  Grösse  y  von  einer  andern  Grösse 
■f  onterscheiden;  die  erstere  ist  derart,  dass  die 
Grösse  y  in  ihrem  Vergehen  von  der  Grösse 
X  abhängig  ist,  die  zweite  ist  derart,  dass 
die  Grösse  y  in  ihrem  Entstehen  von  der 
Grösse  X  abhängig  ist. 

Bei  der  ersten  Art  der  Abhängigkeit  der 
Grosse  y  von  x  kann  man  sagen:  y  ist  eine 
Integralfunktion  von  x\  bei  der  zweiten 
Art  der  Abhängigkeit  kann  man  zur  Unter- 
scheidung sagen:  y  ist  eine  Differential- 
tunktion  von  x, 

£ine  Integralfunktion  ist  also  eine  (be- 
stehend gedachte)  Grösse,  die  in  ihrem  Ver- 
sehen von  einer  andern  Grösse  x  abhängig  ist; 
^ine  Differentialfunktion  ist  eine  solche 
Grösse,  die  in  ihrem  Entstehen  (in  ihrem 
^ich-Bilden)  von  ihrem  ersten  Differential  ab 
^oa  einer  andern  Grösse  abhängig  ist. 
,  Die  Differentiation  führt  zu  Differential- 
Funktionen,  die  Integration  zu  Integral- 
Sanktionen. 


Antwort.  Ein  Differential  dy,  welches 
von  einem  anderen  Differential  dx  ab- 
hängig ist,  heisst  eine  Funktion  von 
diesem  Differential  dx.  Da  nun  jenes 
Differential  dy  auch  eine  Grösse  sein 
kann,  die  von  der  Grösse  x  abhängig 
ist,  deren  Differential  jenes  dx  ist,  also 
auch  eine  Funktion  von  x  sein  kann, 
wie  bei  der  wiederholten  Differentiation 
gesagt  ist,  so  heisst  jene  Funktion 
zur  Unterscheidung  von  der  letzteren 
eine  Differentialfunktion,  während- 
dem letztere  eine  Grössen-  oder  eine 
Integralfunktion  heisst  (s.  Erkl.  11). 


Frage  4.  Wenn  ist  ein  Differen- 
tial von  einem  anderen  Differential  ab- 
hängig? 


Antwort.  Ein  Differential  dy  ist  von 
einem  anderen  Differential  dx  ab- 
hängig, ist  nach  voriger  Antwort  eine 
Differentialfunktion  von  dx,  wenn 
es  mit  demselben  in  einer  solchen  Be- 
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Erkl.  12.  Ein  bestimmtes  Differential  ist 
veränderlich,  wenn  sich  aus  ihm  eine  Grösse 
bildet,  deren  elementare  oder  Bildungseinheit 
jenes  Differential  ist,  oder  wenn  sich  aus  ihm 
eine  Mehrheit  derselben  Differentiale 
bildet.  Die  Veränderlichkeit  eines  Diffe- 
rentials kann  nach  dieser  gegebenen  Definition 
nur  in  einer  Vermehrung,  einem  Wachsen 
bestehen,  während  die  Veränderlichkeit  einer 
Grösse  sowohl  in  einem  Wachsen  als  auch 
in  einem  Abnehmen  bestehen  kann. 


Erkl.  13.  Da  die  in  voriger  Erkl.  erwähnte 
Aenderung  eines  Differentials  nur  dann  statt- 
finden kann,  wenn  das  Differential  selbst  ver- 
änderlich oder  variabel  (vom  lat.  varius, 
d.  h.  wechselnd)  ist,  so  nennt  man  solche  Diffe- 
rentiale, welche  jene  Aenderungen  erleiden, 
oderweichen  solche  Aenderungen  zugedacht 
werden  können.  Integrationsveränderliche 
oder  Integrationsvariable  und  zwar  im 
Gegensatz  von  solchen  Grössen,  welche  bei  einer 
Integration  keinen  Veränderungen  unterworfen 
sind  und  Integrationskonstante  heissen. 


Ziehung  steht,  in  welcher  eine  Aen- 
derung des  Differentials  dx  auch  eine 
Aenderung  des  Differentials  dy  zur 
Folge  hat. 

Eine  Vorstellung  von  dieser  Abhängig- 
keit kann  man  sich  nach  der  Erkl.  12 
nur  machen,  wenn  man  den  Dififerentialen 
dx  und  dy  die  Eigenschaft  beilegt,  dass 
sie  sich  stetig  vermehren,  wodurch 
die  Grössen  oder  Integrale  x  und  y  als 
Mehrheiten  jener  dx  und  (Jy  entstehen, 
wenn  man  dx  und  dy  in  diesem  Sinne 
als  veränderliche  Differentiale  als 
sog.  Integrationsvariablen  betrach- 
tet, dabei  der  Integrationsvariablen  dx 
die  Eigenschaft  beilegt,  dass  sie  im  all- 
gemeinen eine  unabhängige  (wk- 
liehe)  Integrationsvariable  ist,  dem  Dif- 
ferential dy  (der  Differentialfunktion)  hin- 
gegen die  Eigenschaft  beilegt,  dass  es 
infolge  der  gedachten  Beziehung  in 
dem  obigen  Sinne  eine  von  dx  ab- 
hängige Integrations variable  ist  (siehe 
die  Erkl.  12  und  18). 


Frage  5.  In  welchen  Beziehungen 
hat  jede  Aenderung  eines  Differentials      Antwort.    Stehen  zwei  Differentiale 
(c^o?)  eine  entsprechende  Aenderung  eines  {dxnnidy)  in  einer  durch  eine  Glei- 
Differentials  (dy)  zur  Folge?  chung,  durch  eine  sog.  Differential- 

gleichung ausgedrückten  Beziehung, 
dann  hat  in  dieser  Beziehung  jede 
Aenderung  des  einen  Differentials 
eine  entsprechende  Aenderung  des  an- 
deren Differentials  zur  Folge  (siehe  Antw. 
auf  Frage  6). 


Frage  6.  Was  versteht  man  unter 
einer  Differentialgleichung,  was 
unter  einer  Integralgleichung? 


Antwort.  Eine  Differentialglei- 
chung ist  die  Verbindung  zweier 
solcher  Differentiale,  durch  das 
Zeichen  =,  Gleichheitszeichen  ge- 
nannt, welche  die  Eigenschaft  haben, 
dass  sie  rücksichtlich  ihrer  absoluten 
Werte  über  einstimmen,  eineEinerlei- 
heit,  eine  Identität  (identitas,  von 
idem,  d.  h.  dasselbe)  zeigen  oAer  iden- 
tisch sind;  das  was  linker /Hand  des 
Zeichens  =  zu  stehen  komfmt,  heisst 
die  linke  Seite,  das  was  re^chter  Hand 
zu  stehen  kommt,  heisst  /<lie  rechte 
Seite  der  Differentialgleichung, 
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ErU.  14.    Eine  Gleichung  ist  die  Verbin-      Jede    der    Seiten   einer  Differential- 

Sen^'i"  Gllic\"e?/s«?c\%n'Ten.nt  «^^«»8.  ^1?«  ^9  -?«  Differentialen 
welche  die  Eigenschaft  haben,  dass  sie  rück-  gebildet  smd,  kann  ein  emiacnes  bym- 
sichtiich  ihrer  absoluten  Werte  überein-  bol  sein,  durch  welches  das  betreffende 

stimmen,  eine  Einerleiheit,  eine  Identität  Differential    Selbst    ersetzt    (symbolisch 

H^^'/-^^f*7't''°*"'^*'"°*'*k'**l^  dargestellt)   wird,    oder   es  kann   ein, 

Hand  des  Zeichens  =  zu  stehen  kommt,  heisst       .,?  ,       .  ^  ^'       .  r   ,         ««*««    ^*u, 

die  linke  Seite,  das  was  rechter  Hand  zu  DMttels  eines  arithmetischen  Ausdrucks 

stehen  kommt,   heisst   die  rechte  Seite  der  symbolisch    dargestellter     Vorgang 

Gleichung.  ^ ,,    ,      Sein,  dessen  Resultat  das  gedachte  Diffe- 

Jede  der  die  Seiten  einer  Gleichung  bildenden  rential  mit  jener  bestimmten  Eigen- 
Grossen  kann  ein  einfaches  Symbol  sein,        "    -     .     "J^"***  v^«i,x***i«*,^t**-i*g*.ii 

dorch  welches  die  betreffende  Grösse  selbst  er-  BCliait  ist, 

setzt  (symbolisch  dargestellt)  wird,  oder  sie  kann       Eine  Differentialgleichung  bleibt 

ein  mittels  eines  arithmetischen  Ausdrucks  sym-  nur  dann  als  solche  bestehen,  wenn  mit 
bolisch  dargestellter  Vorgang  sein,  dessen  -^     Aenderung  der  einen  Seite  auch 

KKQltat  die  gedachte  Grösse  von  jener  bestimm-  <'.  ,,  ««©  «*.*  j.x*i^u  ^.r^iv^  »u^u 

tea  Eigenschaft  ist.  ^^^^   solche   entsprechende   Aende- 

Eine  Gleichung  bleibt  nur  dann  als  solche  rung    der    anderen    Seite    Stattfindet, 

bestehen,  wenn  mit  jeder  Aenderung  der  dasS  die  vorstehend  angeführte  Grund- 

t5«n'4'*/er'ÄÄÄtÄ:tl1t  eigfBSchaft  der  Gleichung  nicht  al- 

Jic   vorstehend    angefahrte    Grundeigenschaft  teriert  Wird. 

(Uebereinstimmnng  der  absoluten  Werte  der  die       Jede  Gleichung,  in  welcher  keine 

ijeitenbildendenGrössen)  nicht  al  teriert  wird.  Differentiale,   sondern    nur   Grössen 

oder  Integrale  vorkommen,  kann  man 
zur  Unterscheidung  von  Differential- 
gleichungen ganz  allgemein  Integral- 
gleichungen (oder  Grössengleichungen) 

£rkl.  15.    Im  engeren   Sinne  nennt  man  nennen. 
solche    Gleichungen    Integralgleichungen,       yfi^  gich  aus  diesem  ergibt,    können 

in  welchen  das  Integralzeichen  /  vorkommt.      mit  den  Differentialgleichungen  dieselben 

Umformungen  und  Veränderungen  Yor- 
geuommen  werden  wie  mit  den  Integral- 
Coder  Grössen-)  Gleichungen  (siehe  die 
Erkl.  14  u.  15). 


Frage  7.    Welches  ist  in  Rücksicht 
auf  das  vorstehend  Gesagte  die  Auf-  Antwort.    Wie  sich   aus   dem  vor- 
gäbe der  Integralrechnung?  stehend  Gesagten  ergibt,  ist  die  Aufgabe 

der  Integralrechnung  die  umgekehrte 

Krkl.i6.  Wie  die  einfache  und  die  wieder-  Aufgabe  der  Differentialrechnung,  indem 
hohe  Differentiation  einer  gegebenen  Integral-  die  Aufgabe  der  Differentialrech- 
gleichung lehrt,  kann  man  zu  einer  solchen  eine  nung  darin  besteht,   zu  einer  gege- 

Sr«£S&o'?t°erÄÄr«  5?»«"  Integralgleichung  die  zuge- 

enthält;  eine  solche  Differentialgleichung  kann  hörige  Differentialgleichung  ZU 
man  (in  den  meisten  F&Uen)  wiederum  als  eine  suchen,  während  die  Aufgabe  der  In- 
Grössen- oder  Integralgleichung  betrachten  und  tegralrechnung   darin   besteht ,   zu 

Z'^^J^""^  abermalige  Differentiation  eine  jn^j  gegebenen  Differentialglei- 

neue   Differentialgleichung    ableiten,    welche  ,           ®,.®            ,..  .       j    .           ^    ^    - 

Differentiaie  der  Variablen  von  der  zweiten  chung    die   ZUgehonge  Integralglei- 

Ordnang  enthält  u.  s.  f.    Jene  Differential-  chung  ZU  suchen. 

sleichangheisBt  eine  Differentialgleichung  Während  die  Aufgabe  der  Diflferential- 

er  ersten  Ordnung,  diese  eine  Differen-  rechnung  darin  besteht,   z.  B.  aus  der 

iiaigleichung  der  zweiten  Ordnung.  ,      °       t    i.^         i     \a^^     n«x««^« 

Hat  man  einiDifferentialgleichung  der  zwei-  gegebenen    Integral-    oder    Grossen- 

ten  Ordnung,  so  nennt  man  die  durch  Integra-  gleichung: 
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tion  aus  ihr  abgeleitete  Integralgleichung  eine 
Integralgleichung  der  ersten  Ordnung;  man 
kann  diese  Integralgleichung  als  eine  Differen- 
tialgleichung der  ersten  Ordnung  betrachten 
und  aus  ihr  durch  abermalige  (wiederholte)  In- 
tegration eine  neue  Integralrechnung  herleiten, 
welche  eine  Integralgleichung  der  zweiten 
Ordnung  heisst. 

Ganz  analog  wie  man  also  (unter  gewissen 
Umständen)  eine  Integralgleichung  wiederholt 
differentiieren  und  somit  aus  ihr  Differen- 
tialgleichungen der  1.,  2.,  3.  .  .  .  Ordnung  her- 
leiten kann,  kann  man  eine  gegebene  Differen- 
tialgleichung  wiederholt    integrieren   und 

somit  aus  ihr  Integralgleichungen  der  1.,  2.,  3 

Ordnung  herleiten,  wie  spÄter  gezeigt  wird. 

Erkl.  17.  Das  Aufsuchen  der  zu  einer  ge- 
gebenen Differentialgleichung  gehörenden  In- 
tegralgleichung nennt  man  das  Auflösen  der 
Differentialgleichungoder  auch  das  Integrieren 
derselben;  letzteres  aus  dem  Grunde,  weil  das 
Auffinden  der  zu  einer  gegebenen  Differential- 
gleichung gehörenden  Integralgleichung,  wie 
später  gezeigt  wird,  darin  besteht,  die  Inte- 
grale zu  suchen,  welche  zu  den  in  der  gegebe- 
nen Differentialgleichung  enthaltenen  Differen- 
tialen gehören.  Die  aufgefundene  Integralglei- 
chung heisst  auch  die  Auf  lösung  der  betreffen- 
den Differentialgleichung. 

Erkl.  18.  Wie  die  Differentialrechnung  lehrt, 
gibt  es  zu  jeder  Integralgleichung  eine  Diffe- 
rentialgleichung (unter  Umständen  mehrere 
Differentialgleichungen  verschiedener  Ordnun- 
gen); deshalb  kann  man  auch  annehmen,  dass 
es  umgekehrt  zu  jeder  Differentialglei- 
chung eine  zugehörige  Integralgleichung  gibt, 
dass  zu  jeder  Differentialgleichung  eine  zuge- 
hörige Integralgleichung  gesucht  werden  kann, 
dass  jede  Differentialgleichung,  wie  man  zu  sagen 
pflegt,  integrabel  ist.  Diese  Annahme  ist 
nur  dann  zulässig,  wenn  erkannt  werden  kann, 
dass  die  Differentialgleichung  als  solche  einen 
Sinn  zulässt,  d.  h  dass  sie  in  der  That  auch 
eine  Beziehung  darstellt,  in  welcher  ein  Diffe- 
rential von  einem  anderen  Differential  (oder  von 
mehreren  anderen  Differentialen)  abhängig  ist; 
die  Bedingungen,  welche  hiemach  eine  Diffe- 
rentialgleichung erfüllen  muss,  heissen  die  In- 
tegrabilitätsbedingungen.  Vor  der  In- 
tegration einer  Differentialgleichung  muss  unter- 
sucht werden,  ob  sie  den  far  die  betreffende 
Differentialfnnktion  aufgestellten  Integrabili- 
tätsbedingungen  genügt. 

Solche  Bedingungen  ergeben  sich  durch  Diffe- 
rentiation aller  denkbar  möglichen  Integral- 
gleichungen und  entsprechende  Einteilung  der- 
selben, sowie  durch  entsprechende  Einteilung 
der  aus  jenen  durch  Differentiation  abgeleiteten 
Differentialgleichungen. 

Erkl.  19.  In  analoger  Weise  wie  eine  Glei- 
chung, durch  welche  eine  Beziehung  ausge- 
drückt ist,  in  der  eine  (xrösse  von  einer  anderen 


y  =  ^  • 

die  Differentialgleichung: 

dy  =  n.x*''~^.dx 

zu  bestimmen  (wie  in  dem  Beweis  zu 
Lehrsatz  1  im  I.  Buch  der  Differential- 
rechnung gesagt  ist),  ist  es  die  Aufgabe 
der  Integralrechnung,  z.  B.  zu  der  ge- 
gebenen Differentialgleichung  : 

dy  =  w.o?**"^.  dx 
die  zugehörige  Integralgleichung: 

y  =  X*  .dx 

zu  suchen,  wenn  diese  nicht  bekannt  ist 
(siehe  die  Erkl.  16  bis  19). 
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Grösse  abhängig  ist,  kurzweg  oft  eine  Funk- 
tion genannt  wird  (wofür  man  besser  Funk- 
tioDSgleichung  sagt,  indem  eine  Funktion 
an  und  für  sich  nur  eine  Grösse  vorstellt, 
welche  in  einer  gegebenen  oder  bekannten  Be- 
ziehung von  einer  anderen  Grösse  abhängig 
ist),  kann  man  eine  Differentialgleichung, 
durch  welche  eine  Beziehung  ausgedrückt  ist, 
in  der  ein  Differential  yon  einem  andern  ab- 
hängig ist,  kurz  eine  Differentialfunktion 
(besser:  Differentialfunktionsgleichung) 
nennen,  entsprechend  kann  man  jene  Funktion 
(jene  Funktionsgleichung)  kurz  eine  Integral- 
funktion (besser:  Integralfunktionsglei- 
chung)  nennen. 

Wird  eine  Differentialfunktion  (eine  Differen- 
tialfunktionsgleichung) eine  abgeleitete  oder 
derivierte  Funktion  (Funktionsgleichung)  ge- 
nannt, dann  heisst  die  zugehörige  Integralfunk- 
tion (Integralfunktionsgleichung)  die  u  r  s  p  r  ü  n  g- 
liche,  auch  primitive  oder  Stammfunktion 
(besser:  Stamm funktionsgleichung). 


Anmerkung  1.  Im  Kachstehenden  sind  statt  der  Bezeichnungen:  Funktion,  Differen- 
tialfunktion, Integralfunktion,  wenn  durch  diese  Bezeichnungen  Gleichungen 
gemeint  sind,  ia  welchen  Grössen  oder  Integrale  und  Differentiale  voneinander  ab- 
hängig sind,  stets  die  entsprechenderen  Bezeichnungen:  Funktionsgleichung.  Diffe- 
rentialfunktionsgleichung und  Integralfunktionsgleichung  benutzt  (s.Erkl.  19). 

Anmerkung  2.  Die  Integralrechnung  beschäftigt  sich,  wie  vorstehend  gesagt,  mit  dem 
Auflösen  oder  dem  Integrieren  von  Differentialgleichungen. 

Zu  Differentialgleichungen  gelangt  man  in  den  exakten  Naturwissenschaften  (in  der 
Molekularmechanik)  und  in  der  Geometrie  dadurch,  dass  man  Beziehungen  zwischen  Bil- 
dungseinheiten, Differentialen  von  Grössen,  dem  Sinne  einer  Gleichung  entsprechend  auszu- 
drücken sucht;  mit  der  Auflösung  solcher  Differentialgleichungen  gelangt  man  zu  der 
Kenntnis  der  Beziehungen  zwischen  den  veränderlichen  Grössen,  deren  Bildungseinheiten 
oder  Differentiale  die  in  jenen  Differentialgleichungen  enthaltene  sind. 

Anmerkung  3.  Das  Auflösen  von  Differentialgleichungen  ist,  wie  sich  aus  späteren 
Abschnitten  ergibt,  in  den  meisten  Fällen  mit  Schwierigkeiten  verbunden,  indem  all- 
gemeine Methoden  zum  Auflösen  von  Differentialgleichungen  im  Verhältnis  der 
Mannigfaltigkeit  der  Formeii,  unter  welchen  Differentialgleichungen  vorkommen, 
bis  jetzt  nur  in  geringer  Anzahl  aufgestellt  werden  konnten« 

Methoden  zum  Auflösen  von  Differentialgleichungen  werden  im  allgemeinen  dadurch 
festgestellt,  dass  man  ein  Verfahren  festzustellen  sucht,  nach  welchem  man  solche  Diffe- 
rentialgleichungen integrieren  muss,  deren  Integralgleichungen  imvoraus  bekannt  sind, 
und  welche  durch  Differentiation  nach  den  Kegeln  der  Differentialrechnung  aus  letzteren 
abgeleitet  wurden,  dann  daraus  solche  allgemeine  Verfahren  ableitet,  nach  welchen 
man  ganze  Gruppen  von  Differentialgleichungen  integrieren  kann  (siehe  den  folgenden 
Abschnitt  B). 

Frage  8.     Wie  werden  die  DiflFeren- 
tialgleichungen  im  allgemeinen  ein-      Antwort.   Man  teilt  die  Diflferential- 
geteilt?  gleichungen  nach  der  Ordnung  der 

in  denselben  vorkommenden  Differen- 
tialen ein;  enthält  z.  B.  eine  Differen- 
tialgleichung nur  erste  Differentiale 
(oder  Differentialquotienten),  dann  heisst 
sie  eine  Differentialgleichung  erster 
Ordnung;  enthält  eine  Differentialglei- 
chung auch  zweite  oder  auch  dritte, 
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Erkl.  20.  An  geeigneten  Stellen  ist  gesagt, 
was  man  unter  den  verschiedenen  Arten  von 
Differentialgleichungen  zu  verstehen  hat. 


Erkl.  21.  Analog  wie  man  nach  Antw.  auf 
Frage  8  Differentialgleichungen  der  1., 
2. . .  .  Ordnung  unterscheidet,  unterscheidet  man 
auch  rQcksichtlich  des  in  der  Erkl.  19  gesagten, 
Differentialfunktionsgleichungen  der  1., 
2.  .  .  .  Ordnung. 


oder  allgemein  höhere  Differentiale,  so 
heisst  sie  eine  Differentialgleichung  der 
zweiten  Ordnung,  bezw.  der  dritten, 
der  vierten  .  .  .  allgemein  eine  Diffe- 
rentialgleichung höherer  Ordnung. 

Man  teilt  ferner  die  Differentialglei- 
chungen nach  den  Potenzen  der- 
jenigen in  denselben  vorkommenden  Dif- 
ferentialen ein,  durch  welche  die  Ord- 
nung der  Differentialgleichung  bestimmt 
ist;  enthält  z.  B.  eine  Differentialglei- 
chung von  der  n*®"*  Ordnung  nur  «^* 
Differentiale  in  der  ersten  Potenz,  so 
heisst  sie  eine  Differentialgleichung 
ersten  Grades  (spezieller  eine  Diffe- 
rentialgleichung der  w*®°  Ordnung  ersten 
Grades);  enthält  eine  Differentialglei- 
chung von  der  w**''  Ordnung  n^  Diffe- 
rentiale in  der  zweiten  oder  auch  in 
der  dritten,  .  .  .  allgemein  in  höheren 
Potenzen,  dann  heisst  sie  eine  Diffe- 
rentialgleichung vom  zweiten,  bez\s\ 
vom  dritten,  .  .  .  allgemein  vom  höhe- 
ren Grade  (spezieller  eine  Differential- 
gleichung der  «**°  Ordnung  vom  zweiten, 
dritten,  .  .  .  höheren  Grade). 

Die  Differentialgleichungen  werden 
auch  benannt  und  eingeteilt  nach  den 
in  denselben  vorkommenden  Veränder- 
lichen, so  nennt  man  eine  Differential- 
gleichung, in  welcher  die  Variablen  x 
und  y  vorkommen,  eine  Differential- 
gleichung der  Veränderlichen  x  und  y. 

Die  Differentialgleichungen  werden 
ferner  auch  nach  der  Anzahl  der  in  den- 
selben vorkommenden  Variablen  unter- 
schieden, u.  a.  m. 


Frage  9.  Welches  sind  in  Rücksicht 
auf  ihre  Entstehung  bezw.  auf  ihre  Her- 
leitung die  einfachsten  Differential- 
gleichungen? 

Brkl.  22.    Statt  der  allgemeinen  Differen- 
tialgleichung: 

a) dy  =  f(x).dx 

schreibt  man  auch  oft: 

a,) <lij  =  X.dx 

oder  auch: 
a.^ d^  =  p .  dx 


Antwort.  Wie  die  Differentialrech- 
nung lehrt,  werden  die  allerersten 
Differentialgleichungen  aus  solchen  Inte- 
gralgleichungen hergeleitet,  welche  zwei 
Variablen  enthalten,  und  welche  in  Be- 
zug auf  eine  dieser,  in  Bezug  auf  die  sog. 
Funktion  der  anderen  Variablen  in  der 
durch  die  Gleichung  ausgedrückten  Be- 
ziehung entwickelt  oder  expliziet 
sind. 

Solche  Gleichungen,  durch  welche  der 
Begriff  einer   (Integral-)  Funktion  auf 
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In  diesen  drei  Differentialgleichungen  bedeuten  die  einfachste  Weise  symbolisch  dar- 

^4  X  und i>  ganz  dasselbe;  jede  dieser  drei  gestellt   ist,    aus   welchen   die   Grund- 

GleichungensoUnurd^a^derlntegralgleichu^  ^^^^^^^    j^;   Differentialrechnung    ent- 

u  I  •*  1  '  '   y  T^•ir      *•  111.  wickelt  werden,  führen  auf  die  einfach- 

Sen                     Differentialgleichung   vor-  ^^^^   Differentialgleichungen,    auf 

Hat  man  die  in V er se  Integralgleichung:  diejenigen  Differentialgleichungen,  durch 

2) a:  =  F(y)  welche  der  Begriff  einer  Differential- 

(eiehe  die  Erkl.  50»  Im  I.Teil  der  DiffcnntialnehnuDg)  fuuktion     auf     diC     ClufaChstC    WclSC 

SO  wird  jenem  entsprechend  die  daraus  abge-  symbolisch  dargestellt  ist ,  aus  welchen 

leitete  Differentialgleichung  durch:  umgekehrt    die   Grundgesetze    der 

^^ <ix  =  f{y)'d^  Integralrechnung  entwickelt  werden. 

oder  durch:           ^  ^j^  ^j^  Differentialrechnung  lehrt,  ist 

^»^ d«  —  r.dy  die  allgemeine  Form  der  einfachsten 

oder  auch  durch :  Differentialgleichungen : 

b;) dx  ^=  q.dy 

dargestellt.  b).    .    .    .    dy  =  f(x) .  dx 

ErU.  23.  In  den  in  der  Erkl.  22  enthaltenen  »^injich   eine  Differentialgleichung   der 

Differentialgleichungen  a).  bis  aj). bedeuten  f(x),  ersten  Ordnung  vom  ersten  (jrade, 

V  4       ,         *     T^.ir      *•  1     *•    *     dy  in  welcher  f(x)  irgend  einen  Ausdruck 

Xoderi,  den  ersten  Differentialquoüenten^^,  bedeutet,    welcher   als    ein    Differential- 

welcher  sich  aus  Gleichung  1)  in  jener  Erkl.  Verhältnis  (ein  Differentialquotient)  der 

""ü  den  in  der  ErkL  22  enthaltenen  Differen-  ö^»^«  V  "^^  betrachtet  werden  kann^ 

üalgleichungen  b).  bis  b^).  bedeuten  /"(y).  Y  oder  I»  J^öer  Differentialgleichung  a).  wird 

A         .      T^.ir      .'  y     .'   ^      dx       ,  dv  bcl  ciucr  weiteren  (wiederholten) 

^  den  ersten  Differentialquotienten -^,  wel.  pfjf^^^^^j^^j^^     ^,3     ^ine     YOn     x     ab- 

eher  sich  aus  Gleichung  2).  daselbst  ergibt.  hängige  veränderliche  Grösse  be- 

» ^1  «.     TT       ^     o    ..  ,     ..  V  ^     ^  trachtet,  in  der  Integralrechnung  wird 

^^  ^: ^^^^\^^^  ^^^^\^^  fif^^  dy  als  ein  von  dx  abhängiges  Dif- 

p  m  der  Erkl.  22  hat  man  stets  arithmetische  ^^       "     ,",    .       iT*  x     t     u  •  j      T7aii 

Ausdrücke  zu  verstehen,  in  welchen  nur  die  lerential  betrachtet.    In  beiden  *  allen 

eine  als  yerftnderlich  zu  denkende  Grösse  x  Stellt    jene    Differentialgleichung     eine 

vorkommt,  wobei  wohl  zu  beachten  ist,  dass  Funktionsgleichung  dar;  in  ersterem 

diese  Symbole  auch  solche  Ausdrücke  vorstellen  y  j,     ^^ii  sie  nach  der  Erkl.  19  eine 

können,  m  welchen  x  in  der  nullten  Potenz  ,.    ^      o«-^"«'  »        «•^"    ,    .    ,           /■, 

(als  xo  oder  1)  vorkommt.  IntegTalfunktionsgleichung(dyeine 

Integralfunktion)  dar,  im  zweiten  Falle 

Erkl.  25.  Jede  denkbar  mögliche  Gleichung  stellt  sie  eine  Differentialfunktions- 

mit  zwei  Variablen,  welche  in  Bezug  auf  eine  gleichung  (dy  eine  Differentialfunktion) 

derselben  entwickelt  ist,  in  welcher  also  ^_ 

die   abhängige    Variable    als    eine    expli-  '.       ..                    r^i  •  i.           \    •  x  ji- 

ziete  Funktion  dargestellt  ist,  kann,  wie  die  ^^^  allgemeine  Gleichung  a).  ISt  die 

Differentialrechnung  lehrt,  differentiiert  wer-  einfachste    Differen  tialfunktionsglei- 

dcn  und  führt  zu  einer  Differentialglei-  chung,    sie    Stellt   diejenige   Form    der 

cbung,  welche  derjallgemeinen  Form:  Differenüalfunktionsgleichungen   allge- 

a).  .  .   .   .  rfy  —  f(x).dx  mein  dar,  aus  welchen  die  Grundgesetze 

*°r™tiiv-*      „-    .    J..1.-«  -«-^i,««»   ^.-  der  Integralrechnung  entwickelt  werden, 

Umgekehrt  muss  man  daher  annehmen,  dass  .-.j.n             •-ri          in       j 

es  zu  jeder  Differentialgleichung  von  jener  all-  Sie  ist  die  allgemeine  torm  der  1^  unda- 

gemeinen  Form  eine  Integralgleichung  gibt,  dass  mental- Differentialfunktionen, 
wie  man  zu  sagen  pflegt  die  Differentialgleichung 
integrabel  ist;  hieraus  kann  man  auf  den  Satz 
schliessen: 

Jede  Differentialgleichung,   welche  sich  auf 
die  Form:  a!,  =  m.dx 

bringen  Iftsst,  ist  integrabel,  d.  h.  es  ist  mög- 
lich eine  dazu  gehörige  Integralgleichung  zu 

finden. 
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Unter  welchen  besonderen  Bedingungen, 
sog.  Integrabilitätsbedingungen  dies  für 
die  einzelnen  speziellen  Fälle  möglich  ist,  wird 
an  geeigneten  stellen  gesagt  (siehe  Erkl.  18). 

Erkl.  26.  Analog  wie  man,  rücksichtlich  der 
gegebenen  Definition  einer  Gleichung,  z.  B.  rück- 
sichtlich der  Gleichung: 

a) y  =  F{x) 

das  Integral  y  oder  die  Funktion  y  auch 
unmittelbar  durch  das  Symbol  F(x)  bezw.  durch 
den  hierdurch  allgemein  bezeichneten  arithmeti- 
schen Ausdruck  darstellt  oder  bezeichnet,  also 
den  Buchstaben  y  durch  das  Symbol  F{x)  er- 
setzt, kann  man  auch  rücksichtiich  der  gegebe- 
nen Definition  einer  Differentialgleichung,  z.  B. 
rücksichtlich  der  Gleichung: 

b) dy  =  f(x) .  dx 

das  Differential  dy  unmittelbar  durch  das 
Symbol  f(x).dx,  bezw.  durch  den  hierdurch 
allgemein  bezeichneten  arithmetischen  Ausdruck 
darstellen  oder  bezeichnen,  also  das  Symbol  dy 
durch  das  Symbol  f(x) .  dx  ersetzen. 

Rücksichtlich  der  durch  die  Gleichungen  a). 
und  b).  dargestellten  Identitäten  kann  man  so- 
mit jene  Integralfunktion  y  auch  darstellen 
durch  F{x)  und  jene  Differentialfunktion 
dy  kann  man  auch  darstellen  durch  f(x) .  dx, 
was  sehr  häufig  der  Abkürzung  halber  geschieht. 


Anmerkung  4.  Der  Teil  der  Integralrechnung,  welcher  sich  mit  dem  Auflösen  von  Diffe- 
rentialgleichungen beschäftigt,  deren  allgemeine  Form:  dy  =  f{x).dx  ist,  welcher  sich 
nach  Vorstehendem  mit  dem  Aufsuchen  solcher  Integralgleichungen  beschäftigt,  in  welchen 
nur  zwei  Variablen  vorkommen,  und  welche  in  Bezug  auf  die  eine  derselben  ent- 
wickelt sind,  ist  in  dieser  Encyklopädie  als  Integralrechnung  I  bezeichnet. 


B.  Ueber  das  Auflösen  oder  das  Integrieren  von 
Diiferentialgleichnngen  von  der  Form: 

dy  =  f{x).dx 

im  allgemeinen. 

Frage  10.  Nach  welcher  allgemei- 
nen Regel  kann  man  eine  Differential- 
gleichung, deren  Form:  Antwort.    Um  zu  einer  Regel  zu 

^     __  f^^\   ^^  gelangen,  nach  welcher  man  Differential- 

'^        /  (  /  •  gleichungen ,    welche    der    allgemeinen 

ist,  integrieren  oder  auflösen?  Form: 

1).    .    .    .    dy  =  f(x) .  dx 

entsprechen,  auflösen  oder  integrieren 
zu  können,  nehme  man  an,  f(x)  reprä- 
sentiere einen  aus  einer  gegebenen,  aus 
einer  bekannten  Integralfunktionsglei- 
chung (in  welcher  die  Variablen  y  und  x 
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Exkl.  27.    Für:  vorkommen,  und  welche  in  Bezug  auf  y 

a) y  =  ä"  entwickelt  ist)  durch  einfache  DifiFeren- 

j^  ^       .  tiation  hergeleiteten  Ausdruck,  einen  sog. 

^_j  Differentialquotienten  oder  eine  ab- 

1).  .  .   .   dy  =  n,%      .dx  geleitete  Funktion,  z. B.  den  Ausdruck: 

Den  Beweis  zu  dieser  Aussage  kann  man  ganz  n— i 

analog  dem  im  1.  Teil  der  Differentialrechnung  ^  *  *^ 

enthaltenen  Beweis  zu  dem  Lehrsatz  1  daselbst,  also  einen  Ausdruck,  von  welchem  man 

wie  folgt  führen,  wenn  man  anstatt  wie  dort  «  ^^jgg  dasser  die  erste  abgeleitete  Funk- 

om  Jx  wachsend,  hier  x  um  Jx  abneh-  ^.        ^  ^ 

mend  denkt  tion  von: 

Denkt  man  sich  in  der  gegebenen  Funktion  a).  ^ 

X  um  ein  beliebiges  Stück  Ja;  kleiner  werden,  Q^gj.    Jass   er  der  erste  Diflferentialquo- 

also  X  in  x — Jx  übergehen,  so  erh&lt  man  .  j       -r.     i  x.  /   j  n        •  i_ 

analog  wie  in  jenem  Beweis:  *  tient   der  funktion  //    (Oder  X,   Siehe 

..  ^  „  n  i   A    X  Erkl.  26)  genommen  nach  der  Variablen 

b).  y- jy  =  X  -n.a;      .z/x+  ^  j^  ^^^  Beziehung: 

1.2  '^  ^  a) y  =  X 

n(n-i)(n— 2)  ^„_8  ,j^x,  ;      ■+-r^#ajr  ^^^'  ^*°  nehme  also  an,  jene  allge- 

1.2.3  '^     j-r-— i     i  meine    Diiferentialgleichung    1).    habe 

Subtrahiert  man  hiervon   die   ursprüngliche  ^*®  Spezielle  Form: 

Gleichung  1).,  so  resultiert:  b).     .    .    .    dy  =  71 .  x''''\  dx 

c) —  Jy  =  — n.«"''^  Ja:4-  derenzugehörigeintegralgleichung 

n(n  — 1)     „_2  ,  .  .j  bekannt,  nämlich  jene  Gleichung: 

12'^       ' ^    ^  — 


'*"'t2;3~^^  ist  (siehe  Erkl.  27). 

0^^^.  Um   eine  Regel  aufzusuchen,  nach 

.                             ^    „        n-i    i  welcher  man  die  zur  Differentialgleichung 

«f  *Jn   •   •   •  •  -^y  ~  ****      •^''"'  b).  gehörende  Integralgleichung  bestim- 

— "-  — ^.a;"~^.(Jx)'4-  menkann,  wenn  solche  nicht  bekannt 

*  wäre,  dient  folgende  Betrachtung: 

.**i**zl)i?z: ^l .  a;«-3 .  (^a:)3  - . . . + {Jxf  Die  gegebene  Differentialgleichung: 

V      ,  .         .,  .        .  b).    .    .    .    dy  =  n.a?"~  .da? 

>immt  man. nun  in  weiterem  an  Jy  sei     -^  ^  -o       •    i. 

von  Jx  und  nur  von  Jx  stetig  abhängig,  Stellt    eine   bestimmte   Beziehung 
vas  nur  stattfinden  kann,  wenn:  zwischen  den  in  derselben  Yorkommen- 

d)  jy  =  n.ic**~^Ja:—  den  Grössen  und  Differentialen  dar;  diese 

1^^-^^    '  Beziehung  besteht  darin,  dass  die  rechte 

'n(n--i)    ,^_2  /^  x2  Seite  jener  Gleichung  eine  solche 

j  2    .«      .(Jx)  —  Grösse  vorstellt,  welche  das  Resultat 

j«(n-i)(n-2)    n-3  .  .  V3  ,       ...  v'l  d^s  auf  dieser  Seite  der  Gleichung  sym- 
'       1:2.3    '  '^      .(Jg)  -h...tl^^)  J  ijjjiisch  ^j^^cij. 

v^  ^  _  1        , 

konsUnt  =  C  U  .  X  ,  dX 

ist,  und  das  Stück  Jx  vermindere  sich  um  arithmetisch  dargestellten  Vorgangs  ist, 

DMlSSr^rJ^^VnfsV^c^h'rh^'derBtlt^^  und  welche  die  Eigenschaft  hat     dass 
gehabten  Vorgang,  in  welchem:  Sie  mit  der  auf  der  linken  Seite  stehen- 

den  Bildungseinheit  dy  rücksichtlich 
n.x    ^(Jx-(ix)in  n.x"  ^.Ax—n.x''  \dx  ihres  absoluten  Wertes  Übereinstimmt, 

übergeht,  auch  Jy  um  eine  Bildungseinheit,  eineEinerleiheit  (Identität)  zeigt,  oder 
am  ein  Differential  dy  vermindern,  wonach  man   mit  derselben  identisch  ist,   also  in  die- 

^^^^^'  sem  Sinne  selbst  als  eine  Bildungseinheit, 

eMy  — fiy  =  n.x"~^  Jx— n.x"^^(ix  — C  als  ein  Differential  einer  gedachten 


\[ 
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und  hieraus  ergibt  sich,  wenn  man  diese  Glei-  Grösse  y  betrachtet  werden  kann  (siehe 

chung  von  der  Gleichung  d).  subtrahiert:  Erkl    28^ 

f) dy  =  n.x^'^^.dx  Soll  in  jener  durch  die  Gleichung  b). 

nämlich  jene  Differentialgleichung  1).  aus  gedrückten  Beziehung  die  Bildungs- 

einheit oder  das  Differential  dy  abhän- 
gig von  dem  Differential  dx  sein,  soll 
dy  eine  Funktion  von  dx^  eine  sog. 
Differentialfunktion  sein  und  soll 
dy  das  erste  (oder  einfache)  Differen- 
tial einer  solchen  Grösse  y  sein,  welche 
in  der  aufzusuchenden  Beziehung  von 
derjenigen  Grösse  x  abhängig  ist,  von 
Erkl.  28.  In  der  Differentialgleichung:  welcher  dx  die  Bildungseinheit  oder  das 
dy  =  n.x'^~^.dx  Differential  ist,  so  muss  hiernach  und 

bedeutet,  rücksichtlich  der  in  der  Erkl.  14  ge-. »ach   dem   früher   Gesagten   die   auf- 

gebenen  Definition  einer  Gleichung,  die  rechte  ZUSUChende  Beziehung  die  Bedin- 
Seite  einen  arithmetisch  angedeuteten  Vorgang,  gung  erfüllen,  dass  aus  ihr  nach  den 
dessen  Resultat  eine  Grösse  ist,  d^^  ^g^l^^   ^^^  Differentialrechnung  jene 

der  Imken  Seite  stehenden  Bildungsemheit   r\-rr  x*    i    i    •    i.  •    ^  v 

iy  rücksichtlich  ihres  absoluten  Wertes  ttber-  Differentialgleichung  Wieder  ab- 
einstimmt,   eine   Einerleiheit  (Identität)   zeigt,   geleitet  werden  kann. 

oder  mit  ihr  identisch  ist.  Zur  Bestimmung  dieser  gedachten, 

Man  kann  somit  die  Grösse,  welche  durch  j^rch  eine  Gleichung  ausgedrückten 

den  anthmetischen  Ausdruck:  t>'l  i-a  i.«  i.  j- 

„_j  Beziehung  hat  man  hiernach  gerade  m 

***^      -^^  umgekehrter  Weise  zu  verfahren  wie 

dargestellt  ist,  in  welchem  das  Differential  dx  bei   der  Bestimmung  jener  gegebenen 

als  Faktor  vorkommt,  rücksichtlich  seines  Wer-  Beziehung  aus  der  gesuchten  Beziehung, 

tes  selbst  wieder  als  das  Differential  <^y  -  i*  i.  •  r  i  4.. 
einer  anderen  Grösse  y  betrachten;  in  l^aDa'lcn  Wie  lOlgi: 
diesem  Sinne  heissen  solche  arithmetische  Aus-        Denkt   man    Sich    das   Stück  /Ix   der 

drücke,  welche  ein  Differential  als  Fak-  Grösse  a?,  von  welchem  ein  Stück  dy 
tor  haben,  selbst  wieder  Differentiale.       ^j^j.  Grösse  y  in  der  Beziehung: 

«).    dy  =  n.  x^"  .  dx  — 


konstant 


konstant  =  C 

(welche,  wie  in  der  Erkl.  27  gezeigt, 
v  1.1  oA     IT-      n^  *  •  aus  der  gesuchten  Beziehung  abgeleitet 

Erkl.  29.     Eine  Grösse  y  ist  in  einer  ge-  j  \     x    i.-       uu»      •      -^i.  /«•  i     i?  ui 

gebenen  Beziehung  von  einer  anderen  Grössen;  ^urde)  Stetig  abhängig  ISt  (Siehe  Erkl. 

stetig  abhängig,  wenn  in  jener  Beziehung  mit  29),  dadurch    entstehen,  dass  in  der 

einer  Aenderung  der  Grösse  x  um  eine  ihrer  unter  b).  gegebenen  Beziehung  das  Dif- 

Bildungseinheiten,  um  ein  Differential  da;  auch  fgrential  dx  der  Reihe  nach  um  1 .  rf.r, 

eme  Aenderung  der  Grösse  y  um  eine  ihrer  n    j      o    j       a    ;i  Una 

Bildungseinheiten,  um  ein  Differential y  statt-  -^  •  »a?,  d  .  rt^,  4  .  aa?,  .  .       ganz  ailge- 

findet.  mein  nach  der  früheren  Erkl.  4  um  eine 

(Siehe  Erkl.  11  im  1.  Teil  der  Differentlalrecbnong.)        UUbeStlmmtC  AUZahl    dcr  dx^    Um    ein 

unbestimmtes  Vielfaches  derrfa:,  um 
fdx^  aus  welchen  jenes  Stück  dx  als 
bestehend  gedacht  wird,  zunimmt 
(wächst),  symbolisch  angedeutet  durch: 

dx-^-  fdx 
und  berücksichtigt  man  hierbei,  dass: 
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n .  a;"~^ .  (doc  -\-fdx) 

einen  bestimmten,  durch  das  arithme- 
tische Gesetz  der  Produktenbildung  an- 
gedeuteten Vorgang  darstellt,  welchem 
das  Stück  dx  oder  fdx  der  Grösse  x 
von  seinem  Entstehen  ab  unterliegt, 
Erkl.  30.    Nach  dem  früher  Gesagten  wird  ^^»8    also   nach  jener   Zunahme  um 

durch  das  Integralzeichen  /*  ein  unb est imm-  fäx   (bezw.   um   zix),    wenn    man    den 

tes  Vielfaches  (eines  Differentials  dx  oder  arithmetischen   Vorgang  nach   den  Ge- 

dy)  dargestellt;  dieses  Zeichen  bedeutet  somit  setzen  der  Arithmetik  ausführt: 

nichts  anderes  als  das,  was  in  der  Arithmetik 

ein  Koeffizient,  ein  Faktor  bedeutet,  aus  diesem  ß\     n  .  X**"^ .  {dx  -{'/dx)  = 

(irunde  ist  es  nach  der  Erkl.  Slimallge-  '        '           '          „_j                      „_j     - 

meinen  ganz  gleichgültig  wo  man  dieses  n.X       ,dx-\-n.x       .Jdx 

Zeichen  bei   einem   Produkt  hinsetzt:   man  .  .  /  •  i.     r«  i  i  n/^\    j        r            •     j- 

kann  daher  z.  B.  statt:  ist  (siehe  Erkl.  30),  dass  ferner  m  diesem 

„_,   ^                 .  „_,  Vorgang  bei  jedem  Wachstum  des  Dif- 

n,x      .Jdx  auch  n  ,fx      .  dx  ferentials  d^  um  1 .  dx  das  Differential 

o-ler  auch;                ^_^  dy  je  um  1 .  dy  wächst  oder  zunimmt 

y**^      ^^  (siehe  Erkl.  29),  dass  also  nach  jenem 

setzen,  welches  arithmetische  Gesetz  man  sym-   Stattgehabten  Vorgang,  in  welchem  dx 

bolisch  durch:  \mfdx  Stetig   zugenommen    hat, 

a/.  .  .  n.x'^^./dx  =  n.f.x'*''^dx  auch  dy  um  dieselbe  unbestimmte 

oder  =  /"njc^-^d  Anzahl   der  dy^  um  dasselbe  unbe- 

darstell     k  Stimmte  Vielfache  der  dy,  um /dy 

Zu  beachten  bleibt  hierbei,  dass  das  Zeichen  zugenommen  haben  muss,  SO  muss  nach 
/zugleich  auch  als  ein  Vorgangs- oder  Ope-  jenem  Vorgang: 

rationszeichen  betrachtet  werden  muss  [ahn-   ^\     ^.._i    /*/7,,  «    J^—^    .7^.   1 

lieh  wie  man  den  Buchstaben  d,  welcher  vor  ^^-    «y-^y  »y  —  ^-'^       .axf-^ 

dem  eine  Grösse,  ein  Integral  bezeiclinenden  Buch-  n,X^   ^  .fdx 

^ben  (z.  B.  y)  gesetzt  wird,  um  damit  ein  Diffe- 
rential (dy)  dieser  Grösse  zu  bezeichnen,  als  sein;  d.  h.  wenn  nach  Gleichung  b).  die 

wJr.^l^^V    "^tl    Operationszeichen  Differentiale  W  .  a;""'.  da:  und  dy  rück- 
betrachten kann],  welches  andeutet,  dass  mfolge     .  V.,.  ,     ..  v      1    X        -rrr     i.     iiv 
eines  Vorgangs    ein  Differential   zu   einer   Sichtlich  ihrer  absoluten  Werte  Über- 

<>rösse,  einem  Integral  wird  (dessen  Bildungs-  einstimmen  (eine  Identität  zeigen)  und 
einheit  jenes  Differential  ist);  in  diesem  Sinne   das   Stück  fdy   der   Grösse  y    ist   von 

^tzt  man  das  Zeichen  /  gewöhnlich  vor  5^4^^^,  Entstehen  ab  von  dem  Entstehen 
v^r.I        V^V'^'f^''^^''*^"'^^^*''^*''''  des  Stückes  /ix  der  Grösse  x  stetig 

» organg  unterliegt.  vi.«       •  ..  u    •      n\  • 

®  abhangig,    so   müssen   auch  m   Glei- 

chung c).: 

dy+fdy 

und 

n .  x'~^ .  dx'\-n.  x^~^.fdx 

rücksichtlich  ihrer  absoluten  Werte 
übereinstimmen  (identisch  sein). 

Denkt  man  sich  nach  jenem  statt- 
gehabten Vorgang  in  Gleichung  c).  lin- 
ker Hand  die  ursprüngliche  Bildungs- 
einheit dy^  rechter  Hand  das  nach  Glei- 
chung b).  mit  dy  identische  Differential 

n.x''^^ .dx  weggenommen,  oder,  was 
dasselbe  ist,  die  Gleichung  b).  von  Glei- 
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chung  c).  subtrahiert,  so  erhält  man  für 
jenes  entstandenene  Stück  fdy  der 
Grösse  y\ 

d).    .    .   fdy  =  n.a?"~  J dx 

oder  auch  nach  der  Erkl.  30: 

dl ).  .    .  fdy  =  fn .  x'~^ .  dx 

d.  h.:    stehen  dy  und  dx  in  der  durch 

die  Gleichung  b).  gegebenen  Beziehung. 

Erkl.3l.  Das  Kommutationsgesetz  (von  entsteht  in  dieser  Beziehung  das  Stück 

commutare,  vertauschen)  der  Multiplikation     ^ ,        ,        ^  ..  .      ,         . 

heisst:  fdx   der   Grosse   x^   so   entsteht  ein 

^®^y?^^?!°®^^'°?"l?,*^^^i?,"*^*^  ungetodert,  solches  Stück /dy  der  Grösse  y,  wel- 

wenn  Multiplikand  und  Multiplikator  desselben  ox-ii     yj      •      j       j      i. 

mit  emander  vertauscht  wird,  in  Zeichen:  Cnes  mit  dem  bttick  J  dx  m  der  durch 

h,a  —  a.h  ^^®    Gleichung   d).    ausgedrückten   Be- 

T..        c  *     11       •  «1,     v.«v«*    Ziehung   steht,   vorausgesetzt,   dass  in 

Dieser  Satz  allgemeiner  ausgesprochen  heisst:    ,.  -n  x  j.  V  \       o*-  i 

T^-   T?  w         •      T>   j  1*     ^    r        *  •     diesem  Entstehungsvorgang   das  Stuck 

Die  Faktoren  eines  Produktes  dürfen  mitem-     .  .         ®  -ii. 

ander  vertauscht  werden.  J dy  der  Grosse  y  Stetig  abhangig 

von  dem  Stück  fdx  der  Grösse  x  ist: 

jene  Beziehung  besteht  darin,  dass  die 

rechte    Seite    der    Gleichung    d).    eine 

solche  Grösse  vorstellt,  welche  das 

Resultat    des    auf    dieser    Seite    durch 

w .  a?**~  \  fdx  arithmetisch  dargestellten 
Vorgangs  ist,  und  welche  die  Eigen- 
schaft hat,  dass  sie  mit  dem  auf  der 
linken  Seite  stehenden  Stück  fdy  der 
Erkl.  32.  Was  in  nebenstehender  Gleichung:  Grösse  y  rücksichtlich  ihres  absoluten 

e).  .   .   .  fdy  =  n.x''"^ .fdx^C  Wertes    übereinstimmt    oder    iden- 

Tlt  ^r^rllZ^lIrliShS;  *' SoU  das  stück  fdy  in  Gleichang  d). 

durch  laa:  dargestellt  ist,  ist  m  nebenstehender       .  ^^      ,        "^ .  %,,  .  ,  v 

axmchnnffz  ^^^  ^^^  Stück  Jy  m  Gleichung  a).,  um 

welches  die  Grösse  y  abnimmt,  wenn  in 
der  gesuchten  Beziehung  a).  x  um  das 


Gleichung: 

a).    .    .    .    Jy  =  n.a•'*~^  Jas  — C 


durch  Jy,  bezw.  durch  Jx  dargestellt.  g^^^^   ^^^    ^^^w.    um    das    Stück  fdx 

sich  vermindert,  übereinstimmen  (siehe 
Erkl.  27),  ebenso  wie  nach  vorstehendem 
fdx  mit  dem  Stück  Jx  in  jener  Glei- 
chung übereinstimmt,  dann  muss,  da  in 
beiden  Gleichungen  nach  vorstehendem 

auch:  .,  , 

n  .  X      . ax 

und 

n,  X 

übereinstimmen,  die  Gleichung  d).  in: 

e).    .  .  fdy  =  n.x'~^.fdx — C 

übergehen,  wofür  man  auch  nach  der 
Erkl.  30: 

e,).  .  .  fdy  =fnx'~^dx — C 


.fdx 


in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ausführliche  Prospekt  nnd  das  ausführliche  Inhalts- 
verzeichnis der  „yollständig  gelösten  Aufgabensammlung  Yon 
Dr.  Ad.  Kleyer**  kann  Yon  jeder  Buchbandlung,  sowie  Yon  der 
Veriagshandlung  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1),  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  nnd  gnt  hrochiert  um  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gehranch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  hesonderes  Titelhlatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklftmngen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementapreise  von  25  Pfg.  pro  Heft 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhalts ver- 
seichnis  ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung 
fttr  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  AUes,  was  sich  nberhanpt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Fignren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aUer  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorzügUchste  Lehrbuch 
xum  Selbststudium,  das  Yortrefflichste  Nachschlagebuch  fClr  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen   Hefte 

kann   durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Haibjährfich  erscheinen  Nachträge  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Dniok  Ton  Oarl  Hammer  in  Stuttgart. 
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Fortsetzung  von  Heft  505. 

Seite  17—32. 
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Vollständig  gelöste 


Aufgaben  -  Sammlung 

-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

ii^be  md  Entflcklmg  der  benutzten  Sitze,  Fonneln,  Regeln  in  Fragen  and  Antworten 

erläutert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograpL  Tafeln, 

ans  allen  Zweigen 

der  Beekealnusty  der  niederen  (Algebra,  Plahimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  iph&riBchen 
Trigonometrie,  Bynthetischen  Geometrie  etc.)  u.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysifl, 
Differential-  n.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  — 
an«  allen  Zweigen  der  Physik ,  Heehanik,  Graphostatlk,  Chemie,  Geodiaie,  Nautik 9 
nintliemat.  Geographie,  Astronomie;  des  Masehinen-,  Strafeen-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
Brlekra-  n.  Hoehhan's;  der  Konstmktionslehren  als:  darstell.  Geometrie,  Polar-  u. 

ParaUel-PorspoetiTe,  Sehattenkonstmktionen  etc.  etc. 

fOr 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

Studium,  ZOT  Forthülfe  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 
herausgegeben  you 

Dr.  Adolph  Kleyer^ 

MAthMBAÜkar,  rereidatM  kOnigl.  preasi.  Feldmetaer,  rereideUir  grossh.  hoBsisoher  CtoomaUr  I.  KImio 

in  Frankfurt  s.  M « 
unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Krftfte. 
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Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 

«lniii»h    iaiio    RiirhhstnHIlinn    hP7nnAn   WPrHpn 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

DieBCB  Werk,  welchem  kein  Rknllohes  rar  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3—4 
Heften  sn  dem  billigen  Preise  ron  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Oesamtgeblete  der  Mathematik ,  Physik, 
Mechanik,  math.  Geographie^  Astronomie ,  des  Maschinen- ^  Strassen- ^  Eisenbahn-, 
Brfieken-  nnd  Hochbauesy  des  konstroktlTen  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  Tolistftndig 
gelöster  Form,  mit  rielen  Figuren,  ErkUrnngen  nebst  Angabe  und  Entwlekelung  der 
benntiten  Sätze ,  Formeln y  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  LöBung 
jedermann  verst&ndlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grossere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  Torliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngelSsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
ftberlassen  bleiben,  und  zugleich  yon  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTerzeich- 
niSy  Berichtignngen  und  erläuternde  Erklärungen  Aber  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch -naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  und  IL  Ord.,  gleich' 
berechtigten  höheren  BOrgerschulen,  Priratschnlen,  Gjmnasieny  Realg^mBasien,  Pro- 
gymnasien,  Schnllehrer- Seminaren ,  Polytechniken ,  Techniken,  Bangewerkschnlen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Torbereitnngsschnlen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbil^nngsschnlen,  Akademien,  üniTersitäten ,  Land-  nnd  Forstwissenschaftsschulen, 
Militärschttlen,  Yorbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Eli^ährig-Frei- 
wiUige-  nnd  Offiziers-Examen,  etc. 

Die  Schäler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Schritt  fär  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sid  bei  ihren  PrQfiingen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  fiberaus  grosse  Fruchtbarkelt  der  mathematischen  Wissenschaften  Torgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stfitze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  yon  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aher  dem  Schüler  bei  seinen  h&uslichen  Arbeiten  eine  yoll- 
ständige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zn  rerwerten.  Lost,  Liebe 
und  Yerständnis  für  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Milftän^ 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  yergessenei] 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  aUen  Bernfs^ 
zweigen  Torkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  yerleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertnngen  und  weiteren  ForschnngeB  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Kamen 
yerbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Veifkaser, 
Dr.  Klejer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Eriedigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart  Die  YerlagshancUiiiig. 
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ErkL  38.    Das  in  Antw.  auf  Frage  10  an- 
gegehene  Verfahren  der  Herleitong  der  Integral- 

gleichong: 

a) y  =  «* 

aas  der  gegebenen  Differentialgleichang: 

b).  .    .    .   dy  =:  n.x^^^.dx 


setzen  kann,  in  welchen  Gleichungen 
„C"^  den  Ausdruck  in  Gleichung  a).  be- 
zeichnet, welcher  daselbst  als  konstant 
mit  C  bezeichnet  wurde  (siehe  Erkl.  27) 
und  hier  eine  noch  näher  zu  be- 
stimmende Grösse  bedeutet  (siehe 
Erkl.  32  und  den  Abschnitt  C).  ' 

Denkt  man  sich  im  weiteren  das  Stfick 
fdy  der  Grösse  y  durch  entsprechende 


Aenderung  der  unbestimmten  Anzahl 

ist  das  umgekehrte  Verfahren,  ak  das  in  der  /  der   dy  SO  wachsend   (allgemein:  SO 
Erkl  27  angegebene  Verfahren  der  Herleitong  ändernd),  dass  dieses  Stück  fdy  SChlieSS- 

ScSr»^^^^''*''^""'^  ^^'  *''*  "^"^  ^°^ßr*l-  lieh  zur  gedachten  Grösse  y  selbst  wird, 

In  jenem  Verfahren  wächst  die  Grösse  y  ^ass  also : 

TOB  ihrer  ersten  Bildnngseinheit  an,  in  diesem  c\  fdvz=:u 

Verfahren  nimmt  die  Grösse  y  ab  bis  nur  noch  *^ •'     ^         ^ 

ein  Differential,  eine  ihrer  Bildimgseinheiten  gesetzt  werden  kann,  SO  muss  in  dieser 

°^n!£w®'^-*-        w    1.  ^o,  .♦    Aenderung  die  rechte  Seite: 

Dies  ist  ein  analytischer,  jenes  der  ent-                    ^ 
sprechende  synthetische  Vorgang.  n  .  x*~^./dx C 

jener  Gleichung  e).  infolge  eines  statt- 
findenden Vorgangs  sich  so  ändern,  dass : 

g).  .   .    n^x^'^K/dx—G  =  a?" 

gesetzt  werden  kann,  denn  dann  erhält 
man: 

Krkl.  34.    Zu   der  gegebenen  Differential-   a) y  =  x" 

?leichung:  ^^^  nämlich  die  ursprüngliche  Gleichung, 

a).   .  .  .    dy  =  n.a;*"  .  dx  i^^g  welcher  die  gegebene  DifiFerential- 

eehört  nach  der  Erkl.  27  bezw.  nach  Antw.  auf  gleichung  b).  durch  Differentiation  ent- 
Frage 10  die  Integralgleichnng:  Standen   gedacht    werden  kann    (siehe 

b) y  =  ä"  Erkl.  83),  wenn  in  dieser  Gleichung  x 

ausser  dieser  gehört  aber  anch  noch  zu  eine  unabhängige  Variable  vorstellt, 
jener  Differentialgleichung  a).  eine  un-  deren  Bildungseinheit  jenes  dx  ist,  und 
endliche  Anzahl  von  Integralgleichungen,  ^enn  y  eine  von  dieser  abhängige 
weiche  die  Form:       ^  Variable  vorstellt,  deren  Bildungseinheit 

^i) y  =  a:'*±ir  jßugg  jy  ig^^  welches  mit  jenem  dx  in 

^ben,  wenn  £:  irgend  eine  willkarli che  Kon*   der  durch  Gleichung  b).  gegebenen  Be- 
stallte bedeutet,  da  die  Differentiation  solcher  ziehung  Steht. 
Gleichungen  unter  b.),  ebenfalls  stets  auf  jene        o  «  •  ol*-  u  rj  .  «:-i.  «^  k^^^«» 

DifferentLlgleichung  a).  führt.  Soll  jenes  Stück /dy  Sich  so  andern, 

Mit  solchen  willkttrlichen Eonstanten  ^  dass  es  zur  Grosse  y  wird,  welche  in 

bat  weder  die  Differentialrechnung  noch  d^r  gesuchten  Beziehung  a).  von  x  ab- 

lue  Integralrechnung  im  weiteren  etwas  zu  uan^;^   ;«*     aa   mwR   sirh  für   ieden 

Ann,  vor  der  Differentiation  können  sie  ein-  ^^^^^   *®^'    5?   ^"«S   Sicn  lur  jeaen 

tach  weggelassen,  nach  der  Integration  ein-  Wert  von  x  die  durcn: 
fach  zugefügt  werden.  n.x'-^Jdx—  C 

dargestellte   Grösse   so   ändern,   dass 

sie  stets  an  Wert  mit  x"*  übereinstimmt, 
wenn  in  diesem  Ausdruck  der  Grösse  x 
dieselben  entsprechenden  Werte  zu- 
kommen (siehe  Erkl.  34). 
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Aus  diesem  beliebig  gewählten 
Beispiel  erkennt  man,  dass  man  bei 
dem  Auflösen,  dem  Integrieren  solcher 
Differentialgleichungen,  welche  ganz  all- 
gemein durch: 

1).    .   .   .   dy  =  f(x) .  dx 

Srkl.  36.    Die  rechte  Seite  der  Gleichung:  dargestellt  werden  können,  wie  folgt  in 

i\  /•//«  — /r*\  /•//«.  mechanischer  Weise  verfahren  kann: 

.    ^  ,        .  •        ,^   .  „       ,   ^      ^     ..        Man  setze  m  der  allgemeinen  Dif- 

in  Antw.  auf  Frage  10  stellt  nach  dem  für  die  fprpntiftl^lpirhimff- 
spezieUe  Gleichung:  lerentiaigieicnung. 

la). .    .    .    /rfy  =  n.»*-^/daj  l).    .    ,    ,    dy   =  f(x).dx 

in  jener  Antwort  Gesagten  das  Resultat  des  an  Stelle  der  Bildungseinheiten  dy  und 

durch  f(a;) .  da;  dargesteUten  Vorgangs  dar,  in  d^    die    unbestimmten    Summen 

welchem  dx  stetig  von  \dx  bis  zu  fdx  ge-  r^y  ^^^j  r^^  ^jgge^  Bildungseinheiten, 

wachsen  ist;  die  linke  Seite  bedeutet  eine  un-  l,,,„o^i,  -«qti. 

bestimmte  Anzahl  der  Bildungseinheiten  Jy,  ^onacn  man. 

ein  Stück  yd  y  der  Grösse  y,  welches  mit  dem   2).    .    .    .   fdy  =  f(x).fdx 
ResultatjenesYorgangs  an  Wert  abereinstimmt       ,  ,     ,       TT  tl    ^n- 

2a).  .    .    .  /dy  =  /f(x) .  dx 

erhält  (siehe  Erkl.  35);  dann  denke  man 
sich  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung 
2).  die  an  und  für  sich  unbestimmte 
(noch  zu  bestimmende)  Grösse  C  weg- 

Erkl.  36.    Die  linke  Seite  der  Gleichung:       ««^ö"^™^»'  ^^^^^^  ^^'''' 

2).    .   .  /dy  =  f(x)./dx-Ö  3)-    .    .    /äy  =f{x),/dx  —  C 

in  Antw.  auf  Frage  10  bedeutet  nach  dem  für       oder: 

die  spezielle  Gleichung:  3a).   .    .    /dy  =  /f{x).dx  —  C 

2a). .   .  /dy  =  n.x"-^/da: -^  C  erhält  (siehe  Erkl.  36).    Nunmehr  setze 

in  jener  Antwort  Gesagten    einen    mechani-   man  für   fdv   die  Grösse    oder   das  In- 
schen  Vorgang,  dessen  Resultat  eine  Grösse   ,         ^  -  \  •  i     /« ^ 

/•.?-,  ia*   JLi^L  r«u  «;,,««  ^^«  r^^  a*^*i„  t^gTsA  v ,  mdcm  man  sich  fdy  so  ge- 

J  dy  ist,  welche  mit  einem  von  /aa?  stetig       ^        j,       j  j-t  i 

abhängigen  Stück /dy  der  Grösse  y  an  Wert  ändert  denkt,  dass  CS  ZU  diesem  Integral 

übereinstimmt,   welches  zugleich   mit  dem  ^^^d;  desgleichen  setze  man  für: 

von   Jx  abhängigen  Stück  /ty  der  Grösse  y  f(x\    fdx C 

übereinstimmt,  wenn  das  Stück  ^x  ein  beliebiges  '  ^  ^  '«^ 

Stück  der  Grösse  x  vorstellt,  um  welches  in  der  (indem  man  auch  diesen  Ausdruck  in 
gesuchten  Beziehung  abgeändert  gedacht  wird,  entsprechender    Weise    sich    geändert 

denkt)  denjenigen  arithmetischen  Aus- 
druck, durch  welchen  ein  solcher  Vor- 
gang symbolisch  dargestellt  ist,  als  dessen 
Resultat  man  diejenige  Grösse  oder  das- 
jenige, allgemein  durch  F{x)  dargestellte 
Integral  betrachten  kann,  das  mit  jenem 
Integral  y  an  Wert  übereinstimmt,  so 
dass  man  die  allgemein  durch: 

A) y  =  F{x) 

dargestellte  Integralgleichung  erhält  in 
welcher  y  eine  expliziete  Funktion  vor. 
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der  unabhängigen  Variablen  x  ist,  und 
welche  in  Bezug  auf  x  differentiiert  jene 
gegebene  Differentialgleichung  1).  ergibt 
(siehe  Erkl.  34). 


Frage  11.    Worin  besteht  nach  vo- 
riger  Antwort    die   Auflösung   solcher 

Differentialgleichungen ,   welche   allge-      Antwort.    Aus  Antw.  auf  Frage  10 

mein  durch:  ergibt  sich,   dass  die  Auflösung  einer 

dy  =  fix)  dx  Differentialgleichung  von  der  allgemeinen 

Form : 
dargestellt  werden  können?  ^  ,  ,.,  v    , 

a).   .    .   .   dp  =  f{x)  .dx 

in  der  Bestimmung  der  durch  einen 
arithmetischen  Ausdruck  darzustellen- 
den Grösse  oder  des  durch  einen  arith- 
metischen Ausdruck  darzustellenden  In- 
tegrals besteht,  welches  in  der  Glei- 
chung : 

KrkL  37.    Die  Auflösung  von  solchen  Dift'e-  f^y  ^^  f(^\    (dx C 

rentialgleichnngen ,    deren   Integralgleichungen  i  \  )  'J 

im  voraus  bekannt  sind,  führt  zur  Bestim-  oder   nach   der  Erkl.  30    in   der   Glei- 

mung  von  Integralen,  welche  fQr  einzelne  chung: 

spezielle,  allgemein  durch:  y,  /•/./xf  r^ 

.  J^y  =Jf{x).dx  —  C 

Jf{x)flx-^C  für: 

dargestellten  Ausdrücke  gesetzt  werden  können;  /  (^)  •]  ^^       ^ 

die  Auflösung  von  solchen  Differentialgleichun-   oder  für: 

gen,  deren  Integralgleichungen  nicht  bekannt  ffUo)  -dx  —  C 

sind  und  gesucht  werden  sollen,  bestehtin 

der  Bestimmung  von  Integralen,  die  für   gesetzt    werden    muss,    wenn    fQr   fdv 

spezielle,  allgemein  durch:  ^i^e  Grösse  y  gesetzt  wird  und  wenn 

ff{x)dx—C  hierdurch  eine  Gleichung  entstehen  soll, 

,       .  „.    *    j  „  ,  . .       j        ^         in  welcher  die  Grösse  y  als  expliziete 

dargestellte  Ausdrücke  gesetzt  werden  müssen.   t?„«i^:^„   „^^    a^^  n^'^»^^  «.   ^««J»o>a4>»iu 
Diese  Bestimmung  von  Integralen  kann  Funktion  von  der  Grosse^  dargestellt 

nur  mittels  bereits  bekannten  Integralen  statt-  ISt,  und  welche  nach  x  dlfferentuert  jene 

finden,    das    hierbei   einzuhaltende   Verfahre  Differentialgleichung  a).  ergibt. 

heisst  Integration  im  engeren  Sinne;  das  Wie   in  Antw.  auf  Frage  10  gezeigt, 

Aufsuchen   diesbezüghcher  Verfahren  ist  eine  •   j   j-     r«-,.                                     ^        o  7 


l^esondere  Aufgabe  der  Integralrechnung. 


/fix) .  dx  —  C 

zu  setzenden  (durch  arithmetische  Aus- 
drücke dargestellten)  Integrale  ab- 
hängig von  den  speziellen  Formen 
der  Ausdrücke,  welche  durch  das  Sym- 
bol f{x)  ganz  allgemein  dargestellt 
sind.  Zur  Kenntnis  einer  Anzahl 
solcher  Integrale  gelangt  man,  wenn 
man  solche  Differentialglei- 
chungen, deren  Integralglei- 
chungen im  voraus  bekannt  sind,  in 
der  in  Antw.  auf  Frage  10  angedeuteten 
Weise  auflöst,    Mittels  dieser  Integralen 
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müssen  dann  alle  übrigen  verlangten  Inte- 
grale aufgesacht  werden,  indem  man  durch 
sachgemässe  Umformung  der  durch: 

ff  ix)  .dx  —  C 

allgemein  dargestellten  Ausdrücke  auf 
solche  Ausdrücke  zu  kommen  sucht,  für 
welche  man  die  zugehörigen  Integrale  be- 
reits kennt  (siehe  Erkl.  87). 


x'"^' 


Frage  12.    Welches  sind  die  Diffe* 
rentialgleichungen ,   deren   Integralglei-      Antwort.  Die  Differentialgleichungen, 
chungen  bestimmt  werden  können,  wie  deren  Integralgleichungen  ganz  in  der- 
in  Antw.  auf  Frage  10  gezeigt  wurde?  selben  Weise  bestimmt  werden  können, 

wie  in  Antw.  auf  Frage  10  gezeigt  wurde, 

sind: 

1).*    dy  =  n.x'^^.dXy  d.i.  die  erste  Differentialgleich,  von  der  Integralgleich.:  y  =  a^  \ 
oder: 

Xu).*  dy  ^  x^.dx  „      „        „  n  »     »  »  y=„il 

*  Die  Differentialgleichangen  1).  und  la).  sind  gültig  für  alle  die  FäUe,  in 
welchen  n  für  Gleichung  1).  hezw.  n-^X  für  Gleichung  la).  eine  positive  oder 
negative,  ganze  oder  gebrochene  Zahl  vorstellt,  —  der  Wert  Null  (=  0)  für  » 

bezw.  für  n  +  1  ist  ausgeschlossen,  indem  für  diesen  Fall  a^  bezir.  x^^^  in  x^ 
übergeht,  welcher  Ausdruck  nach  arithmetischen  Gesetzen  die  Zahleneinheit  dar- 
stellt, somit  jene  Integralgleichungen  in  y  =  «^  oder  in  ^  =  1  übergehen,  in  welchen 
eine  unabhängige  Variable  jc  nicht  mehr  vorhanden  ist,  aus  welchen  somit  auch 
keine  Differentialgleichungen  abgeleitet  werden  können. 

Die  Differentialgleichung  1).  ist  somit  nur  gültig,  wenn  in  derselben  n  grosser 

oder  kleiner  als  0  (also  nicht  =  0,  symbolisch  dargestellt  durch:  n  ^  — 1  I  ist, 

wenn  also  n  —  1  nicht  =  — 1  ist;  denn  wäre  dies  der  FaU,  so  wäre  n  =  0  und 
für  diesen  Fall  ist  die  zugehörige  Integralgleichung  unmöglich. 

Die  Differentialgleichung  la).  ist  somit  nur  gültig,  wenn  in  derselben  n+1  grösser 

oder  kleiner  als  0  I  also  nicht  =  0,  symbolisch  dargestellt  durch:  n-\-\  ^  —  l) 

ist,  wenn  also  nnicht  =  —  1  ist;  denn  wäre  dies  der  Fall,  so  wäre  n  =  —  1  und 
für  diesen  Fall  ist  die  zugehörige  Integralgleichung  unmöglich  (da  alsdann  in  derselben 
x^  oder  1,  also  nicht  mehr  die  Variable  x  vorkommen  würde). 

2).     dy  =  — da;;    .    .    .    d.i.  die  erste  Differentialgl.  von  der  In  tegralgl.  y  =  Z^o? 

X 

29,).  dy  =  ---'loge.dx  „     „       «  »  n     r»  »         y  =  logx 

X 

Z).    dy  =  a^.lga.dx  „     „       „  „  „     „  „         y  =  a"^ 

3a).  dy  =  a^  ,dx  »»«  n  r>     v  n         y  = 


a 


4). 

dy  =  e^.dx 

5). 

dy  =  cosx.dx 

6). 

dy  =       -, —  dx 

71        n  n  n  v        n 


Iga 

y  =  e^ 


n 


n        r) 


»  »  n        n  n  1J  =  Slfl  X 

1 


oder  = 


C09X 

7).     dy  =  —sinx.dx  «n»  »  n«  n         y  =  C08x 
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8).    dy  =  — 


€08  X 

sin'^x 


dx  d.  i.  die  erste  Differentialgl.  Ton  der  Integralgl.:  y  =  cosecx 

1 


9).  dy 

10).  dy 

11).  dy 

12).  dy 

13).  dy 

14).  dy 

1-^).  dy 

16).  dy 


C08^X 


dx 


.  ,     dx 

8%n*x 

dx 


Vi  —  «' 

1 


Vi  —  x^ 


dx 


r        I» 


r        » 


r        r 


»»        r 


1 


l-l-ar* 
1 


dx 


l-h«* 
1 


1 


dx 
-dx 


f(         n  X7 


W  ?J  »? 


»  J>  J5 


xYx^^l 


—  -  ax  },     ,f 


ii 


n 


» 


» 


»       I» 


n        « 


n        r 


I»        r 


»        I» 


»       » 


»        >» 


»        i> 


>i 


»» 


»> 


oder 

y 

y 

y 

y 
y 
y 

y 


«tnx 


arc  {sin  =  x) 

arc(co»  =  X) 

;  arc  (ip  =  X) 
arc  (cfp  =  x) 
arc  {sec  =  x) 

arc(cowc=x) 


Frage  13.  Zu  welchen  Ergebnissen 
fahren  die  Auflösungen  oder  die  Inte- 
grationen der  in  voriger  Antwort  ange- 
fahrten Differentialgleichungen  nach  dem 
in  Antw.  auf  Frage  10  angegebenen  Ver- 
fahren ? 


Antwort.  Löst  man  die  in  voriger  Ant- 
wort angeführten  Differentialgleichungen 
1).  bis  16).  auf,  oder  integriert  man  die- 
selben analog  wie  für  die  erste  jener 
Differentialgleichungen  in  Antw.  auf 
Frage  10  gezeigt  wurde,  so  gelangt 
man  zunächst  zu  folgenden  Integral- 
gleichungen : 


1).    fdy  =:  fn.g^"^  .dx^O 
la).  fdy  =  /x".  dx  —  C 

2).    fdy  =  fl'dx^C 

2a).  fdy  =    1  -  -log  e.dx  —  C 

3).    fdy  =  /a'.  Iga.dx  -C 
3a).  fdy  =  fa'' .  dx  —  C 
4).    fdy  =  /V  .dx^C 
ö).    fdy  =  fco8 X  .dx  —  C 

6).    /dy  =  f^*^  .dx-C 

7).    fdy  =  y  — -  sin  x  .  dx  —  C 


siehe 
Erkl.  33 


8) 


.    fdy=f-- 


€08  X 

sin'^  x 


.dx-^G 
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Erkl.  38.  Nach  der  zu  den  Gleichungen  1). 
und  1  a).  in  Antw.  auf  die  Frage  12  gegebenen 
Notiz,  sind  die  Gleichungen  1).  und  la).  in 
Antw.  auf  die  Frage  13  für  die  Fälle  gültig,  in 
welchen  in  jener  Gleichung  1).  n — 1  nicht  = 
—  1,  in  welchen  also  n  —  1  grösser  oder 
kleiner  als  — 1  ist,  in  welchen  femer  in  jener 
Gleichung  la).  n  nicht  =  —  1,  in  welcher 
also  n  grösser  oder  kleiner  ids  — 1  ist 

Für  jene  Gleichung  1).  muss  somit  die  Be- 
dingung : 

n  — 1  >  —1 
für  jene  Gleichung  la).  die  Bedingung: 

n  ^  — 1 

erfüllt  sein. 

Was  für  diese  Gleichungen  1).  und  la).  in 
nebenstehender  Antwort  hiernach  gilt,  gilt  in 
derselben  Weise  für  die  in  nebenstehender  Ant- 
wort enthaltenen  Gleichungen  a).  und  a^).  und 
in  gleicher  Weise  für  die  Integrations- 
formeln 1).  und  1  a).  in  Antwort  auf  die  folgende 
Frage  14. 


dx  —  C 


Erkl.  39.    Bei   der  Herleitung  der  zu  den 
Integralgleichungen : 

a) y  =  a 

und 
b) y  = 


X 


0).  /äy=f-j^d.-c 

'^-  f'' -  fv^ '"  - ' 

Dann  gelangt  man,  wenn  in  diesen 
Gleichungen  fdy  sich  so  ändernd 
(wachsend)  gedacht  wird,  dass  dafür 
die  an  und  für  sich  unbestimmt  ge- 
lassene Grösse  y  gesetzt  werden  kann, 
wenn  also  die  Beziehung: 

,  fdy  =  y 

besteht,  in  weiterem  zu  dem  Ergebnis, 
dass  die  Grössen,  welche  die  rechten  Sei- 
ten jener  Gleichungen  bilden,  sich  so  än- 
dern müssen,  dass  man  der  Reihe  nach: 


2). 

3). 

4). 
5). 

6). 


a 
Iga 


.n-l 


siehe  Erkl.  S8 


gehörenden  ersten  Differentialgleichungen  er- 
hält man  bezw. : 

o).    Jy  =  a^.lga,Jx-{-a^,{lgay.(^/ix)'+.  . 

und 

a.-'Jga.Jx      ar.(lga)'».{AxY+... 

^  Iga        "^  Iga 

oder: 

ß).    Ay  =£jix+^^{i^ .qiga)\(Axy-\--) 


konitant 


V 

konstant  =  C 


und  hieraus  ist  ersichtlich,  dass  die  durch  G 
bezeichnete  Grösse  mit  der  in  Antw.  auf  Frage  13 
in  Gleichung  c).  durch  G  bezeichneten  Grösse 
abereinstimmt,  wenn  aus  dieser  der  Faktor  lg  a 
ausgeschieden  ist. 


a).  fnx'^^'dx-G  =  a;"  \ 
.,).  fo^'  dx-C=  -J-^-^  ) 
b).      /  —  dx  —  G  =  Igx 

bi).    I  —löge  dx  —  G  =  log  x 
c).    fa^lgadx  —  C  =^  a'^    ) 

n^  >    siehe  Erkl.  3d 

cj.  fa-'dx^G^  ~—      \ 
•'  Iga        ! 

d).    fe'dX'-C^  c' 

e).    J co%x  dx  —  C  =  Bxnx 

/stit  X  1 

— ^r—  dx  —  C  =  secx  oder  = 
cos^x  cosx 

g).    y'—  sinx  dx  —  G  =  cosx 


J  81 


cosx 


sin^x 


dx  —  C  =  cosecx 


oder  = 


sinx 
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i).      I       ^     dx  —  C  =z  tax 

J  cos^x  ^ 

k),     / .- ,      dx  —  C  =  ctg  X 

J       stn^x  ^ 

1).      /  ->-i-  r  -    dx  —  C  =  arc  (sin  =  x) 

yi 
,_.^  .       dx  —  C  =  arc  (cos  =  x) 
Yi-x^ 

o).     / ^  dx  —  C  =  arc  (ci^  =  «) 

yl 
__---_—-  dx  —  C  =  arc  {sec  =  x) 
xyx^  —  l 

q).     / : -dx  —  C=^  arc  (cosec= x) 

J      xYx^-l 

setzen  muss,  um  die  zu  jenen  Differen- 
tialgleichungen gehörenden  Integralglei- 
chungen zu  erhalten,  um  solche  Integral- 
gleichungen zu  erhalten,  in  welchen  y 
eine  expliziete  Funktion  von  x  ist,  und 
welche  nach  x  differentiiert  jene  Diffe- 
rentialgleichungen ergeben. 


Frage  14.    In  welcher  Form  werden 

die  in  voriger  Antwort  aufgestellten  Glei-  Antwort.  Die  in  voriger  Antwort  auf- 

chungen  gewöhnlich  dargestellt  und  gestellten  Gleichungen  a).  bis  q).  werden 

^ie  werden  sie  benannt?  gewöhnlich  der  Reihe  nach  in  folgenden 

Formen,  als  sogenannte  Fundamental- 
Integrationsformeln  dargestellt: 

Erkl.  40.     Der  Gültigkeitsbereich   der 

Integrationsformeln  1).  und  la).  in  Antw.  auf  1).   jnx*^^dx  =  x'* -^  C  \ 

Frage  14  erstreckt  sich  nach  der  Erkl.  38  über  „+1          [  ■*«*»•  ^**  ^'"• 

alle  Werte  für  n,  ausgenommen  für  n  =  0  i^\  fx**dx  —  — f-0  i      -*<>  «•  ^i 

in  Formel  1  und  ausgenommen  für  n  =  —  1  «^                   »-+-1           / 

in  Formel  la).,  siehe  Erkl.  41.  /*!,>'     i  ,,           ^ 

^ '  2).    j-    dx  oder  Jx~^  dx  =  Igx-^C 

Brkl.  41.    Bei  Anwendung  der  Formel  1  a).  oaer  =  ^^  ^  +  ^ 


in  Antw.  auf  Frage  14  für  den  Fall,  dass  .  f*^ 

n  =  — 1 


3a).  y  V  dx  =  -^-  +  C 


'  logcdx  =  logx  -{-  C 

ist,  dass  man  das  Integral:  3^  yV  .Iga.dx   =  a"  +  C 

J'x~^  dx 

in  bestimmen  hat,  welcher  Fall  ausser  dem 

Gültigkeitsbereich  jener  Formel  liegt,  beachte  ^x     f^  dx  =  c^-+-C 

man,  dass:  *'  J                        ' 

fx'^'^dx  =   f    dx  •^)-  fcosxdx  =  8inx+  C 

ist  und  bringe  in  Bezug  auf  /      d«  die  Formel  *2).  '^*  J  cös^x        —       •*' -h 

in  Antw.  auf  Frage  14  in  Anwendung.  cosx 
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Erkl.  42.  Mittels  Anwendung  der  in  neben- 
stehender Antwort  aufgestellten  Integrations- 
formel la).  erhält  man  die  speziellen,  oft  in 
Anwendung  kommenden  Integrationsformeln : 


1) 


2). 

3), 

3  a). 


.    ,  fdx  =:  X  (liehe  Erkl.  43) 
.    .     f—^r-dx  =  Yx+C 

J  ^Vx 

.     .     f-^r   dx     =    ^Yx  +  C 

J   yx 


Diese  Integrationsformeln  kann  man  auch,  wie 
in  den  Antworten  auf  die  Fragen  10  bis  13  ge- 
zeigt wurde,   aus  den  Differentialgleichungen: 


a). 

b). 

c). 


^y  =  — 

dy  =  dx 


1 


dx 


dy  = ^^dx 

2Vx 


d). 


.   .   .  dy  =     ~~dx 

y  X 

deren  zugehörige  Integralgleichungen  bekannt, 
nämlich  bezw.: 

,  1 

"^) ^  =   x 

bi) y  =  X  (siehe  Erkl.  43) 

Ci) y  ==  Y'x 

dl) y  =  2Yx 

sind,  herleiten  (siehe  die  im  1.  Teil  der  Diffe- 
rentialrechnung aufgestellten  Differentiations- 
formeln). 

Erkl.  43.    Ist  in  der  Integralgleichung: 

ä) y  =  X 

y  von  X  abh&ngig  auch  bei  jeder  Aenderung 
von  X,  so  erhält  man,  analog  wie  in  der  Erkl.  27 
gezeigt: 

b) /Jy  =  Jx 

und  hieraus: 

c) dy  =  dx 

Bei  der  umgekehrten  Bestimmung  der  zu 
dieser  Differentialgleichung  gehörenden  Integral- 
gleichung, in  analoger  Weise  wie  in  Antw.  auf 
Frage  10  gezeigt,  gelangt  man  zunächst  zu 
der  Integralgleichung: 

fdy  =/dx 

aus  welcher  sich  die  gesuchte  Integralgleichung: 

y  T=  X  ^ 

ergibt. 

Hiernach   hat  mau    für  J'dx  einfach  x  zu 

setzen  ohne  die  in  Antw.  auf  Frage  14  mit  C 
bezeichnete  Grösse  beizufügen. 


7).    f —  sinx  dx  =  cosx  -\-  C 


8) 


■/- 


C08X 

sin^x 


dx  =  cosec  rr  4-  0 


1 


oder  =    -. hC 

sinx 


9).    /       .    -dx    =  tgxA-C 

0).    f—^  ^~-dx=  ctgx  +  C 

1).    /  - -_ dx     =  arc  (sin  =  x)+C 

J  Vl-x-^ 

2).    /—     -  ^^.  —  dx  =  arc  icos  =  «)  +  C 
J       V^l-o:- 

4).    y  -  ^-.^^  dx  =  arc  {ctg  =  x)  +  C 

5).    / dx    =  arc  (sec  =  x)  +  C 

J  xVx'^  —  l 

6).    / ,—  dx  =  arc(co8€c=x)+C 

J    xy/x"^-! 

(Siehe  die  Erkl.  42  und  43.) 
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Die  Integralgleichung: 

y  =  X  (oder  y  =  ax,    tiehe  Erkl.  48) 

stellt  die  einzige  Beziehung  dar,  in  welcher 
die  Grösse  y  durchaus  stetig  abh&ngig  Yon 
3c  gedacht  werden  kann ;  in  welcher  jedemWert 
der  Grösse  x  ein  Wert  der  Grösse  p  ent- 
spricht ohne  eine  Grösse  C  beifügen  zu  massen. 


Frage  15.  Welche  Erweiterung 
kann  man  mit  den  in  Antw.  auf  die 
Frage  14  aufgestellten  Integrationsfor- 
meln vornehmen? 


Erkl.  44.  Um  anzudeuten,  dass  das  Integral, 
welches  zu  einem  Differential  mit  konstantem 
Faktor  gehört,  bestimmt  werden  kann,  ohne 
Bücksicht  auf  diesen,  setzt  man  den  kon- 
stanten Faktor  vor  das  Integralzeichen; 
maa  schreibt  also  z.  B.  den  Ausdruck: 

fa.f{x)dx  in  der  Form:  a.ff(x)dx 

und  zwar  in  Rück  sieht  darauf,  dass  man  das 
Integral  zu  a.f{x)dx  einfach  dadurch  be- 
stimmen kann,  indem  man  den  Faktor  a  unbe- 
rficksichtigt  l&sst,  das  Integral  von  f(x),dx  be- 
stimmt und  demselben  den  Faktor  a  beischreibt. 
Diese  Regel  stellt  man  rtkcksichtlich  der  Erkl.  30 
symbolisch  durch: 

1) fa,f(x)dx  =  a,ff(x)dx 

dar. 


Antwort.     Hat    man    die    Integral- 
gleichung : 

a) y  =  a.  F{x) 

in  welcher  Gleichung  a  eine  konstante 
Grösse,  einen  konstanten  Faktor  be- 
deutet, und  man  leitet  aus  dieser,  wie 
in  dem  Beweis  zu  Lehrsatz  4  in  dem 
I.  Teil  der  Differentiabrechnung  gezeigt 
wurde,  die  erste  Differentialgleichung 
ab,  indem  man,  analog  wie  in  der  Erkl. 
27  gezeigt,  x  nicht  um  Jrz;  wachsend, 
sondern  um  zfo?  abnehmend  denkt,  so 
erhält  man  zunächst: 

b).   Jy  =  CL'P'dx  —  a.Pi, {dxY — 

a.p^  .{dxy — . .. 

[liehe  Gleich,  c).  in  dem  Beweis  in  dem  LehrMtas  4 
in  dem  1.  Teil  der  Differenti»lreehnung], 

in  welcher  Gleichung  j? ,  jPt ,  i>2  •  •  • 
Funktionen  von  x  oder  Ausdrücke  in  x 
darstellen,  setzt  man  dementsprechend: 

p  =  n^) 
Pi  =  (p  (^) 

P^    z=:   if)  (X)    U.  S.  f., 

und  formt  jene  Gleichung  um,  so  er- 
hält man: 

c).    Jfj  =  a. f{x) ,jx  —  a [<!)(«) . (jx) »+ 

V;(«).(^«)'  + ] 

aus  welcher  im  weiteren,  unter  der  An- 
nahme, dass  alle  Glieder  rechts  ausser 
yix  konstant  sind,  angedeutet  durch: 

d).    Jy  =  a.f{x).Jx  — 

koiist»nt 


konitant  =  « .  C 

die  Differentialgleichung: 

A).   .    .    .    e?2/  =  a.f{x),dy 
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abgeleitet  wurde,  in  welcher  a  eine  kon- 
stante Grösse  bedeutet. 

Will  man  umgekehrt  die  zu  dieser 
Differentialgleichung  gehörende  Integral- 
gleichung a).  suchen,  so  erhält  man, 
analog  wie  in  Antw.  auf  Frage  10  ge- 
zeigt wurde,  zunächst: 

Erkl.  45.  In  den  in  Antw.  auf  die  Frage  15  1).    .    .    fdy   =  a  .  f{x)  ,J  dx 

aufgestellten  Integrationsformeln  ist,  da  C  eine  .                             /•  -r      j      n      i 

an  und  für  sich  unbestimmte  (unbekannte)  hiernach,  wenn  fax  das  Stück  jix  der 

Grös8eist,dasomitaucha.Oemeunbest  ßrgsse  X,   also  fdy  das  Stück  Jy  in 

Grösse  vorstellt,  der  Kürze  halber  überaU  für  p.  .  .        '     .         •         ii 

a .  C  und  sonstige  Produkte  aus  einer  konstan-  Uleicnung  QJ.  sein  SOll : 

ten  Grösse  und  der  Grösse  C  wieder  der  Buch-   n\      Tj  r  /  \     /j  n 

Stabe  C  gesetzt.  2).   J  dy  =  a  .  f  {x) .  J  dx  —  a  .  C 

Soll  sich  im  weiteren  fdy  so  ändern, 
dass  es  zur  Grösse  y  in  Gleichung  a). 
wird,  symbolisch  dargestellt  durch: 

") fäy  =  y 

so  muss  sich: 

a .  fix)  ,fdx  —  a  ,C 

Erkl.  46.    Nach  der  in  Antw.  auf  Frage  15  ^^    »«^^««      j«„«    ^o    «„    .,     t?(^\   ^wa 

auf gesteUten  Regel  kami  man  die  in  dieser  Ant-  SO    andern,    dasS    es   ZU    a  .F{x)  Wird, 

wort  aufgestellte  Integrationsformel  1),  in  Rück-  symbolisch  dargestellt  durch: 
sieht  darauf,  dass  auch  n  einen  konstanten        ^\     _   rf„\    r -t  ^  n        „    TPf^\ 

Faktor  des  Differentials  x'-^dx  ist,   nach        ^>-   «•/'(^)-yrf^- «-^  =  «--fC^) 

nebenstehender  Integrationsformel  1  a).  auch  in  denn  dann  erhält  man  vorstehende  Glei- 

der  Form  schreiben:  chung: 

a).    fa.n.x^*^^dx  oder  a.n.fx^*^^  dx  =        ^\ V  =   a.Fix) 

a,n(—^ c\  oder  =  welche    diflferentiiert  jene   Differential- 

V«— 1-1-1         /  gleichung  A).  gibt. 

^  /x^  _  ^\  ^^^j.  __  Die  Auflösung  einer  Differentialglei- 

^'^\n         /  chung  von  der  allgemeinen  Form: 

a.a;'*- a.nC  oder  =  x),    .    .    .    dy  =  a.f{x).dx 

a.x«-C  (wenn  Jeses^O^  ist  abhängig  von  der  speziellen  Form 

^,  .     ,  ^.      ^     ^.       des  allgemein  durch /"(j;)  dargestellten 

In  analoger  Weise  kann  man  die  nebenstehen-  a„«^«„^,«     «;«  \^r^^4.^v,l\L^\*  «^»c»^!,^« 
denIntegration8formeln2a).und3).  entsprechend  Ausdrucks,   Sie  besteht  nach  vorstehen- 

in  anderer  Form  schreiben.  dem  in  der  Bestimmung  des  Integrals, 

welches  für: 

a.f{x),fdx  —  a,  C 

in  die  Gleichung: 

fdy  =  a.f(x).fdx  —  a.C 

gesetzt  werden  muss,  wenn  in  derselben 
y  für  fdy  gesetzt  wird,  und  wenn  als- 
dann in  derselben  y  eine  solche  expli- 
ziete  Funktion  von  x  vorstellen  soll 
dass  man  durch  Differentiation  dieser 
nach  X  jene  Differentialgleichung  A ). 
erhält. 
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ErkL  47.  Nach  der  in  Antw.  auf  die  Frage  14      Man  gelangt  also  bei  Auflösung  einer 
aufgestauten  Formel  11:  Differentialgleichung  von  der  allgemei- 

nen Form: 


dx  =  arc  {sin  =  x)-\-C 

Vi  —  «* 


A).    .    .    .   dy  =  a .  f{x) .  dx 


and  nach  der  in  Antwort  anf  Frage  15  aufge-  .         ,  ,  .      ,        ^     x    /^  •• 

stellten  Formel  12  b).:  m  welcher  a  eme  konstante  Grosse,  emen 

^      ^  konstanten  Faktor  des  Ausdrucks /*(a;), 

V   j—^-^^.--dx  =  ^arc{cos  =  x)  —  C  bezw.  des  Differentials  f{x).dx  bedeu- 


tet,  zunächst  zu  der  Integralgleichung: 
2).    fdy  =  a.f{x).fdx  —  a.G 


V    /1-J ,„ ,  _ 

y  Vi  —  ä'  oder  nach  der  Erki.  30  zu  der  Integral- 


ergibt sich,  dass: 

--  dx  =  are  (sin  =  «)-+-  C 

und  auch  =  —  arc  (cos  =  x)  —  C      gleichung : 

sfin  kann  (wobei  wohl  zu  beachten  ist,  dass   2a).   fdy  =  fa  .  f{x)  ,  dx  —  a  .  G 
die  Buchstaben  C  in  beiden  Ausdrücken  ver- 
schiedene Grössen  darstellen),  dass  also  das  dann  gelangt  man  in  Rücksicht  darauf, 

1  ^  so  ändernd  gedacht  wird,  dass  dafür 

^.__^-_- da:  entstanden  ist,  bezw.  welches  Vor-   jj^   ^^   ^^^  ^^^   gj^h   an  Wert   unbe- 

zeichen  demselben  zukommt.  Stimmt    gelassene    Grösse   y    gesetzt 

Diese  Zweideutigkeit  rtkhrt  daher,  dass  nach  werden  kann,  dass  also  die  Beziehung: 
den  arithmetischenRegeln  das  Produkt  zweier  ^ 

negativer   Grössen    durch    eine    positive        a) J dy  =  y 

Grösse  ersetzt  wird.  ,      .   ,*.    j-  v*^  c^u». 

in  ganz  analoger  Weise  ergibt  sich  aus  der  besteht,  die  rechte  beite. 

in  Antw.  auf  die  Frage  U  aufgestellten  For-  r      /•/  n    j  /» 

mel  13  und  der  in  Antw.  auf  Frage  15  aufge-  j  a  .j  yx).ax— a  .y^ 

stellten  Formel  Hb,  dass:  jener  Gleichung  2»).  sich  so  ändern 

0,    f-^dx  =  arc\ig  =  x)  +  C  °^^S«'  **«»  °^*^  ^^^• 

^^  +  *'    ^  /,         ^     P  ^,)./a.A^).da:-a.C  =  a.F(^) 

und  auch  = —arc (c(^  =  a:)  —  0  n/   ^       '\/  >' 

sein  kann.  nämlich  das  gesuchte  Integral  a .  F{x) 

Ebenso  ergibt  sich  aus  der  in  Antw.  auf  setzen  kann,  ZU  der  ZU  jener  Differential- 
Frage  14  aufgestellten  Formel  15).  und  der  in  gieichune  gehörenden  Integralgleichung : 

Antw.  auf  Frage  15  aufgestellten  Formel  16  b).,  ^             ^  ^  6      ©  b 

dass:  1) y  =   a  .  F{x) 

3).    A__  - 1.  - .  _  dx  =  arc  {sec  =  x)  +  C  Da  nun  in  den  Gleichungen  ß).  und  jSi). 

J  «Vx«  — 1  der  konstante  Faktor  a  vorkommt,  so 

und  auch  =  —aTc(cosee^x)'-G  t^nn  man  nach  Reduktion  statt  jenen 
'^"»  l^ann.  Gleichungen  ß).  und  jSj.  bezw.  die  Glei- 

chungen : 

y).    .  .  m  Jäx  -  C  =  F{x) 

ErkL  48.  Analog  dem  in  Antw.  auf  Frage  15  ^^^ 

Gesagten  kann  man  aus  den  in  der  ErkL  42  fr/  \    ^         n 1P(  \ 

aufgestellten  besonderen  Integrations formein  yi)-  •  •  Jt\^)  '^^ — ^  —  -^W 

folgende  weitere  Integrationsformeln  herleiten:  ^^^^^^^  ^^^  sich  hiernach  für  eine  spe- 

1'. .  .   f^  ^  dx  oder  fa,^  --dx  zielle  Form  des  allgemeinen  Ausdrucks 

J      «*              J    '      «^  f{x)  sich  ergebenden,   allgemein  durch 

,          f    }  ^    _^     (J^iA  F{x)  bezeichneten  Integral  den  kon- 

0  er  a.y      -,    x  —  ay^-i-  j  stauten  Faktor  a  beschreiben,  womit 

a         ^  ,        ^^    T.,,.r  jenes  spezielle  zu  a/*(^)/da;  —  o  (7  oder 

oder  =        +a.CodernachderErkl.45  ''      ^    5/  x  -i  .4      il-       j     t  *         i 

X    '  a  zu  faf{x)dx  —  aC  gehörende  Integral 

~  ^  "*"  a,F{x)  bestimmt  ist,  wenn,  wie  gesagt 
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la).  .   /li. — L^xoder-i./!  Vc?^  ^^^).  ^'^^^  besonderen  Ausdruck  dar- 
J  ^'  J      ^'        stellt. 

=  — 1(-  4-c)  ^*  ferner  die  Integralgleichung  ßi). 

^^       ^  gewöhnlich  in  der  Form: 

oder  =  -  1  — C  ö).   fa.f{x),dx  =  a.Fix)-j-a.C 

TV        ,         1  1    ,         . .    .  j         geschrieben  und  bierfür  auch: 

Da  —  1 . r-  =z         dx  gesetzt  wird,  so  .  ^  _ 

erh«t  man  hiernach:     '  «*)•  /«•  A«)  •d«'  =  «•  [^(*)  +  C] 

/i  i  gesetzt  werden  kann,  so  ergibt  sich  hier- 

—  da?  =  — .—-  —  c  aus  und  aus  dem  vorstehend  Gesagten 

^,         ^   ,      ,         >.,  die  Integrationsregel: 

2).  .  .  J  adx  oder  a  ,J dx  =  a.ac  (siehe Erki. 48) 

Begel  I.    Bei  der  Integration  eines 

3).  .  .    /*-- 5_  da;  oder  a  f-^-=rdx  Differentials,  welches  einen  kon- 

J  lyfx    ^  J  2Vx  stauten  Faktor  bei  sich  hat,  inte- 

=  a(yx-\-C)  griere  man  ohne  Rücksicht  auf 

oder  =  aVx-^-a.C  diesen  konstanten  Faktor,   und 

r.A^^       ^  i/;:r  i  n  .  •  w  i.  u,  .«x  schreibe  dem  hiemach  erhaltenen 

oder    =   ayx-^-U    (wehe  ErW.  45)  -.,  ..  -  ,.  t«i_, 

'  Integral  jenen  konstanten  Faktor 

3a).  . .  f-^^dx  oder  a  fy^äx  als  Faktor  bei  (siehe  Erkl.  44). 

._       *^  ^^  Diese  hierdurch  ausgedrückte  Regel 

=  a(2 Vx  +  C)  geeilt  ^^^  (gighe  Ej.1j1  44)  gajj2  allge- 

oder  =  2ayx-\'aC  oder  =  2aVa;+0  mein  symbolisch  durch: 

(siehe  Erkl.  45)  ..  /•        ^/  \     j  txfx     Ji 

A).     I  a.  f(x)  .dx  =  a  Jf(x) .  dz 
und 
AJ.  a.ff{x).dx  =  a.[F(x)-\-C\ 

oder  =  a.i^(a?)-|-fi.(' 

oder  =  a.  JF(«)  +  C\ 
dar. 

In  Rücksicht  auf  diese  allgemeine 
Regel  kann  man  die  in  Antw.  auf  Frage 
14  aufgestellten  Integrationsformeln  er- 
weitern wie  folgt: 

1).   fa.n.x^"^ dx  oder  a.fnx^^^^dx  =  a(ic*'  +  C)  oder  =  a.x*^-\-a.G 

oder  =1  ax^  -{-  C(weim 

dietei  C  =  amal 
jenem  C  ist,  siehe 
Erkl.  45) 

la).  Ia.x**dx  oder  a.  fx"dx  =  a.  1 — r^r  +  ^l  oder  =  a^ — r-r-  +  a.C 
•^  •'  \n-4-l  /  n4-l    ' 


+1    ■     /  n+1 

«»  +  1  (siehe 

oder  =  a -|-  C  Erki. 

n  4-  1    '  45) 


aber  den  Göl- 

tigkaltobezeicb 

dieser  Formeln 

>.  siehe  die  Erkl. 

38; 

siehe  auch 
Erkl.  46 


2) 


/—  dx  oder  a  .  /  —  dx  =  a  .  (^^ jc  +  C)  oder  =  a.lgx  +  a  .C 

oder  nach  der  Erkl.  45  =  a  .Igx+C  oder  auch  =  a •  v -     +  ^ 

löge 

2a).    / -  -  log e  dx  oder  a .  / —  löge  dx  =  a .  (?o^ «  +  Q  oder  =  a  . ^o^ «  -f~  ^  -  ^ 

oder   =r   a  .  ?0^  a?  4"  ^  (»ieheErkl.4'» 

3).   yV»  .  a*^  Z<7  a  cZä  oder  m  .fa^  lg  adx  =  m .  (a*''  +  Cj    oder  =  w .  a^  4-  w .  C 

oder   =   m  .  o"^  -|-  ^    {neh^  Erkl.  4>» 
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(_.r  ^  X 

,  -    +  C  j  oder  =  »» •  ,       +  w  .  0 

oder  nach  der  Erkl.  45  =  wi  •  -^ 1-  C 

Iga 

4).   Ja  . tf'" dx  oder  a .y V dx  =  a.{€^ -^  C)  oder  =  a .«•**+  a .  C 

oder  =  a .  e"^  +  C 

5).    /'a .  cos  X  dx  oder  a  j'cos x  dx  ^=  a,{9in  «  -|-  C)  oder  =  a .  «in  jc  +  a .  C 

oder  =  a .  «in  a?  -j-  C 

6).     /a. — ^,—  d«  oder  a.  1 — =--  dx  =  a.(5«ca:+C)  oder  =  a.««c«-4-a.C 
J       cos^x  J  eoa^x  j.  n 

oder  =  a,9ecx-\-C 

oder  =  — ^  +  C 

CO«« 

7).   y*—  a .  «in  x  d«  oder  y*a .  —  sinx  dx  oder  «y*—  sinxdx  =  a .  (co« .«  +  C) 

oder  =  a.co«a;-4-A-^ 
oder  =  a.eosx-^-C 
7a).  y'—  1 .  —  «tn  «  dx  oder  —  1  .y*—  «in  «  dx  =  —  1 .  (cos  »  -|-  C) 

oder  =  —  C08X  —  C 

Da  nun  nach  den  Regeln  der  Arith- 
metik für  —  1 .  —  sinxdx  gemeinhin 
-{-sinxdx  geschrieben  wird,  so  erhält 
man  hieraus  die  weitere  Formel: 

7b).  fsinx  dx  =  —  cosx  —  C 

^        r  cosKc    ,       j       /*  COSX   ^       ^  r      cosx    ^ 

8i.     /  — a. -— ,— dx  oder   lo. r-^ — dxodera./ :-,-— dx  = 

J  «m'x  J  «tn'x  J       «i»*x 

=  a .  {costc  x-^C) 

oder  =  a  ,  cosec x  -{-a,C 

oder  =  a  .  cosec  x  +  0 

oder  =      .  —  +  C 
«inx 

8a).   / —  1 .  —    -.  ,-  dx  oder  —  1 .  /—  — .  ,~  dx  =  —  1 .  (co««c x  +  0} 
y  «m'x  y       «in'x  ^  ' 

oder  =  —  cosec  x  —  C 

cos  X 

Da  nun  für  —  1 .  —  ^^—dx  gemein- 

_ « _  _,  «in  X 

hin     .  ,-  dx  geschrieben  wird,  so  erhält 


sin}  X 

man  somit  die  weitere  Formel: 


8b) 


/—  -= —  dx  =  —  cosec  X  —  C  oder  = ; —  —  G 
sin?  X                                                        «tn  X 

9).     / i-  dx  oder  a.  /-    := — dx  =  a(tgx+C)  oder  =  a.f^x4-a.C 

^      J    COS^X  J    COS^X  v^         I        /  cf         I 

oder  =  a,tgx-\-C 

/a . r-z^  -  dx  oder  / ^-^ —  dx  oder  a .  / ^^—  dx  = 
«m'x                 y        «tn'x                       /        sm^x 


lOj 

=  a.(c<^x  +  C)  oder  =  a.c^^x  +  a.O 

oder  =  a  .  cf^f  X  -f-  C 

10a).   /  —  1 . .-= —  dx  oder  —  1 .  / ^.-^i —  dx  =  —  1 .  {ctg  x  +  (7) 

^  y  «m'x  y        stn'x  ^      '      ' 

oder  =  —  ctgx  -^  C 
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Da  nun  fär  —  1 . ^-^ — clx  nach 

den  Regeln   der  Arithmetik  gemeinhin 
y— da?  geschrieben  wird,    so  erhält 


man  die  weitere  Formel: 

lOb).   /    .  ,     dx  =  —ctgx  —  C 
^  J  stn^x 

11).      /    ^         —  dx  oder  a,  1    ,  .  dx  =  a .  {arc  (sin  =  o?)  +  ^1 

,  oder  =  a .  arc  («tn  =:  ac)  +  a .  C 

oder  =  a .  arc  (sin  z=^  x)'\-C 

12).     /a .  —  >— _--   :  (f 03  oder   / >— tr^n-  ^ä  oder  a .  / dx  = 

y  Vi— a;2  J       Yi^x''  J       V\^x^ 

a .  \arc  (cos  =  rr)  +  a  .  C]  oder  =  a .  arc  (cos  =  x)  +  a.( 

oder  =  rt .  arc  (cos  =  rc)  +  C 

12a).   A- 1 .  —     ,    L-      e^Ä  oder  -  1 .  /*—  —-"^      .  fZ«  = 
\/  Vi  — X»  y       Vi  — a:^ 

—  1 .  ^arc  (cos  =  x)-r^\ 
oder  =  —  arc  (cos  =  x)  —  C 

Da  nun  für  —  1 . ? dx  ge- 


1 


Vi— X» 


meinhin     ^ dx  gesetzt  wird,  so  er- 

hält  man  die  weitere  Formel: 

12b).    / dx  =   —  arc  (cos  =  x)  —  C  (siehe  Erkl.  47) 

.   y  Vl-a:' 
13).     /a  •  -     -  ,  dx  oder  /■     ,     ^  dx  oder  a  .  /^j— ; — ;rdx  =  a\arc(tg  =  .T)-i'C 

/    i-t-x'        y  1+«^  y  1+«'        L    ^^ 

oder  =  a .  arc  (tg  =  .r)  +  o .  C  oder  =  a.arc (tg  =r .r) -j- C 

14).     /a. — —- — 5-^05  oder   / r- cix  oder  a  .  / r— - — z-dx  = 

a  [arc  (ctg  =  x)-\-C\  oder  =  a .  arc  (ctg  =  ar)  +  o ,  T 

oder  =t  a .  arc  (cte^  ==  jr)  +  C 

14a).    / — 1.—  .--—^dx  oder  — 1.  / — -dx  =  —  l.rarc(cto  =  .c)-r' 

J  l-i-x^  J       l-|-aj2  l      ^  ^ 

oder  =  —  arc  (ctg  =  x)  —  C 

Da  nun  für  —  1 .  —    -:  -  ^  da;  gemein- 

1  1  -f-a: 

hin  jv  -jda?   gesetzt  wird,    so    erhält 
man  die  weitere  Formel: 

14b).   /  ^  dx  =  —  arc  (ctg  =  a;)  —  C  («lehe  Erki.  47) 

15).      la .  -dx  oder   /    -  -__  dx  oder  a./  —  -  da-  rr. 

J        xVx'^  —  l  y  a:V«'  — 1  y  xV«'  — 1 

a .  \arc  (sec  =  ir)  -|-  C]  oder  =  a.arc  (sec  =  .r)  -j-  o  . ' 

oder  =  (t .  arc  (*fc  =  x)  -f-  r 
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16). 


/a. —       -  dx  oder  I —    - dx  oder  a.I —     ,_r -dx  = 

xVx'i-l  J       xVx^  -1  ./       xYj^^-1 

a .  [arc  (cosee  =  a*)  +  ^']  oder  =  a  .  arc  (cosee  ^=  a')-\-a  ,C 

oder  =  a .  arc  (cosee  =  j)  +  ^' 

16aV    /—  1 . --__s  -  dx  oder  —  1 .  / ? dx  =r 

J  xYx^-l  J       xYx^-\ 

—  1 .  [arc  {cosee  =  x)  +  C] 
oder  =-  —  arc  {cosee  =  x)  —  C 

Da  für  —  1 .  —     ->  -  dx  gemein- 

hin  ~-jr dx  gesetzt  wird,  so  cr- 

h&lt  man  die  weitere  Formel: 

16b).    / —z~zs-^  dx  =  —  arc  {cosee  a=  ar)  —  (7  (tiehe  die  Erkl.  47  und  48). 


J  xVx^  —  l 


Fnnge  16.  Wie  kann  man  verfahren, 
um  eine  Differentialgleichung,  deren  all- 
gemeine Form: 

dy  =  f{x)dx 

isU  aufzulösen,  wenn  in  derselben  der      Antwort.   Wie  in  den  Antworten  auf 

Differentialkoeffizient  f(x)  keiner  der  die  Fragen  10  und  11  gezeigt,  wird  eine 

einfachen  arithmetischen  Ausdrücke  ist,  jede  Differentialgleichung,   welche   der 

die  in  den  in  Antw.  auf  Frage  12  vorge-  allgemeinen  Form: 

führten  Differentialgleichungen  vorkom-  ^\        ^  dv  =  f(x)dx 

men,  sondern  wenn  f{x)  irgend  einen     /•••••      y        f\^ 

anderen  einfachen  oder  zusammen-  entspricht,  dadurch  aufgelöst,  d.  h. 

gesetzten  Ausdruck  darstellt,  in  wel-  ««  ^^rd  die  zu  der  betreffenden  Diffe- 

chem  nur  die  unabhängige  Variable  ä-  rentialgleicbung  gehörende,  allgemein 

vorkommt,  oder  in  welchem  nur  solche  d^ch- 

veränderliche  Grössen  vorkommen,   die  i) y  =  F(x) 

von  derselben  unabhängigen  Variablen  ,         in-,     t  ^       i  i  .  i_  ^    i  , 

V  abhanciff  sind?  dargestellte    Integralgleichung    (welche 

^  ^  die  Eigenschaft  haben  muss ,   dass  aus 

Erkl.  49.    Hat  man  die  Integralgleichung:  ^^^  ^^^^ch  einfache  Differentiation  jene 

a).  .  .  .  y  =  ±F{x)±(b{x)±iif{x)  Differentialgleichung  abgeleitet  werden 

Q^^Y'  kann)  dadurch  bestimmt,  dass  man  die 

^  .       _  y  ^  -t.  „  ^  ^  .4.  ,p  die  Seiten  jener  Differentialgleichung  a). 

'  "' '  "  ,       ^^^.'  Jt       IV  bildenden  Differentiale  integriert, 

wenn   u.  v  und  tc  Funktionen   derselben    j   ^  .  n     x     j- 

unabhängigen  Variablen  a?  bedeuten,  und  man  ^^^^  man,  Wie  man  ZU  sagen  pflegt,  die 
aeitet  aus  dieser,  wie  in  dem  Beweis  zu  dem  beiden  Seiten  jener  Differentialglei- 
ILebrsatz  2  in  dem  1.  Teil  der  Differentialrech-  chungen  integriert,  dass  man,  noch 
nung  g^eigt  wurde,  die  erste  Differentialglei-  kurzer  gesagt,  die  Differentialglei- 
chung ab,  indem  man,  analog  wie  m  der  Erkl.  27  ^U„„„o\fn  1  ♦ 
gezeigt,  X  nicht  um  /ix  wachsend,  sondern   C"ijpg  V-  iniegrieri. 

nm  ^x  abnehmend  denkt,  so  erhält  man  zu-      Diese  gedachte  Integration  einer  Dif- 

nächst:  ferentialgleichung,  welche  der  unter  a). 

b).  ^y  =  ±.p{/lxy^Pi{/lxy±P2{/ix)^^:...  gegebenen  allgemeinen  Form  ent- 
:tq{^xy'^iqi{Jxy±q2{Jxy':i:..,  spricht,  besteht  darin,  dass  man  das  die 
±r(^fxyTri{/ixy±r2(^xyzz...  lioJ^e  Seite  jener  Gleichung  a).  bildende 

wofür  man  auch:  Differential  dy  integriert,  d.  h.  das  zu 
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bi).  Jy  =  (±i>±3±r).(^x)i—  diesem  Diflferential  gehörende  Integral 

[(±j?i  ±3i  ±fi).(^ic)'—  jAy  oder  das  Integral  y,  wenn: 

(±l>2±g2±r2).(J «)'  —  ...]  fiy    ==    y 

setzt  (analog  wie  in  Gleichung  c).  in  dem  Be-   ist,    sucht,    dass    man    ferner    das     die 

ireis  zu  Lehrsatz  2  in  dem  1.  Buch  der  Diffe-  rechte  Seite  jener  DiflFerentialgleichung 
rentialrechnung).  bildende  Differential  f{x\dx  integriert. 

In  diesen  Gleichungen  b).  und  b^).  bedeuten   ^     ^     ^  Hipspiti    Diffprpntial     ffP- 

i),  g  und  r,  ebenso:  p„  g»  und  r„  desgleichen  ^:.  ^-/^S    ZU    diesem    ülHerential    ge 

|)2,  gj  «nd  rj  Funktionen  von  aj  oder  Ausdrücke   hörende    Integral  Jf(x).dx    Oder    das 

in  X  und  zwar  bedeuten p,  j^t  und  p,  solche  Aus-   Integral  Fix)  SUCht,  wenn: 

drücke  in  «,  welche  (wie  in  den  £rkl.  13  e  und 

13f  in  dem  I.  Teil  der  Differentialrechnung  gesagt  //*(*)  .dx—C  =  F(x) 

ist)  bei  der  Entwickelung  von  F{x  —  Jx)  sds   oder: 

FaJctoren  von  (Ja*)*,  {^xy  und  {Jxy  entstanden  ff(x\   dx  =  Fix^  4-  C 

sind,  desgleichen  bedeuten  g,  g,  und  q^  solche   .  .  J I  \  )'  \^J  i    ^ 

Ausdrücke  in  x,  welche  bei  der  Entwickelung  ^^t. 

von  0(a;  — Ja;)  als  Faktoren  von  (Ja?) s  {Jxy      Die  Auflösung  aller  solcher  Dif* 

und  (Jx)5  entstanden  sind,  und  ebenso  bedeuten  ferentialgleichungen,  welche  der  alJ- 

!i'/V''♦*^•!;l*l''^''^''^^^'!!^''^%'t^'":l^F^^^^        gemeinen  Form  unter  a).  entsprechen, 

der  Entwickelung  Yon  ^s(x  —  Jx)  als  Faktoren  rxi^^i.»  i.-      jtx  ^»^'«-"'» 

von  (Ja?)S  (jx)^  und  C^x)^  entstanden  sind,     hesteht   hiernach  m  der  Integration 

Setzt  man,  um  dieses  zu  markieren:  ^^^^^  Differentials    von   der  allge- 

meinen  Form: 

P  =  A«);     Pi   =  fli^)y     Pl  =  /i(«)  r^f    V        , 

/  \X)  .  W  X 
q  =  9(«);  fft  =  Vi  (^);  32  =  ViW 

r  =  y,(xy,  n  =  V'.Ca.);  u  =  v'.c«)  ,  H»t  i«  einer  gedachten  Differential. 

gj^^^jj^jjg^  welche  jener  allgemeinen 

so  geht  die  Gleichung  b).  über  in:  Form:  ,  j*/  \  n 

ay  =  j\X)ax 

c)-  ^y  =  entspricht ,     das    allgemein     jdurch 

±fix).(AxYZi^f^{x).(Axy±f^{x),{dxYT''*  f{x)dx  dargestellte  Differential 
±y(a;).(2:r«)»:;:yi(«).(Ja:)'2:y2(x).(z<a;)»q:...  nicht  die  besondere  Form  eines  der 

wofür  man  auch,  entsprechend  jener  Gleichung  b|):  Differentialgleichungen  bilden,  kann  man 

r  ,  ,  xi  ,^  V.       *l80  das  allgemein  durch /"(a;) i rc  dar- 

c,).    Jy  =  [±f{x)±ip{x)±y},{x)\.(,Axy-  gestellte   Integral   nicht   integrieren 

\[±.fi[x)±,q>^(x)±,ih(x)\.(Axy  —         mittels  Anwendung  der  in  Antw.  auf  die 

r-i-^r  ^a.     t  ^^  ,  i  \\  fA  ^z         {  Frage U aufgestellten lutegrations- 
[±A(^)±9>z(^)±V,(x)].(^a;)3-...J  formein,  so  muss  man  je  nach  der  b e- 

setzt,  aus  welcher  Gleichung  unter  der  Annahme,  Sonderen  Art  des  allgemein  durch 
dass  alle  Glieder  rechts  ausser  (zf 2)^  konstant  f(x)dx  dargestellten  Differentials  be- 
sind, angedeutet  durch:  sondere  Integrationsformeln    oder 

d) jy  ^  ^fixUJxy-^  besondere    Integrationsregeln     zu 

^  ^       zziXJ  ^     '        bestimmen  suchen. 

r^r  /  ^  /^  x7  — ^/  N  /^  ^3^"**T_l-  ^^^^  den  Fall,  in  welchem  ein  allge* 

[±f,ixy(^xy^MxUJxy±,..\+_  ^^.^  ^^^^  ^(^^^^  dargestelltes  Difft 

kon8tMit  =  ci  rential  einen  konstanten  Faktor  u 

(f(x)  {Ax) ^  —  |^yi(g)///ar)^+y2(3c).(iij;)H:.. .]t  bei  sich  hat,  wurde  bereits  in  Antw.  auf 
koDtuut  '  ^^^nr^TT^]  Frage  15  die  Integrationsregel   auf- 

x\ix)j^jxy-\^yh^x)iAxy--^x\>^{x)\Axy^,,\    ^^«i'^1;  y    ^,    ^.^      ..  i       ^,  ^ 

^^^^^  ^     L^£L-il — Li^pi-i: — : ^J         Regel  I.    Em  Differential  a./*(x)c?jc 

koasunt  =  ca  j^j^  jejju   koustauten  Faktor    a 

wofür  man  auch,  entsprechend  jenen  Gleichungen  wird  integriert,   indem    man    das 

bi).  und  c,).:  Differential /"(a?) da?  integriert,  ohne 
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Aufgaben  -  Sammlung 

—  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

io^lM  uHi  EDtfieUiBg  der  bantiten  S&txs,  Formtln,  Beteln,  in  Fngen  md  introrten 

erUatert  durch 

Tiele  Holzschnitte  &  lithograph.  Tafeln, 

aal  allen  Zweigen 

der  Beehenkinsti  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  sph&riBchen 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  n.  hOheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  n.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  — 
aas  allen  Zweigen  der  Physik,  Mechanik,  Graphostatlk,  Chemie,  Geodäsie,  Nautik, 
rnjithemat.  Geographie,  Astronomie;  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
Brflekea-  o.  Uoehfian's;  der  Konstruktionslehren  als:  darstelL  Geometrie,  Polar-  u. 

Parallel-PerspektlTe,  SchattenkonstmktiOBeB  etc.  etc. 

für 

Scbfller,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Ai-t,  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 
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Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlieh  in  8 — 4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik  ^  Physik, 
Mechanik 9  math.  Geographie 9  Astronomie 9  des  Maschinen-,  Strassen- ,  Eisenbahn-, 
Brücken*  und  Hochbaues,  des  konstrnktiren  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  TollBtftndicr 
gelöster  Form,  mit  yielen  Figuren,  Erkl&rungen  nebst  Angabe  und  Entwickelan^  der 
benntiten  Sätse,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  aach  allf" 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapiteln 
angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelSsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  de: 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  StudierendpL 
aberlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benuut 
werden  können.  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  dt& 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-natorwisseL- 
schaftlichen  Unterrieb tsplanes  folgender  Schulen:  Realschalen  L  und  U.  Ordn.y  g^leich- 
berechtigten  höheren  Bttrgerscholon,  Frivatschnlen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro« 
gymnasien,  Schullehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Baugewerkaehnleu, 
Gewerbeschulen,  Uandelsschnlen,  techn.  Yorbereitnngsschulen  aller  Arten,  gewerblicttr 
FortbildungSHchnlen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  und  Forstwissenschaftasehulpin 
Militftrschnlen,  Yorbereitungs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Eit^fthrl^«  Frei- 
willige- und  Offlziers*Examen  etc. 

Die  Schiller,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  ul«. 
naturwissenschaftlichen  Fächer  werden  durch  diese,  Schritt  fBr  Schritt  gelöste,  Anfgabtr- 
sammlung  immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  f  :> 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungea  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  al-r 
auch  die  aberaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  Tor^efahrt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Scbi. 
Unterricht  geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teils  der  mathenüatisch-.  \ 
Disciplinen  —  sum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  e> 
übrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  v*«  • 
ständige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  lu  lÖsen^  die  c<  < 
habten  Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Last,  Lif  :^4 
und  Verständnis  für  den  Schulunterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgeaossen  aller  Art,    Militär^ 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  wergessf  >- 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Beruf 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapital  lebendige  Kraft  verleihen  :: 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Forschniisen  gA 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.     Wichtige  und  praktische  A  . 
gaben  werden  mit  Dank  von  der  Hedaktion  eDtgegengenornnien  und  mit  Angabe  der  ^ar. 
verbreitet.  —  Wünsclie,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaklion  betreflfen,  nimmt  der  Verfai-'-r 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fiscberfeldstrasse  16,  entgegen,  und  wii^  deren  Krleti;-. 
thunlichst  berücksichtigt.  \ 

Stuttgart.  Die  YerlagsllAiidliifi«;« 

■ 
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konstant 

\  |[±f,(«)  ±  vi(«)  ±  Vi(«)].(^«)'  - 

I   [±fi(x)  ±  »,(«)  ±  '/'j(x)] .  {JxY  -  . . .  j 

setzen  kann,  die  Differentialgleichung: 

1).  ...  dy  =  ±  f{x) dx  ±,fp{x)dx^yß (x) dx 

welche  entsprechend  jener  Gleichung  dj.  in  der 
Tonn  geschrieben  werden  kann: 

1  a). , .  Jy  =  ^±  f{x)  ±.(p{x)±_  \p{x)\  dx 

abgeleitet  wurde. 

Will  man  umgekehrt  die  zu  dieser  Diffe- 
rentialgleichung la).  oder  1).  gehörende  In- 
tegralgleichung a).  suchen,  so  erh&lt  man, 
analog  wie  in  Antw.  auf  Frage  10  allgemein 
gezeigt  wurde,  zunächst  aus  Gleichung  la).: 

Ai.  fdy  =  [±/'(x)  ±  v(^)  ±  ^lf{x)\  fdx 

oder  aus  Gleichung  1).:  < 

^x).  fdy  =  ±f{x)»fdx±iip{x).fdx±_if{x),fdx 

Hiernach  erhält  man,  wenn,  wie  in  jener 
Antw.  gesagt  i&ijfdx  das  Stück  Jx  der  Grösse  x, 
also  Jdy  das  Stück  Jy  der  Grösse  y  in  Glei- 
chung d|).  bezw.  in  Gleichung  d).  sein  soll: 

ßi.  J'dy=  [±f{x)±(p{x)±tff(x)].fdx—C 

oder:  =<^i+«i+<?8 

B,i./d[y== 
~fy^).Jdx — c^^_ip(x).fdx — C2^^{x).fdx — Cj 

Soll  sich  im  weiteren  fdy  so  ändern,  dass 

es  znr  Grösse  y  in  Gleichung  a).  wird,  symbo- 
lisch dargestellt  durch: 

«> f^y  =  y 

60  mnss  sich: 

[±  fix)  ±  v(a;)  ±  ^Pix)]  ,fdx  —  C 

in  Gleichung  B).  so  ändern,  dass  es  zu: 

±.F{x)±il>{x)±\p{x) 
wird,  oder  es  mnss  sich  in  Gleichung  Bf).: 

f{x).fdx  —  Ct 

^  ändern,  dass  es  zu  F{x)  wird,  ferner  muss 
sich  in  dieser  Gleichung: 

ip{x).fdx-C2 

so  indem,  dass  es  zu  r/)  {x)  wird,  endlich  muss 
Kich  in  dieser  Gleichung: 

\l,{x).fdX'—c^ 

Kleyer,   Integralrechnung  I,  I.Teil. 


Rücksicht  auf  den  konstanten 
Faktor  a,  und  dem  nach  statt- 
gehabter Integration  erhaltenen  In- 
tegral jenen  konstanten  Faktor  a 
als  Faktor  beischreibt. 

Diese  Integrationsregel  wird  nach 
der  Erkl.  44  durch  die  Integrations- 
formel symbolisch  dargestellt: 

A).  .  ,  fa,f{x)dx  =  a.ff{x)dx 

Für  den  weiteren  Fall,  in  welchem 
das  allgemein  durch  f{x)dx  dargestellte 
Differential  aus  einer  algebraischen 
Summe  von  Differentialen  besteht,  hat 
man  nach  der  Erkl.  49  die  Integra- 
tionsregel: 

Regel  II.  Ein  Differential  f{x) .  dx, 
das  aus  einer  algebraischen 
Summe  von  Differentialen  besteht, 
wird  integriert,  indem  man  jedes 
einzelne  der  Differentiale,  aus  wel- 
chen die  algebraische  Summe  be- 
steht, integriert  und  die  ent- 
sprechende algebraische  Summe  der 
somit  erhaltenen  Integrale  bildet. 

Diese  Integrationsregel  wird  nach 
der  Erkl.  49  durch  die. Integrations- 
formel symbolisch  dargestellt: 

B).  .  >  J{±(p{x)±xp(x)±Q{x)\dx 

oder:    l\ir(!(i(ß)dx^_\\){x)dx-^o{x)dx\  = 
±.fq){x)dx-^f\\>{x)dx^f(j(x)dx 

Auf  welche  Weise  weitere  Integra- 
tionsregeln und  Integrationsformeln  für 
das  allgemein  dargestellte  Differential 
f(x)dx  gefunden  werden,  wenn  durch 
f{x)dx  irgendwelche  andere  dieser 
Form  entsprechende  Differentiale  dar- 
gestellt sind,  ist  in  späteren  Abschnitten 
gezeigt,  welche  über  Integrations- 
methoden, bezw.  über  Integration  be- 
sonderer Arten,  der  allgemeinen  Form 
f(x)dx  entsprechender  Differentialen 
handeln. 
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80  ändern,  dass  es  zu  ^f{x)  in  Gleichung  a). 
wird,  denn  dann  erhält  man  die  vorstehende 
Gleichung: 

a) y  =  ±F{x)±.^{x)±^f{x) 

welche  nach  x  düfferentiiert  die  Yorstehenden 
Differentialgleichungen  1).  und  la).  ergibt 

Die  Auflösung  einer  Differentialgleichung  von 
der  allgemeinen  Form: 

1). .  .  .  dy  =  [±f{x)  ±  <f>{x)  ±  \p{x)]  dx 

oder  von  der  Form: 

la).  .  .dy  =  ±_f{x)dx  •±_ip(x)dx  '±,ip{x)dx 

ist  abhängig  von  den  speziellen  Formen  der 
allgemein  durch  f{x\  tp  (x)  und  %ff  (x)  dargestellten 
Ausdrücke,  sie  besteht  nach  Vorstehendem  in 
der  Bestimmung  der  Integrale,  welche  für: 

f{x).fdx  —  c^ 
(p{x),fdx  —  Cj 
und  iiß(x).fdx  —  C3 
in  vorstehende  Gleichung: 
B).  /dy=  [±f{x)±(p{x)±i}j{x)]./dx-^C^ 

oder  in  vorstehende  Gleichung: 

B,).  fdy  =  ±,f(x),fdx — c^  ±q>{x).fdx  — C2  ±  jf/{x),fdx  —  c^ 

gesetzt  werden  müssen,  wenn  in  denselben  y  für 

fdy  gesetzt  wird,  und  wenn  alsdann  in  diesen 

Beziehungen  y  eine  solche  expliziete  Funktion 
von  X  ist,  die  nach  x  differentiiert  jene  Diffe- 
rentialgleichung ergibt. 

Man  gelangt  also   bei   der  Auflösung  einer 
Differentialgleichung  von  der  allgemeinen  Form: 

1).  .,dy  =  [±  f(x)  ± y (x) ±  V/(a;)]  dx 
oder  von  der  Form: 

1  a).    dy  =  ±  f{x)dx :+:  </(*) ^^  —  '/'W ^^ 
zuerst  zu  der  Integralgleichung: 

B).  fdy^  [±f{x)^(f{x)±^p[x)\,fdx---0^ 

welche  nach  der  Erkl.  80  auch  in  der  Form 
geschrieben  wird: 

C).  fdy  =f[±f(x)±if.{x)±yi,{x)\dx-C^ 

oder  zu  der  Integralgleichung: 

Bi).  fdy  =  4-  f(x)fdx  —  c^±ip {x)fdx  —  c^±  \ff(x)fdx  —  c, 

welche  nach  der  Erkl.  80  und  nach  der  Kegel  I 
auch  in  der  Form  geschrieben  wird: 

L\),fdy=  ±ff{x)dx--c,  ±ff{x)dx-c^±ffix)dx--c. 

Dann  gelangt  man,  wenn  in  diesen  Gleichungen 

fdy  sich  so  ändernd  gedacht  wird,  dass  dafür 

die  an  Wert  unbestimmt  gelassene  Grösse  y  ge- 
setzt werden  kann,  dass  also  die  Beziehung: 
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at fdy  =  y 

besteht,  die  die  rechte  Seite  jener  Gleichung  C). 
bildende  Grösse  sich  so  ändern  muss,  dass  man  für: 


/[ 


oder  die  die  rechte  Seite  jener  Gleichung  €(). 
bildende  Grösse  sich  so  ändern  muss,  dass 
man  für: 


f{[x)dx-e^±  fif>{x)dx-c^±  frlf(x)dx^c^  =  ±F{x)±fb{x)±^P{x] 


setzen  kann,  um  die  zu  jenen  Differentialglei- 
chungen gehörende  Integralgleichung: 

y  =  ± F{x)  ±^{x)±  ^P{x) 

zn  erhalten. 

Da  nun  diese  gedachte  Aenderung  nach  vor- 
stehender Entwickelung  stattfindet,  wenn  sich: 

ff(x) dx—c^\f(f{x)dx— C2  und ß^ {x)dx-- Cj 

so  ändern,  dass  bezw.: 

ff{x)dx  —  Ci  =  Fix) 

f(f{x)dx  —  C2  =  </>(«) 

und  fVff[x)dx^c^  =  ^f{x) 

uder,  dass  nach  der  Üblichen  Schreibweise: 

ff{x)  dx  =  Fix)  +  c, 

fff  ix)dx  =  0  («)  -f-  c» 

und  J\pix)dx  =  'i^(»)  +  Cj 

gesetzt  werden  kann,  so  ergibt  sich  hieraus  die 
Integrationsregel: 

„Ein  Differential,  das  aus  einer  algebrai- 
schen Summe  Yon  Differentialen  besteht  wird 
integriert,  indem  man  jedes  einzelne  der 
diese  algebraische  Summe  bildenden  Diffe- 
rentiale integriert  und  die  entsprechende 
algebraische  Summe  der  somit  erhaltenen 
Integrale  bildet.^ 

Die  hierdurch  ausgesprochene  Integration s- 
fegel  stellt  man  symbolisch  mittels  der  In- 
tegrationsformel dar: 

Dl.  .  .     /  [^  fix)  ±  </.(x)  ±  i//(a:)]  dx 


öder:      h±^fix)dx±{pix)dx-y\p{x)dx^  ~  —  /  A^)^*'t  /  y(«)<ia;±  /  \lt{x)dx 
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C.  Ueber  die  in  yorstehenden  Integrationsformeln 

vorkommende  Grösse  €• 

(Besondere  Arten  von  Integralen.) 

Frage  17.    Wovon  ist  die  vollstän- 
dige Integration   der  in  vorstehenden  Antwort.   Wie  in  Antw.  auf  Frage  10 
Integrationsformeln  enthaltenen  Differen-  gesagt,  wird  die  allgemeine  Differen- 
tialen abhängig,  und  zu  welchen  beson-  tialgleichung: 
deren  Arten  von  Integralen  führt  die  ^\               ^y  __  f(x).dx 
zu  machende  Aussage?  ;.   .   .   .     ^             . '       .   , 

aufgelöst  (oder  mtegnert),  indem  man: 

b).   .   .    fdy  =ff{x)dx—C 

setzt  [in  welcher  Gleichung  das  Zeichen 

/  eine  auf  die  Bildungseinheit  rfa?,  bezw. 

auf    die    Bildungseinheit    dy    sich    be- 

Erkl.  50.    Die  Integiationsformel:  ziehende  unbestimmte  Menge,   unbe- 

l'f(x)dx  =  F{x)-\-0  stimmte  Anzahl  oder  ein  unbestimmtes 

Vielfaches  der  dx  bezw.  der  dy  bedeutet, 
wird  nach  vorstehender  Antwort  gelesen:  jj^  welcher  ferner  der  Buchstabe  C  eine 

Das  unbestimmte  Integral  des  Diflfert>.ntials  i_      x-         i.         u  ^  i.  u 

f(x)dx  ]&t  gleich  F(x)^G.  gaiiz    bestimmte    aber    noch    unbe- 

kannte Grösse  bedeutet;  man  siehe 
die  Herleitung  der  Integralgleichung  b). 
i'ji  Antw.  auf  Frage  10] ;  dann  das  Stück 
fcPjf  sich  so  ändernd  denkt,  dass  es  an 
Wert ^^ mit  derjenigen  Grösse  y  über- 
einst Km  m  t ,    symbolisch    angedeutet 

Erkl.  51.    Wie  sich  aus  den  früher  aufge-   durch:     \ 

stellten  Integrations formein  ergibt,    entspricht  \      r;j      

einem,    allgemein    durch  f(x)dx   dargestellten   c).    .    .    .   \  J  dy   --  y 

lTS^lTes''^i.^:t%£l'''^:S'^^l,  welche  in  deVaufzu8uchenden  Beziehung: 

Integral  eine   noch  nÄher  zu  bestimmende   l)  \y  =  Fix) 

(unbekannte)  Grösse  C  additiv  enthielte;  au sge-      J-    -    •    •    •    '  \^  vn     ,.  a 

nommen  hiervon  sind  die  Integrationsformeln:   ZU   einem    bestrimmten  Wert  der  Va- 

/•^j.  ^  ^  riablen  x  gehörtA  dementsprechend  auch 

,    ,  .  das  durch:  \ 

und   Jadx  oder  a.Jdx  =  ax  ff(xVdx —  C 

oder  durch: 

fix)  jUx  -  C 

dargestellte  IntegnlU  durch  gedachtes 
Wachsen  (allgemeiner:  ^'^''^^  gedachte 
Aenderung)  des  StücW  s  /dx,  in  welchem  es 
schliesslich  an  Wert!  »»*  der  Grösse  x 
übereinstimmt,  so  wi  -  achsend  (sich  so 
ändernd)  denkt,  das",  s  es  an  Wert  mit 
Fix)  übereinstix  «mt,    angedeutet 


durch: 


\ 


d).  .  .  fix)  Jdx  —C\^  -^(^) 


1 


Ueber  die  in  vorstehenden  Integraüonsfonneln  yorkommende  Grösse 
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Erkl  52.  Die  in  den  bis  dahin  aufgestellten 
Integrationsformeln  vorkommenden  Grössen  C 
▼erden  sehr  häufig  weggelassen;  in  solchen 
Fällen  nennt  man  das  betreffende  Integral  ein 
anrolls tändiges  (incompletes)  Integral,  vor- 
ausgesetzt, dass  C  nicht  =  0  ist. 

Im  Gegensatz  hierzu  heisst  ein  Integra],  wel- 
chem die  Grösse  (7  beigeschrieben  ist,  ein  voll- 
ständiges (completes)  oder  allgemeines  In- 
tegral, auch  unbestimmtes  Integral,  so  lange 
('  nicht  bestimmt  ist. 


oder,  entsprechend  den  vorstehenden 
Integrationsformeln,  angedeutet  durch: 

dl).    .  /n^)da^  =  F{x)  +  G 

so  dass  man  jene  Integralgleichung: 

1) y  =  F{a:) 

erhält,  durch  welche  eine  Beziehung  dar- 
gestellt ist,  in  der  y  eine  expliziete 
Funktion  von  der  unabhängigen  Varia- 
blen X  ist,  und  welche  nach  x  diiferen- 
tiiert  jene  Differentialgleichung: 

a) dy  =  f{x)dx 

ergibt. 

Ist  nun  das  allgemeine  Differential 
f{x)dx  eines  der  speziellen  Differen- 
tiale, welche  in  den  vorstehenden  (in 
Antw.  auf  die  Frage  14  aufgestellten) 
Integrationsformeln  enthalten  sind,  so 
kann  F{x)^  d.  i.  der  erste  Teil  des 
Integrals  F{x)  -\-  G  in  Gleichung  dj., 
wie  jene  Integrationsformeln  lehren,  aus 
den  in  f(x)  enthaltenen  Grössen  bestimmt 
werden,  nur  die  Grösse  C  bleibt  in 
jenen  Integrationsformeln  noch  unbe- 
stimmt und  es  ist  daher  die  vollstän- 
dige Integration  solcher  Differentiale 
abhängig  noch  von  der  Möglichkeit 
der  Bestimmung  dieser  Grösse  0. 

So  lange  diese  Grösse  C  noch  un- 
bestimmt ist,  nennt  man  solche  Inte- 
grale der  durch  f(x)dx  dargestellten 
Differentiale,  welche  =  F{x)^C  sein 
müssen,  unbestimmte  Integrale;  man 
nennt  F{x)-{-C  ein  unbestimmtes, 
auch  ein  vollkommenes  oder  allge- 
meines, auch  ein  indefinietes  (vom  lat. 
indefinit,  d.  h.  unbestimmt)  Integral  von 
f(x)dx  (siehe  die  Erkl.  50  bis  52). 


Frage  18.  Wenn  kann  die  in  voriger 
Antwort  erwähnte  Grösse  C  bestimmt 
werden  ? 


Antwort.    Nach  voriger  Antwort  hat 
man  die  allgemeine  Integralformel: 

a).     .    .  ffix)dx  =  F{x)^  C 

oder: 

ai).    .   .  ff{x)dx  —  C  =  F(x) 

Nach  dieser  Formel  kann  die  Grösse 
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Bei   manchen  Anwendungen   der  C  (welche  sicb,  wie  auS  der  HerleitUDg 

igralrechnungiBidurch die  Natur  ^^^^^    Integralgleichung    in    Antw.    auf 

Ld^^l^n    d'as'rbestiSe  Frage  10  ersichtlich  ist,  mit  jedem  Wert 

Den  oder  den  anderen  bestimmten  von  X   ändert)    bestimmt  werden,    weDD 

iablen,  auf  welche  sich  die  In-  man  für   einen    bestimmten  Wert  a 

ht    bekannt. —  In  den  meisten  ^er  Variablen  x   den  Wert  des   wirk- 

TBe^ag  des\nbeflUmmten"ln:  liehen  Integrals  F(x),  welches  für  jenen 

Bt;  für  dieeen  besonderen  Fall  speziellen  Wert  a  durch  i^('x_j),  kürzer 

Sichun  ^  '^'*'  ""^  ^'^^^  '*  ^^'^^  -'^(^.)'   "<*<=''  ^^"^^  '*'"''=*'  ^^"'^ 

„  _     _  bezeichnet  sei,  kennt,  und  wenn  man  für 

"*  '"'  diesen  bestimmten  Wert  a  für  x  auch 

den  Wert  des  unbestimmten  Integrals 

C  =  0  —  F(a)  oder:  p(x)~\-  6',  oder  wie  man  zu  sagen  pflegt: 

V  =  —F(a)  den   Betrag   des   unbestimmten  Inte- 

r-.     .        .      ,  .     j      .  .      .  grals  F(x)  -f-  C  für  a;  =  «,  welcher  für 

Die   in   nebensfebender  Antwort  j-  ■  n      ti  n  j       l    i  l       -  u     . 

leren  Antworten  erwshnie  Grosse  diesen  speziellen  Fall  durch  Ä  bezeichnet 

zu  Terwechseln  mit  der  in  der  sei,  kennt  {siehe  Erkl.  53),  denn  dann 

nten  konstanten  Grosse^,  wie  geht  vorstehende  Gleichung  a).  Oberin: 
chieht,  _  „ 

A  =  F{a)  +  C 

Weiss  man,  daes  in  der  allae-  „  ■  l 

tionsformel-  ^»raus  Sich: 

[x) dx  =  F(x)  +C  A).    .    .    .    C  =  A—  F(ä) 

ziellen  Fall  die  Grösse  c  =  0  ergibt.     Der  hiernach  bestimmte  Wert 

Q  der  integrationaformel:  fUr  die  Grösse  C  ist  nur  giltig  für  jenen 

fdx  =  X  besonderen  Wert  a  der  Variablen  x  (siehe 

/    ..     ,       ,  die  Erkl.  54  bis  56). 
tegratiooEforaiel :  ' 

\x  oder  a/dx  ^  ax 

ral  bestimmt  (für  jeden  Wert 

iVie  in  Antw.  anf  Frage  18  ge- 
ins  der  Gleichung: 


iesen  speziellen  oder  beaon- 
A  —  F{a)  für  C  in  das  unbe- 
al  F(x)  -f-  C  oder  in  die  Integra- 

)dx  —  F(x}-i-C 
eden  beliebigen  Wert  haben 

F{x)  +  Ä-F{a] 

)dx  =  F(x)  +  A  —  F(a) 

ib  dargestellte  Integral: 

F(x)  +  A-F{a) 

lesonderesoderpartiknläres 

x)dx. 
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Jene  Integralgleichung  b).  hat  nnr  volle 
Gfiltigkeit,  wenn  x  den  Wert  a  hat. 

Der  unterschied  zwischen  einem  unbestimm- 
ten und  einem  partikulären  Integral  besteht 
somit  darin,  dass  in  jenem  die  Grösse  C  über- 
haupt eine  unbestimmte   (eine  unbekannte) 

Grösse  ist,  dass  in   diesem  die  Grösse  C  fQr  » 

einen  bestimmten  Wert  der  Variablen  x  be- 
kannt ist. 


Frage  19.   Wenn  ist  die  Bestimmung 

von  Integralen   unabhängig   von  der  Antwort.  Wie  in  Antw.  auf  die  Frage 

Grösse  (7,  und  wie  heissen  solche  In-  10  gesagt,  wird  die  allgemeine  Diffe- 

tegrale,    die   unabhängig   von    der  rentialgleichung: 

Grösse  C  bestimmt  werden  können?  a).   .   .   .      dy  =  f{x)dx 

aufgelöst  (oder  integriert),  indem  man: 

b).   .   .   .  fdy  =ff(x)dx  —  G 

setzt  [in  welcher  Gleichung  das  Zeichen 
/  eine  auf  die  Bildungseinheit  dy  bezw. 
auf  die  Bildungseinheit  dx  sich  be- 
ziehende unbestimmte  Menge,  unbe- 
stimmte Anzahl  oder  ein  unbestimmtes 
Vielfaches  der  dx  bezw.  der  dy  bedeutet, 
in  welcher  ferner  der  Buchstabe  C  eine 
ganz  bestimmte,  aber  noch  unbe- 
kannte Grösse  bedeutet;  man  siehe  die 
Herleitung  jener  Integralgleichung  b). 
in  Antw.  auf  Frage  10];  dann  das  Stück 

fdy  so  wachsend  (allgemeiner:  sich 
so  ändernd)  denkt,  dass  es  an  Wert  mit 
derjenigen  Grösse^  übereinstimmt, 
symbolisch  angedeutet  durch: 

c).    .   .    .  fdy  =  y 

welche  in  der  aufzusuchenden  Beziehung: 

1) y  =  F(x) 

zu  einem  bestimmten  Wert  der  Variablen 
X  gehört;  dementsprechend  auch  das 
durch: 

ff(x)dx  —  C 

oder  durch: 

f{x)  .  fdx  C  (Biete  Erkl.  30) 

dargestellte  Integral  durch  gedachtes 
Wachsen  (allgemeiner:  durch  gedachte 
Aenderung)  des  Stückes  fdx^  in  wel- 
chem es  schliesslich  an  Wert  mit  der 
Grösse  x  übereinstimmt,  so  wachsend 
(sich  so  ändernd)  denkt,  dass  es  an 
Wert  mit  F{x)  zur  Uebereinstimmung 
gelangt,  angedeutet  durch: 
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Erkl.  57.    Um  anzudeuten,  dasB  durch: 
ff[x)  dx  —  C 


d).    .    .    .  ff{x)dx—  G  =  F{x) 

oder,  entsprechend  der  vorstehenden  In- 
tegrationsformeln, angedeutet  durch: 

dl).  .    .    .  ff{x)dx  =  F(x)  +  C 
so  dass  man  jene  Integralgleichung: 
1) 2/  =  Fix) 


ein  solcher  Vorgang  symbolisch  dargestellt  wer- 
den soll,  dessen  Resultat  das  Integral  F(x)  ist  erhält,  durch  welche  eine  Beziehung  dar- 
und  zwar  für  einen  speziellen  Wert  a  oder  b  gestellt  ist,  in  der  y  eine  expliziete  Funk- 
der  Variablen  x  schreibt  man:  y^^  ^^^  ^^^  unabhängigen  Variablen 

X  ist,  und  die  nach  x  differentiiert  jene 
Differentialgleichung : 


a).  .  .  ^  J  f(x)dx-C^^^=  F{x^J 


X  =  a 


^«2^-         _^  a).    .    .    .      dy  =  f{x)dx 


x  =  b 


b) f  fix)dx  -  C  =  *  =  F(x=  *)  ergibt. 

,  J  Die 


aj 


Die  durch  die  Gleichungen  c).,  d).  und 

oder  auch :  d^ ).    ausgedrückten   üebereinstim- 

/•  n    ^  TPf    \  mungen  sind  hiernach  abhängig  von 

aj.      J  f{x)dx^L^  -i'Cajj  ^^^^^   bestimmten   Wert,   welchen   die 

Ijgjj^     '«  Variable  x  hat   oder   welcher  ihr  bei- 

xf,  gelegt  wird,  sie  sind  abhängig  von  der 

b,).  .  .  ff{x)dx-C'^=:  F{x^)  diesem  gedachten  Wert  für  x  ent- 

J  sprechenden  (unbestimmbaren)  An- 

oder kurz:  zahl  /  der  Bildungseinheiten  da?,    aus 

).  .  .  f  f(x)dx  —  C  =  F(a)                    welchen  das  gedachte  Stück  fdx  der 

-[                  "*  Grösse  x  besteht,  wenn  in  der  Aende- 

l^«2w.       ^  rung   (dem  Wachsen),   welche  zur  Er- 

/  reichung  der  durch  die  Gleichungen  c)., 

f{x)dx  —  Cß  =  F(h)                     d)^  und  d^ ).  ausgedrückten  üebereinstim- 

Man  beachtet  hierbei  die  Regel,  dass  man  mengen  erforderlich  ist,  das  Stück /da' 

den  kleineren  von  zwei  Werten  a  und  h  der  ZU  der  Grösse  X  werden  SoU,  von  welcher 

Variablen  x  unten  an  das  Integralzeichen  oder  alsdann  in  den  durch  die  Gleichungen  b). 

sonstigemSymbol   den  grösseren  jener  Werte  ^^^^  jx    ausgedrückten  Beziehungen  die 

oben   an   das  Integralzeichen   oder   sonstigem  ^  ..     ^  ^  ..        ,  , ..  .  .      ° 

Symbol   setzt;  ia  Rücksicht   darauf  ist  durch  GroSSe  y  Stetig  abhangig  ist. 

die  Gleichungen  a).  bis  bj).  gesagt,  dass  der       Dass  die  (unbestimmbare)  Anzahl  f 
Wert  a  der  Variablen  x  kleiner  als  der  Wert  h  ^er  Bildungseinheiten  dx  dem  Wert  der 

der  Variablen  x  ist  oder  sein  soll.  ^  ..  i.  u  j:« 

Grosse  x  entsprechen  muss,  wenn  die 
durch  jene  Gleichungen  ausgedrückten 
Uebereinstimmungen  stattfinden  sollen, 
kann  man  symbolisch  durch: 


«)....  ff{x)dx—  C  =  F{x) 


oder  durch: 


X 

ß).  .   .    .  ff{x)dx—  C  =  F{x) 

andeuten  (siehe  Erkl.  57). 

Die  durch  die  vorstehenden  Gleichungen 
ausgedrückten  Beziehungen  sind  ganz  all* 
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gemein  giltig,  wenn  sie  für  irgend  einen 
Wert  der  Variablen  x  giltig  sind,  wobei 
wohl  zu  beachten  ist,  dass  die  unbe- 
kannte (unbestimmte)  Grösse  C  mit  jeder 
Wertänderung  von  x  sich  ebenfalls  an 
Wert  ändert. 

FQr  den  Fall  nun,  dass  für  alle  denk- 
bar möglichen  Werte  der  Variablen  a?, 
von  einem  gedachten  kleinsten  Weri 
aab,  bis  zu  einem  gedachten  grössten 

&kl.  68.    Nach  der  Erld    57  k^^  die  in   ^    ^  j     ^      ^    ^  ^      g^ö         q  j^,,. 
Antw.  auf  Frage  19  aufgestellte  Gleicnonff  A).:        ,,      i_J  -i^x       •  i.      •    i-^  «     j      ^       i 

^      *            ®  ®    '     selbe  bleibt,  sich  nicht  ändert,  also 

/_  konstant  ist,  nimmt  die  Gleichung  d)., 

f{x)dx  ^  F[i)  —  F(a)  entsprechend     ihrer    Darstellungsweise 

•  durch  Gleichung  «).  oder  ß),  bei  jenem 

auch  in  der  bezeichnenderen  Form:  kleinsten  Wert  a  für  x  die  Form: 

Ä.).  . .  fmdx  =  F(x^ ,) - F(x^ „)  /)•    .  Jf{x)dx—C  =  F {x^ ^ ) 


x  =  a 


dargestellt  werden.  Bei  der  durch  Gleichung  A).  ^^^  J^nem  grÖSSten  Wert  &  für  X  die 

dargestellten  Schreibweise  ist  wohl  zu  beachten.  Form : 

dass  a  und  h  Grenzwerte  der  stetig  ver-  jt  =  b 

änderlichen  Grösse  x  vorstellen.  ^^         /'/•(x)dar  —C=  2^(0;=*) 

an,  welche  Gleichungen  man  nach  der 
£rkl.  57  einfacher  wie  folgt  schreibt: 

a).  .  fnx)dx-C  =  F(a) 

a 

und: 

b 

\)"  ff(^)dcc-  C  =  F{b) 

wobei  man  sich  (siehe  Erkl.  57)  der 
Regel  bedient:  bei  zwei  der  Variablen 
X  zukommenden  besonderen  Werten  den 
kleineren  derselben,  den  sogenannten 
unteren  Wert  als  Index  unten  an  das 
Integralzeichen  oder  sonstigem  Symbol, 
den  grösseren  jener  beiden  Werte, 
den  sog.  oberen  Wert  als  Index  oben 
an  das  Integralzeichen  oder  sonstigem 
Symbol  zu  setzen,  wie  in  den  Glei- 
chungen y).  bis  ^i).  geschehen  ist. 

Da  die  beiden  Seiten  der  Gleichung 
7i).,  ebenso  der  Gleichung  dj.  Grössen 
darstellen,  die  rücksichtlich  ihrer  Werte 
übereinstimmen,  da  jede  der  Seiten: 

ffix)dx—  C  und  F(a) 

a 

der  Gleichung  y^ ).  eine  Grösse  darstellt, 
welche  das  Resultat  eines  Vorgangs  ist, 


fi 
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für  denFall,  in  welchem  die  Variable 
X  den  bestimmten  (kleineren,  unteren) 
Wert  a  hat,  da  ferner  jede  der  Seiten: 

ff(x)da!  —  C  und  F(b) 

der  Gleichung  d^).  eine  Grösse  yorstellt, 
welche,  in  Rücksicht  auf  das  vorstehend 
Gesagte,  das  Resultat  eines  Vorgangs  ist, 
für  den  Fall,  in  welchem  die  Variable  x 
den  bestimmten  (grösseren,  oberen)  Wert 
«  1.1  KA    ir  u    ^ .      .     T  .      ,    ^  hat,  so  erhält  man  durch  gedachte  ent- 

Erkl.  59.    von  einem  bestimmten  Integral,   «^«    'i,^^j^    Ttr^o^^v.,«^    ,-««^-    «,.   -ar..-* 

das  sich  ergibt  nach  Ausführung  der  durch:      sprechende  Wegnahme  jener  an  Wert 

^^  übereinstimmenden  zwei  ersten  Gros- 

fix)  dx  sen  von  diesen  zwei  an  Wert  übereinstim- 

menden beiden  letzten  Grössen  oder  durch 
angedeuteten  Integi^ation,  sagt  man:  es  ist  in  Subtraktion  der  Gleich    yj.  von  Gleich. 
Bezug  auf  die  Variable  o;  innerhalb  der  Grenzen   ^i)-  nach  den  Regeln  der  Arithmetik: 
a  und  h  genommen  worden.  /*6  r    /•  n 

Das  Integral  nennt  man  das  bestimmte  In-     1  f{x)dx  —  C  —  1   /f(x)dx — C\    = 
tegral  des  Differentials  f(x)dx  [oft  wird  auch   J  LJ  J 

gesagt:  der  Funktion  f(x)],  genommen  von  der  i^/l\         tp    \ 

unteren  Grenze  a  bis  zu  der  bestimmten  oberen   oder:  -^  W  —  -^W 

Grenze  6.  r^  n 

Von  einem  hiernach  bestimmten  Integral  sagt     /  f(x)dx /  f(x)dx  =  F(b) F(a) 

man:  das  Integral  ist  genommen  von  der  unte-y  J 

ren  Grenze  a   bis   zu   einer  bestimmten  obe-  <*  * 

ren  Grenze  h   (die   untere  Grenze   wird   ge-   oder   in  Rücksicht    darauf,    dass  /  und 
wohnlich  eingeschlossen,  die  obere  Grenze     y,  .,,         xrr     i.  ji 

ausgeschlossen  gedacht,  siehe  Erkl.  60).  J    ^^^   speziellen    Werten   a  und  b 

Man  sagt  femer:   das  Integral  hebt  an  mit    *?     ^  .. 
dem  Wert  a  der  Integrationsvariablen  x  und  der  Grosse 0?  entsprechende  Anzahlen 
endet  mit  dem  Wert  &  (dieser  gewöhnlich  aus-  der  Bildungseinheiten  dx  darstellen: 
geschlossen  gedacht)  der  Integrationsvariablen  x.       /    /*b       /^ 

Man  sagt  weiter:  Das  bestimmte  Integral  er-       1    / /  \    f(x)dx  =  F(b) F(a) 

streckt  sich  über  die  Werte  von  a  bis  h  der       \j       J  /  ^ 

Variablen  x.  "  .  /       /• 

Man  nennt  auch  ein  innerhalb  der  Grenzen  a  oder,   wenn  man  die  durch  f — J    dar- 
und  h  genommenes  Integral  das  vonabis5  a 

erstreckte  IntegraL  a 

Die  Werte,  welche  die  Variable  x  von  dem    gestellte   Differenz    der   durch  /  und  f 
Wert  a  bis  zu  dem  Wert  h  annimmt,  bilden  *' 


das  sog.  Integrationsintervall. 


6 

dargestellten  Mengen  kurz  durch  /  be- 
zeichnet :  « 


.      ßix)dx  =  F{b)-F{a) 


A) 


oder  nach  der  Erkl.  58: 

A.).    ffUdx  =  F(cc^^)-F(ä; 

nämlich  eine  Gleichung,  deren  linke 
Seite  eine  Grösse  vorstellt,  welche  das 
Resultat  eines  durch: 

*6 


J 


ff{x)  dx 


I 
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dargestellten  Vorgangs  ist.  Dieser  Vor- 
gang besteht  darin,  dass  in  dem  Ent- 
stehen (dem  Wachsen)  des  unbestimm- 
ten Integrals: 

ff(x)dx  —  C 

oder: 

F{x) 

die  Grösse  x  (Integrationsvariable 
genannt)  von  dem  bestimmten  Wert 
a  ab  sich  stetig  ändert,  stetig  wächst, 
bis  sie  den  bestimmten  Wert  h  er- 
reicht hat,  dass  aber,  während  dieser 
steten  Aenderung  des  Wertes  der  Grösse 
X  von  dem  Wert  a  ab  bis  zu  dem  Wert  ft, 
Erkl.  60.    Bei  einem,  aUgemein  durch:  jie  Grösse  C  unverändert  oder  kon- 

/^,  .  ,  stant  bleibt  (oder  als  unverändert,  als 

'^^^  ^  konstant    bleibend    angenommen 

,  "*  werden  kann),  also  an  jenem  Vorgang 

dargestdlten  bestimmte^^^^  keinen  Anteil  nimmt.     Hiernach  ist  die 

rential /Ya;)ax,  welches  dem  oberen  Grenzwert  i-,      ri-.  /^i*i.  a\  ii_ 

6 der  Variablen«  entspricht,  ausgeschlossen,  "^«e  Seite  jener  Gleichung  A).,  welche 

wenn  das  Differential  f{x)dx,  welches  dem  un-  das  Resultat  des  durch: 
teren  Grenzwert  a  der  Variablen  x  entspricht,  pt 

dem  bestimmten  Integral  eingeschlossen  ist,  /  f(x)dx 

wie  es  meistens  Gebrauch  ist;  ist  das  der  un-  J 

teren  Grenze  a  entsprechende  Differential  von  n        tt* 

dem  Integral    ausgeschlossen  gedacht,  so  dargestellten  Vorgangs  ist,  die  Aende- 

wird  das  der  oberen  Grenze  b  entsprechende   rung,    welche    das    unbestimmte    In- 
Differential  dem   bestimmten  Integral    einge-  fpirrRl* 
schlössen  gedacht  (siehe  Erkl.  63).  tcKiai.  . 

Jf(x)dx—C 
oder: 

Fix) 

erleidet,  wenn  in  seinem  Entstehen 

Srkl.  61.  Die  Bezeichnung  eines  bestimm-  (seinem  Wachsen)    die  Variable  x  von 

ten,  inner  halb  der  Grenzen  a  und  6  zu  nehmen-   dem  bestimmten  Wert  a  ab  sich  Stetig 

den  Integrals  durch   f^mäx  wurde  von  dem   l''\^^\  Stetig   wachst,    bis   ZU   dem 

J  bestimmten   Wert  o   dieser   Variablen, 

französischen  Mathematiker  Fouri«r  (Jean  5rtp-  ^^^  wenn  während  dieser  gedachten 
liste  Joseph,  geb.  1768  zu  Auxerre,  gest.  1830)  Aenderung  die  Grösse  C  konstant 
elDgeführt.  bleibt  (oder  als  konstant  bleibend  an- 

genommen werden  kann). 

Die  rechte  Seite  jener  Gleichung  A). 
stellt  eine  Grösse  dar,  welche  der  Unter- 
schied (die  Differenz)  derjenigen  zwei 
Grössen  ist,  die  Resultate  des  durch 
F(x)  allgemein  dargestellten  Vorgangs 
sind,  wenn  in  diesem  Vorgang  die  Va- 
riable X  einmal  den  Wert  6,  ein  ander- 
mal den  Wert  a  hat,  und  welche  die 
Eigenschaft  hat,  dass  sie  mit  der  die 
linke  Seite  jener  Gleichung  bildenden 
Grösse  an  Wert  tibereinstimmt. 

In  Rücksicht  auf  die  vorstehende  Glei- 
chung dj.: 
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Erkl.  62.  Ein  bestimmtes  Integral  mass 
die  Eigenschaft  haben,  dass  es  reell,  stetig 
und  eindeutig  (auch  endlich)  ist,  d.  h.  dass 
«s  eine  wirklich  bestehend  gedachte,  stetige, 
ganz  bestimmte  Grösse  (einen  bestimmten  Kör- 
per) darstellt.  In  Hücksicht  darauf,  dass  ein 
bestimmtes  Integral  abhängig  ist  von 
der  Variablen  x,  muss  das  bestimmte  In- 
tegral eine  solche  Integralfunktion  von  x  sein, 
welche  reell,  stetig  und  eindeutig  ist  (siehe 
ErkJ.  65). 

Der  Gültigkeitsbereich  eines  bestimmten 
Integrals  ist  hiernach  festgestellt  durch  die 
Forderung,  dass  die  Integralfunktion  reell, 
stetig  und  eindeutig  (auch  endlich)  ist.  (Siehe 
die  späteren  Abschnitte,  welche  Aufgaben  über 
bestimmte  Integrale  enthalten.) 


Erkl.  63.  Nach  dem  in  Antw.  auf  die  Frage  19 
Gesagten  stellt  jede  Seite  der  Gleichung: 

.6 

fix)  dx  =  F{b)  —  F{a) 


ß 


nämlich : 


/ 


f{x)dx  und  F{b)  —  F(a) 


eine  Grösse  dar,  welche  dieAenderung,  das 
Wachstum  des  unbestimmten  Integrals: 

ff(x)dX'-'C  oder  F{x) 

ist,  wenn  in  dieser  Aenderung,  in  diesem  -Wachs- 
tum die  Variable  x  von  dem  Wert  a  bis  zu 
dem  Wert  b  wächst,  die  Grösse  C  aber  während 
dieses  steten  Wachstums  der  Grösse  x  unver- 
ändert oder  konstant  bleibt. 


ff(x)dx  =  F{x)  +  G 

welche  nur  eine  andere  Schreibweise  der 
Gleichung  d).: 

fmdx  —  C  =  Fix) 

ist,  ergibt  sich  aus  vorstehendem,  dass 
wenn  ff{x)dx  einen  Vorgang  symbolisch 
darstellt,  dessen  Resultat  eine  Grösse  ist, 
die  an  Wert  mit  dem  unbestimmten  In- 

Übereinstimmt,  und  wenn  in  diesem 
Vorgang  [in  welchem  also  das  unbe- 
stimmte Integral  Fix)  -|-  C  für  jeden 
Wert  der  Grösse  x  entsteht]  die  Grösse 
X  von  einem  bestimmten  Wert  a  bis 
zu  einem  bestimmten  Wert  6  wächst 
(allgemeiner:  sich  ändert),  und  wenn  wäh- 
rend dieses  Aenderungsvorgangs, 
dieses  Wachstums  der  Variablen  x 
von  dem  Wert  a  ab,  bis  sie  den  Wert  h 
erreicht,  die  Grösse  G  stets  dieselbe 
ist,  die  Beziehung: 

fax)  dx  =  F(b)  +  C-  [F(a)  +  C] 

a 

oder  die  durch  vorstehende  Gleichung 
A).  ausgedrückte  Beziehung: 

A).      fhx)dx  =  F(b)-F(a) 

a 

besteht,  dass  also  für  den  Fall,  in  wel- 
chem der  Teil  F{x)  des  unbestimmten 
Integrals: 

Fix)  +  C 

bekannt  ist,  das  z\i/fix)dx  gehörende 

a 

Integral  bestimmt  werden  kann,  ohne 
die  Grösse  C  überhaupt  zu  kennen. 

Ein  solches  von  C  unabhängiges 
Integral  heisst.ein  bestimmtes  Integral, 
es  wird  nach  vorstehendem  aufgefunden, 
indem  man  die  Differenz  der  beiden  zu 
ff{x)dx  gehörenden  unbestimmten  In- 
tegrale für  die  beiden  Fälle  bestimmt, 
in  welchen  x  die  Werte  b  und  a  hat; 
Bedingung  ist  hierbei,  dass  die  Grösse  C 
in  beiden  Fällen  dieselbe  ist  (siehe  die 
Erkl.  59  bis  64). 
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Ton  einer  solchen  Aenderung,  einem  sol- 
chen Wachstum  jenes  unbestimmten  In- 
tegrals kann  man  sich  eine  Vorstellung  machen, 
Trenn  man  annimmt,  dass  das  unbestimmte 
Integral,  in  welchem  die  Variable  x  den  Wert  a 

hat bezw.   den  Wert  (a  —  dx)   hat, 

angedeutet  durch:  angedeutet  durch: 

ff(ä)  dx  —  C  oder  durch  F(a)  ff{a  —  dx)dx  —  C  oder  durch  F{a  —  dx) 

besteht  und  bestehen  bleibt,  dass  alsdann  besteht  und  bestehenbleibt,  dass  alsdauü 

in  dem  durch  f{a)   dargestellten  Vorgang  die  in  dem  durch  f(a  —  dx)  dargestellten  Vorgang 

Grösse  x,   welche  für   den  speziellen  Wert  a  die  Grösse  x,  welche  fCkr  den  speziellen  Wert 

selbst  durch  a  bezeichnet  ist,  um  eine  Bildungs-  a  —  dx  selbst  durch  a  —  dx  bezeichnet  ist,  unk 

«nheit  (ix  wächst,  symbolisch  dargestellt  durch  eine  Bildungseinheit  dx  wftchst,   symbolisch 

fia-\-dx),  und  in  dem  entsprechenden  Wachs-  dargestellt  durch  f(a  —  dx-^dx)  oder  durch 

tnm  jenes  Stücks  fdx  um  eine  Bildungseinheit  f(^h  ^^^  i»  dem  entsprechenden  Wachstum  jene» 

dl  das  Differential  f{a-{'dx)dx  sich  bildet,  Stücks y^as  um  eine  Bildungseinheit  dx  daa 

Teiches   sich    an   jenes    unbestimmte  Integral  Differential  f{a)dx  sich  bildet,  welches  sich  an 

ff{a)dx  —  C  anreiht,  sich  demselben  zufügt,  jenes  unbestimmte  Integral  ff{a  —  dx)dx  —  C 

symbolisch  dargestellt  durch:  anreiht,   sich   demselben   zufügt,   symbolisch 

dargestellt  durch: 

/aa)dx^C+f(a  +  da)dx  /f{a^dx)dx^C+f(a)dx 

dass  dieses  Integral  bestehen   bleibt,   und  dass   dieses   Integral   bestehen  bleibt,   und 

dass  dann  weiter  in  dem  durch  f{a  -\-  dx)  dar-  dass  dann  weiter  in  dem  durch  f(a)  dargestellten 

gestellten  Vorgang  die  durch  a-\-dx  dargestellte  Vorgang  die  durch  a  dargestellte  Grösse  x  wiede- 

Grössexwiederumum  ein  Differential  <2x  wächst,  rum  um  ein  Differential  dx  wächst,  symbolisch 

symbolisch   angedeutet   durch  f(a'-\'dx-{'dx)  angedeutet  durch  f(a'{'dx),  und  in  dem  ent- 

oder  durch  f{a  -f-  2dx),  und  in  dem  enUprechen-  sprechenden  Wachstum  jenes  Stückes  fdx  um 

den  Wachstum  jenes  Stückes /dx  um  eine  Bil-  eine    Bildungseinheit    d  x     das     Differential 

dangseinheitdx  das  Differential /(a 4-2 dx).(2x  f{a-{-dx)dx  sich  bildet,   welches  sich  jenem 

sich  bildet,  welches  sich  jenem  letzteren  Integral :  letzteren  Integral:  ff{a—dx)dx  —  C+  f(a)dx 

//•(o)dx— (74- /•(a+dx)dx anreiht,  sich  dem-  anreiht,   sich   demselben  zufügt,    symbolisch 

selben  zufügt,  symbolisch  dargestellt  durch:  dargestellt  durch: 

/fia)cfx  — (7-|-/'(a+dx)dx  +  /'(a-H2dx)dx   ff(a^dx)dx  —  C'\'f{a)dx-\'f(a'{'dx)dx 

dass  dieses  Integral  bestehen  bleibt,  u.  s.  f.,  dass  dieses  Integral  bestehen  bleibt,  u.  s.  f.,. 

a.  8.  f.  u.  s.  f. 

In  dieser  Betrachtungsweise  kann  man  jenes       In  dieser  Betrachtungsweise  kann  man  jenea 

unbestimmte  IntegrsJ  mit  seiner  gedachten  unbestimmte  Integral  mit  seiner  gedachten 

Aenderung,  seinem  gedachten  Wachstum  bis  Aenderung,   seinem  gedachten  Wachstum  bia 

die  Variable  X  den  Wert  5  erreicht  hat,  sym-  die  Variable  x  den  Wert  b  erreichen  wird,, 

bolisch  darstellen  durch:  symbolisch  darstellen  durch: 

ff{a)dx  —  C-^f(a  +  dx)dx  +  ff{a  —  dx)dx  —  C+  Aa)dx+/*(a-f  dx)dx-f 

Aa  +  2dx)dx-f /•(a  +  3dx)dx+  /■(a  +  2dx)dx  +  /*(a-(-3dx)dx  + 

/■(a  +  4dx)dx+ +/*(6  — 2dx)dx  +  /'(6  — dx)  dx 

+ -ff(6  — dx)d  +  /"(6)dx 

^  ,  Denkt  man  sich  hiervon  das  unbestimmte 
Denkt  man  sich  hiervon  das  unbestimmte  integral /A« -dx)dx  -  C,  von  welchem  ab 
btegral /Aa)dx  -  C,  von  welchem  ab  das  ^^  ßtete  Wachstum  der  Variablen  x  beginnt, 
stete  Wachstum  der  Variablen  x  beginnt,  bis  bis  sie  den  Wert  h  erreichen  wird,  weg- 
sieden Wert  &  erreicht  hat,  weggenommen,  so  genommen,  so  erhält  man  für  die  gedachte 
erhält  man  für  die  gedachte  durch:  durch: 

ff{x)dx  J  f{x)dx 

symbolisch  dargestellte  Aenderung:  symbolisch  dargestellte  Aenderung: 
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fix) dx' oder  F(b)  —  F{a)  =  la) f{x)dx  oder  F(6)  — -F(a)  = 

a  a 

f(a  4-  dx)dx  +  f(a  +  2dx)dx  +  f(a)  dx  -|-  f(a  +  dx)dx  +  f(a  +  2dx)dx  + .  . . 

rücksichtlich  dieser  Betrachtungsweise  kann  man  rücksichtlich  dieser  Betrachtungsweise  kann  man 
das  bestimmte  Integral:  das  bestimmte  Integral: 

/6  r*b 

f{x)dx  oder  F{b)—F{a)  I  fix)dx  oder  F{b)'^F{a) 

a  a 

als  die  Summe  aller  stetigen  Aenderun-  als  die  Summe  aller  stetigen  Aenderun- 
gen  (als  die  Summe  aller  stetig  sich  aneinander-  gen  (als  die  Summe  aller  stetig  sich  aneinander- 
reihenden Differentiale)  betrachten,  welche  das  reihenden  Differentiale)  betrachten ,  welche  das 

unbestimmte  Integral  ff(x)dx  —  C  in  seiner   unbestimmte  Integral  ff(x)dx  —  0  in  seiner 

Entstehung  erleidet,  wenn  in  dieser  Entstehung  Entstehung  erleidet,  wenn  in  dieser  Entstehung 
die  Variable  x  von  einem  bestimmten  Wert  a  die  Variable  x  yon  einem  bestimmten  Wert 
ab  sich  ändert  (wächst)  bis  sie  den  bestimm-  a  —  dx  ab  sich  ändert  (wächst)  bis  sie  den 
ten  Wert  &  erreicht  hat  (siehe  Erkl.  64),  die  bestimmten  Wert  h  erreichen  wird  (siehe 
Grösse  G  aber  an  dieser  Aenderung  keinen  An-  Erkl.  64). 
teil  nimmt. 

In  dieser  Auffassung  kam  man  w^eiter,  in 
Bücksicht  darauf,  dass  die  Anzahl  der  Diffe- 
rentiale dx,  um  welche  die  Grösse  x  zunimmt, 
wenn  sie  um  einen  bestimmten  (endlichen,  rela- 
tiven) Wert  wachsen  soll,  nicht  angebbar  (fQr 
den  Menschen  unbestimmbar,  sagen  wir  un- 
endlich) ist,  das  bestimmte  Integral  als  eine 
Summe  betrachten,  die  aus  einer  unendlichen 
(unbestimmbaren)  Anzahl  von  Differentialen 
besteht  (Siehe  die  späteren  Abschnitte,  welche 
Aufgaben  über  bestimmte  Integrale  enthalten.) 

Erkl.  64.  Bei  der  in  der  Erkl.  63  entwickel- 
ten Gleichung  1).,  in  welcher  das  bestimmte 
Integral  F{b)  —  F(a)  in  eine  Reihe  entwickelt 
ist,  ist  die  untere  Grenze  aus-,  die  obere 
Grenze  eingeschlossen,  während  bei  der  in 
der  Erkl.  63  entwickelten  Gleichung  1  a).,  in  wel- 
cher dasselbe  bestimmte  Integral  i^(&)—JP(a) 
in  eine  Reihe  entwickelt  ist,  die  obere  Grenze 
jenes  Integrals  ausgeschlossen,  die  untere 
Grenze  aber  eingeschlossen  ist. 


Frage  20.    Welche  Regel  kann  man 
nach  der  Antw.  auf  Frage  19  in  Bezug      Antwort.     Nach  dem  in  Antw.   auf 
auf  die  Auffindung  eines  bestimmten  die  Frage  19  Gesagten  ist  zur  Auffin- 
Integrals  aufstellen?  düng  eines  allgemein  durch: 


I  f{x)dx 


Erkl.   65.    Die   in  nebenstehender  Antwort 

aufgestellte  Integrationsregel  ist  in   allen  den  ui-i-j*     ^n^^        i. 

Fällen  anwendbar,  in  welchen  das  durch:  Symbolisch   dargestellten   bestimmten 

.  Integrals  erforderlich,  dass  man: 

J  fix)  dx^C  ^^   jlg^  speziellen  Ausdruck  für  f(it) 

dargestellte  unbestimmte  Integral  F{x)  ein  sol-  kennt,  dass  man 

ches  ist,  dass  in  der  Integralgleichung:  b).  die   durch  a  und  b  bezeichneten 

y  =  F(x)  Werte  (Grenzen)  der  Variablen  x 

welcher  dieses  unbestimmte  Integral  (nach  Antw.  kennt,  innerhalb  welchen  sich  die 

auf  Frage  10)  genügen  muss,  y  als  eine  stetige  Variable  x  in  dem  Entstehen  des 


Üeber  die  in  vorstehenden  Integrationsformeln  vorkommende  Grösse  C. 


47 


Funktion  von  x  betrachtet  werden  kann,  wenig- 
stens innerhalb  der  Grenzen  a  und  h  (innerhalb 
des  Integrationsintervalls  von  a  bis  b),  in  wel- 
cher femer  diese  Funktion  eine  reelle  und  ein- 
deatige  (auch  endliche)  ist,  da  nur  dann  das 
betreffende  Integral  ein  bestimmtes  (und  in 
der  That  bestehendes)  sein  kann  (siehe  Er  kl.  62). 

ErkL  96.  Bei  Anwendung  der  in  Antw.  auf 
Frage  20  aufgestellten  Regel  auf  spezielle 
Formen  des  in 


/' 


f(x)  dx 


enthaltenen  allgemeinen  Symbols  f(x)  hat 
man  stets  zu  untersuchen,  ob  für  diese  be- 
sonderen Ausdrücke  die  in  jener  Antwort  auf- 
gestellten Bedingungen  auch  erfüllt  werden,  ob 
die  nach  jenem  Symbol  auszuführende  Integra- 
tion auch  möglich  ist  (bezw.  für  welche 
Werte  der  Variablen  x  dies  möglich  ist)  oder 
ob,  wie  man  zu  sagen  pflegt,  das  durch  f{x),dx 
dargestellte   Differential,   beziehungsweise   das 

dorch  ff{x)dx — C  dargestellte  unbestimmte 

Integral  JP(x),  bezw.  die  diesem  Integral  ent- 
sprechende Funktion  v  in  dem  gedachten  Sinne 
auch  weiter  integrabel  ist. 

Der  Gültigkeitsbereich  jener  Begel  ist 
fnr  jeden  einzelnen  speziellen  Fall  fest- 
zustellen (siehe  Erkl.  67). 

ErkL  67.  Bringt  man  die  in  Antw.  auf 
Frage  20  aufgestellte  Regel  z.  B.  in  Bezug  auf 
das  Differential: 

»■•  dx 

in  Anwendung,  so  erhält  man  in  Bücksicht 
darauf,  dass  nach  der  in  Antw.  auf  Frage  14 
aufgestellten  Integrationsformel  la).: 

ist  (gültig  nach  der  ErkL  40  nur  für  den  Fall, 
venn  m  ^  —  1,  also  nicht  =  —  1  ist) : 


bi. 


j«+l        ^«+1 


oder: 


M-  .  .  I  s^dx  = 


Der  Gültigkeitsbereich  dieser  Integra- 
tionsformel ist  für  den  Fall,  wenn 

m  ^  —  1,  also  nicht  =  —  1 

^^  gekennzeichnet  durch: 

0  <  a  <  oc 

0    <    &    <    00 


gedachten  Integrals  stetig  än- 
dert, dass  man 

c).  das  zu  ffi^cjäx—  C  gehörende 
unbestimmte  Integral  F(x)  für 
einen  jener  Grenzwerte  der  Varia- 
blen ^  kennt,  dass  ferner 

d).  die  in  diesem  unbestimmten  In- 
tegral ff{x)dx  —  C  enthaltene 
Grösse  C  in  dem  Entstehen  des 
bestimmten  Integrals  unver- 
ändert (konstant)  bleibt  oder  als 
unverändert  bleibend  ange- 
nommen werden  kann,  und  dass 
schliesslich. 

e).  das  zu  ff{x)dx  —  G  gehörende 
unbestimmte  Integral  F{x)  ein 
solches  ist,  welches  innerhalb  der 
Grenzen  a  und  h  der  Variablen  x 
mit  derjenigen  Grösse  y  an  Wert 
übereinstimmt,  die  in  der  durch: 

y  =  F(x) 

ausgedrückten  Beziehung  eine 
reelle,  stetige  und  eindeutige 
(auch  endliche)  Funktion  von  x  ist 
(siehe  Erkl.  42  und  65). 

Findet  dieses  statt,  dann  kann  man 
nach  dem  in  Antw.  auf  die  Frage  19 
Gesagten  die  Regel  aufstellen: 

Begel:  Ein  bestimmtes  Integral, 
welches  das  Resultat  eines,  allge- 
mein durch  I  f{x)dx  dargestellten 

Vorgangs  ist,  erhält  man,  indem 
man  das  Integral  -F(a)-f-C^a?  wel- 
ches in  dem  durch  ff{x)  dx  ange- 
deuteten Vorgang  entsteht,  wenn 
die  Variable  x  den  durch  a  bezeich- 
neten unteren  (kleineren)  Wert 
hat ,  von  dem  Integral  F  (6)  +  ^6 
wegnimmt,  welches  in  demsel- 
ben durch  ff{x)dx  angedeuteten 
Vorgang  entsteht,  wenn  die  Variable 
X  den  durch  l  bezeichneten  oberen 
(grösseren)  Wert  hat,  vorausge- 
setzt, dass  die  in  dem  Integral 
F(]b)  -j-  Cb  enthaltene  Grösse  Ct  mit 
der  in  jenem  Integral  F  (a)  +  C* 
enthaltenen  Grösse  Ca  überein- 
stimmt und  zwar  ganz   einer- 
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Für  den  Fall,  in  welchem  lei,  welcher  von  den  Werten,  die 

w  -|- 1  >  0  in  dem  durch  a  und  b  bestimmten 

ist,  kann  auch:  Intervall  liegen,  für  b  selbst  gesetzt 

a  oder  6  =  0  sein;  gedacht  wird. 

für  den  Fall,  in  welchem:  Diese  Integrationsregel  wird  symboHsch 

^  '  l  ^  Q  durch  die  Integrationsformel: 

ist,  kann  auch:  A,).  fn.)dx  =  [/fiz=,)da^-C.=.\- 

a  oder  o  =  oo   sem.  J 

In  allen  diesen  Fällen  ist  das  durch:  "            [ff{^=a)äx—  (/x  =  «J 

^••+i__^m+i  oder  durch: 

m  +  l  '^^ 

dargestellte  Integral  ein  bestimmtes  Integral. 

(Siehe  die  späteren  Abschnitte,  welche  Aufgaben  ^ 

über  bestimmte  Integrale  enthalten.)  dargestellt  (siehe  die  Erkl.  66  und  67). 


A).  .  .  ff{z)dx  =  F{b)  —  F(a) 


Frage  21.    Welche  allgemeine  Sätze, 
Regeln   und  Formeln  kann  man  nach      Antwort.    In  Rücksicht  auf  das  vor- 
dem vorstehend  Gesagten  in  Bezug  auf  stehend    Gesagte   kann   man    folgende 
bestimmte  Integrale  aufstellen?  Sätze,  Regeln  und  Formeln  aufstellen: 

Satz  1.  Vertauscht  man  die  Inte- 
grationsgrenzen der  Integrationsvariablen 
X  und  lässt  die  in  Antw.  auf  Frage  20 

Krkl.  68.  In  der  Erkl.  57  wurde  gesagt,  aufgestellte  Regel  in  derselben  Weise 
dass  der  grössere  Wert,  welchen  die  Variable  auch  nach  dieser  Vertauschung 
X  in  einem  bestimmten  Integral  annimmt,  als  gelten,  SO  erhält  man  nach  der  Erkl.  68 

sog.  obere  Grenze  markiert  wird,  dassz.  B.  in:  ein  Integral,  das  demjenigen,  welches 

/*  man   nach  jener  Regel   vor   der   Ver- 

f{x)dx  —  F{b)^F{a)  tauschung  erhält,  nach  den  Regeln  der 

a  Arithmetik  entgegengesetzt  ist. 
die  obere  Grenze  h  den  grösseren  Wert  der       Das  durch  diesen  Satz  ausgedrückte 

Variablen  a;  bedeutet,  bezw.  die  Gr^se  x  be-  arithmetische  Gesetz  kann  man  mittels 

deutet,  wenn  sie  den  grösseren  Wert  hat,  ^       tj»  i. 

während  die  untere  Grenze  a  den  kleineren  der  rormei: 
Wert  der  Variablen  ac,  bezw.  die  Grösse  x  be-  /•*  /*« 

deutet,  wenn  sie  den  kleineren  Wert  in  dem  A).  .  .  /  f(x)dx  =  —  /  f(x)dx 
EIntstehen  dieses  betimmten  Integrals  hat.  «^  ^ 

Vertauscht  man  die   obere  Grenze  mit   der  ,    ,.    ,     ,       .   ^ 

unteren  und  lässt  die  m  Antw.  auf  Frage  20  symbolisch  darstellen. 

aufgestellte  Regel  auch  nach  dieser  Vertäu-      Satz  2.    Ein  jedes  bestimmte  Integral 

schung  in  derselben  Weise  gelten,  so  erhält  man:   j^g^^^    ^j^j^   jj^ch   der   Erkl.    71    in   eine 

n,  ,^         ^,  ,      ^,^,  Summe  bestimmter  Integrale  zerlegen 

b).  .   .   .Jf{x)dx  =.  F(a)-F(b)  ^^^  2^^j.  ^^^^^^^  jj^gg  2    B  . 

oder,  nach  den  Regek  der  Arithmetik:  B).    1  f{x)dx  =    1  f(x)dx-^  I  f{x)dz 

/a  a  et  m 

f{x)dx  ~  —\F(h)—F{a)\  oder,  dass  z.  B.  allgemeiner: 

Aus  den  Gleichungen  a).  und  b^).  folgt:  ^i)-ff(^)^^  -=ff{x)dx+ff{z)dx^ 


m 


A).  .  .  ,  j f{x)äx  =  -.  If(x)dx  ff{x)dx'^  ff{x)il 

oder:  U.  S.  f.,  ist. 


1 


int  in  Frankiurt  a.  M.  1881. 


le  Prospekt  und  das  ausführliche  In- 

er  „vollständig  gelösten  Aufgabensammlung 

'  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 

g  gratis  und   portofrei   bezogen  werden. 

aar: 

^schnitten  and  gai  brochiert,  um  den  sofortigen  und  dauern 
gestatten. 

alt  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
am  Schlüsse  desselben, 
e  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

inen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  proHefL 
;e  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsverzeich- 
M  dem  Prospekt  ersichtUch,  ohne  jede  Bedeutung  fttr 
en. 

.hält  AUes,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
^hrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Anf- 
ielen vortrefflichen  Figuren. 

ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aUer  Schulen,  das 
Ibuch  fdr  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorsüglichste  Lehrbuch 
»tstudium,  das  Tortrefnichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
jeder  Art. 
Jiandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsyerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

h  jede  BuchhaDdlung  bezogen  werden. 


ährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Druck  von  Carl  Hammer  in  Stuttgart. 


Stuttgart  1889. 
Verlag  von  Julius  Maier. 

'  Das  volhtändige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


^ 


in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


PROSPEKT. 


Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zar  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3—4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  Ton  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlang  der  wicht! i;- 
sten  and  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik ,  Physik, 
Mechanik,  math«  Geographie 9  Astronomie,  des  Maschinen- 9  Strassen- ,  Eisenbahn-, 
Brttcken-  nnd  Hochbanes,  des  konstrnktiyen  Zeichnens  etc.  etc.  and  zwar  in  Tollstandi? 
gelöster  Form,  mit  yielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  and  Entwlckelnng  der 
benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
flberlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  dos 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betreifende  Kapitel  zur  Ausgabe 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwisseQ- 
Bchaftlichen  ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  und  II«  Ord.,  gleich 
berechtigten  höheren  Bflrgerschulen,  Privatschulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gjmnasien,  Schullehrer -Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Baugewerkschnleor 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Torbereitungsschulen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  und  Forstwissenschaftsschulen, 
Militärschulen,  Yorbereitungs-Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  fflr  das  EinJährig-FTei- 
willige-  und  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  SehOler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  ood 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prflfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  aacb 
die  flberans  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathemati  eben  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lelirer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischeo 
Disziplinen  —  mm  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  deinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lust,  Liebe 
und  Yerständnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  und  Fach  genossen  aller  Art,  Militär? 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessener 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  aUen  Bemfv 
sweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  urd 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegen  genommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Klejer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigune 
thunlichst  berücksichtigt 

Stattgart.  Die  Yerlagshandlung. 


(Jeber  die  in  Yorstehenden  Integrationsformeln  Yorkommende  Grösse  C. 
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Aj).  .  .  .  f  f{x)dx  =  ^  if[x)dx 

a  ö 

Hieraus  ergibt  sich  die  Regel: 

„Yertaascht  man  die  Integrationsgrenzen  der 
IntegrationsYariablen  und  lässt  die  in  Antw.  auf 
Frage  20  aufgestellte  Regel  in  derselben 
Weise  auch  nach  der  Yertauschung  gelten,  so 
erhält  man  ein  Integral,  das  demjenigen, 
welches  man  Yor  der  YertauschuDg  der  Inte- 
grationsgrenzen erhält,  nach  den  Regeln  der 
Arithmetik  entgegengesetzt  ist." 


Erkl.  69.  Ist  in  einem  bestimmten  Integral 
die  Variable  x  positiY,  so  deutet  man  dies 
arithmetisch  an,  indem  man  der  Variablen  x 
das  Vorzeichen  4-  beigelegt  denkt  (ohne  es  ge- 
wöhnlich zuschreiben),  den  grösseren  Grenz- 
wert als  obere,  den  kleineren  Grenzwert  als 
untere  Grenze  betrachtet;  in: 

a).   .   .    .    ff(x)dx  =  Fih)  —  F{a) 

a 

ist  X  eine  positive  Grösse,  b  deren  grösse- 
rer und  a  deren  kleinerer  Grenzwert. 

Ist  hingegen  die  Variable  x  eine  negative 
Grösse,  so  deutet  man  dies  entweder  dadurch 
an,  dasa  man  der  Variablen  x  das  Vorzeichen 
—  beilegt,  den  grösseren  Grenzwert  als 
obere,  den  kleineren  wieder  als  untere 
Grenze  betrachtet,  oder  dass  man  das  Vor- 
zeichen der  Variablen  x  unbestimmt  lässt,  den 
Grenzwerten  das  Minnszeichen  beischreibt, 
dann  aber  umgekehrt  den  grösseren  Grenz- 
wert als  untere,  den  kleineren  Grenzwert 
als  obere  Grenze  betrachtet;  in: 

^-   •  •    /7(— «)^«  =  JP(— &)  — F(— a)      • 

a 

ist  angedeutet,  dass  x  eine  negative  Grösse 
ist,  deren  grösserer  Wert  &,  deren  kleine- 
rer Wert  a  ist;  desgleichen  ist  in: 


Der  durch  diese  Integrationsformeln 
ausgedrückte  Satz  ist  bekannt  unter 
dem  Namen: 

„Der  Satz  von  der  Einschiebung 
der  Grenzen." 

Vorausgesetzt  wird  bei  diesem  Satz 
ebenfalls,  dass  die  Integralfunktion  inner- 
halb der  Grenzen  a  und  b  stetig,  reell 
und  eindeutig  ist. 

Satz  3.  Das  bestimmte  Integral  eines 
Differentials  mit  einem  konstanten 
Faktor  m  ist  nach  der  Erkl.  73  gleich 
dem  Produkt  aus  diesem  konstanten 
Faktor  m  und  dem  bestimmten  Integral 
jenes  Differentials. 

Das  durch  diesen  Satz  ausgedrückte 
Gesetz  kann  man  mittels  der  Formel: 

m.f{x)dx  =  m.jf{x)dx 

a  a 

symbolisch  darstellen. 

Satz  4.  Das  bestimmte  Integral  eines 
Differentials  f(x)dx,  welches  aus  einer 
algebraischen  Summe  von  Differentialen 
besteht,  und  das  durch: 

[(p{x)±xp{x)  ±(j(x)]dx 

oder  durch: 

qi{x)dx  ±  \p(x)dx  ±  Q{x)dx 

symbolisch  dargestellt  ist,  ist  nach  der 
Erkl.  74  gleich  der  algebraischen  Summe 
derjenigen  bestimmten  Integrale  der  ein- 
zelnen Differentiale,  welche  innerhalb 
derselben  Integrationsgrenzen  genom- 
men werden. 

Das  durch  diesen  Satz  ausgedrückte 
Gesetz  kann  man  mittels  der  Formel: 


b,). 


.    ff(x)dx  =  F(—h)—F{—a) 

-6 


D).   .   .f[q^{x)±xp{x)±Q{x)]d 


X 


(siehe  Erkl.  70  u.  141) 

angedeutet,  dass  x  eine  negatiYe  Grösse  ist, 
deren  grösserer  Wert  &,  deren  kleinerer 
Wert  a  ist;  rücksichtlich  dieser  Bezeichnungs- 
weisen  kann  man: 


oder: 
»fr 


A) 


•   •  •  •   //'(— «)^«  =    /f(x)dx 

a  —fr 

s^zen,  Yrenn  Yon  den  Werten  h  und  a  der  Wert 
&  der  grössere  ist  (siehe  Erkl.  141). 

&lejr«T)   IntegTAlrechnnng  I.,  I.Teil. 


l\^{x)dx±L\^{p^dx±.Q{x)dx[  = 

a 

/ifr  /»fr  /»fr 

(p{x)dx±.  I  yp{x)dx±  I  Q{x)dx 

a  a  a 

symbolisch  darstellen. 

Satz  5.  Soll  das  innerhalb  der  Grenzen 
a  und  l  genommene  bestimmte  Integral 

4 


gTalrechnimg  I.  —  1.  Teil. 

kann  man,  stetig  und  vollkommen  bestimmt  (also 
'  tT*'^  ii'  eindeutig  und  reell)  sein ,  so  darf  nach 
rseut,  811-  jgj.  g^jjj  yg  ^jg  Variable  x  [bezw.  f{x)\ 

innerhalb  Jener  Grenzen  a  und  h  das 

Vorzeichen  nicht  ändern. 


Gleich,  a). 

Be    allge- 


reich  eB  der 
t  oder  Bub- 
as    Symbol 


argestellten 
;u  beziebeo. 
Tien  Werte 
der  in  der 
eeen  F&li 


Ueber  die  in  vorstehenden  Integrationsformeln  vorkommende  Grösse  C7.  51 

Srkl.  71.    Nach  der  in  Antw.  anf  Frage  20 
aufgestellten  Regel  ist: 


«).  •  •  ff{<K)äx  =  F{m)—F{a) 


ebenso  ist: 

5 


fl.  .  .  Jf{x)dx^  F(b)^F{m) 

«• 

Darch  Addition   dieser  beiden   Gleichungen 
erh&lt  man: 

4   lf{x)dx+ff{x)dx  =  F(6)  — -F(a) 

a  m 

Da  nnn  nach  jener  Regel: 
b).  .  .  .    ff(x)dx  =  F(b)  —  F(a) 

a 

ist,  80  ist  nach  den  Gleichungen  a).  nnd  b).: 
A).  .  .ff(x)  dx  +fnx)  äx  =Jf(x)  dx 
oder  umgekehrt: 

AJ- .  .yV(x)  dx  -=fnx)  dx  +yV(x)  dx 
In  ganz  analoger  Weise  erhält  man  allgemeiner : 


6 


jf{x)dx  +  jf{x)dx 


u.  8.  f.  (siehe  ErkL  72). 


KrU.  72.    Das  durch  die  (in  Antw.  auf  Frage 
21  aufgestellte)  Integrationsformel: 

a).  .  .  ff{x)  dx  ==  jf{x)  dx  +  ff{x)  dx 


&Q8gedrQckte  Gesetz,  nach   welchem   das  be- 
stimmte Integral  jf{x)dx  in  mehrere   an- 

a 

dere  bestimmte  Integrale   zerlegt   werden 


iDtegTAlrechnnng  I.  —  1.  Teil. 

(ein  der  Arithmetik 
inerlei  ob  jener  dnrch 
.riablen  x  zvischen 
erhalb  des  durch  a 
Is  oder  auBserbalb 
f,  doss  die  Integral- 
weiche  zwischen  a, 
reell  und  einden- 


OBsere  Wert  b,  bo 
,),  fOr  das  InterTall, 
innerhalb   welcher 


Y"" 


ach  den  Regehi  der 


-Jr{x)d!t 


in  der  Erkl.  68  auf- 
1  in  dem  Teilintegral 


ix ffix)  dx 

dx+Jf{x)dx 


t  mit  der  voratehen- 
In  derBelben  Weise 
lg  a).  für  den  Fall, 


henden  Gleichung  A), 
far  den  Fall,  in  welchem  m  ausBerhalb  des 
Intervalls  von  o  nach  h  liegt,  stützt  sich 
darauf ,  dasa  durch  Vertauschung  der 
Grenzen  6  und  m  in  Gleichung  ß].  dieser  Fall 
auf  jenen  zurückgeführt  wurde,  in  welchem  n> 
innerhalb  des  Intervalls  von  a  nach  b  liegt. 
Bei  Anwendung  jener  lutegratioDsformel  A).  auf 
solche  Fälle,  in  welchen  m  ausserhalb  jenes 
Intervalls  liegt,  müssen  deshalb  die  Grenzen  des 
zweiten  (bezw.  dea  eraten)  Integrals  auf  der 
rechten  Seite  der  Gleichung  A).  wieder  ver- 
tauscht werden,  d.  h.  ea  muss  beachtet  «erden, 
dass  für  den  Fall; 


Ueber  die  in  vorstehenden  In^grationsformeln  vorkommende  Grösse  C.  58 

b 


das  Integral    /  f(x)dx  ein  solches  ist,  welches 


dem  Integral  /  f(x)dx  entgegengesetzt  ist. 


ff{x)dx 


Erkl.  73.   Nach  der  in  Antw.  auf  die  Frage  15 
anfgesteUten  Regel  ist: 

a), .  .  .  fm .  f(x)  dx  =:  m  »/fix)  dx 

Bringt  man  die  in  Antw.  auf  die  Frage  20 

aufgestellte  Regel  bei  dem  durch    /  mf(x)  dx 

a 

bestimmten  Integral  in  Anwendung,  welche  Regel 
keine  Aenderung  erleidet,  ob  f(x)  den  kon- 
stanten Faktor  m  bei  sich  hat  oder  nicht, 
▼ie  man  sich  leicht  überzeugen  kann,  wenn  man 
bei  der  Herleitung  jener  Regel  in  Antw.  auf 
Frage  20  dem  Differential  f{x)  dx  den  konstanten 
Faktor  m  beischreibt,  so  erhält  man: 

b).  .  .  fm.f(x)dx  =  m.F(h)  —  m.F{a) 

oder  =  m .  [F(b)  —  F{a)] 
nnd  hieraus  ergibt  sich  die  durch: 

6  6 

c).  .  .  /  m.f{x)dx  =1  m,  I  f(x)dx 

spbolisch  dargestellte  Integrationsregel,  welche 
eine  Erweiterung  der  in  Antw.  auf  Frage  15 
aufgestellten  Integrationsregel  auf  bestimmte 
Integrale  ist. 


ErkL  74.  Der  in  Antw.  auf  Frage  21  auf- 
gestellte Satz  4  ergibt  sich  aus  der  in  Antw.  auf 
Frage  16  aufgestellten  Regel  11,  nach  welcher: 


4   .   .    .     1  [(f{x)±^(x)±Q(x)^dx  s=  j<f{x)dx±  j\p{x)dx±  I Q{x)dx 

ist,  nnd  aus  der  in  der  Erkl.  49  aufgestellten 
Oleichong: 

K  .  .   .      /  [«^(ar)  +  i^(a?)  ±  q(x)\  dx^C  —  ft>(x)  ±  \p(x)  4-  P(x) 
wenn,  in  Rücksicht  darauf,  dass: 
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[ip{x)±iff(x)±Q{x)jdx  durch  f(x)dx 

ersetzt  gedacht  werden  kann,  die  in  Antw.  aaf 
Frage  20  aufgestellte  Regel  in  Anwendung  ge- 
bracht wird.  Nach  dieser  erhält  man  aus  Glei- 
chung b).  und  nach  gehöriger  Reduktion: 


5).    .    .    .     f[(p{x)±lp^x)±Q{x)]dx=[(t}{b)'-'0^a)]±[^f{b^ 


oder: 


d).    .    .    .     1  [fp{x)±tlf{x)±Q{x)jdx  =    I  <p(x)dx±  I  \p{x)dx±  I  Q{x)dx 


Brkl.  75.  Ist  in  dem  symbolisch  dargestellten 
Integral: 

f(x)dx 


/> 


a 

die  Variable  x  positiv,  so  hat  man: 
a).   .    .    .   ff(x)  dx  =  F{b)  —  F{a) 

a 

Ist  m  ein  bestimmter  zwischen  a  und  b 
liegender  Wert,  so  hat  man  nach  Satz  2  in 
Antw.  auf  Frage  21: 

b).    .    .     ff(x)dx=z  ff(x)dx+ff(x)dx 

a  a  m 

oder  =  [F{m)  —  F{a)]  -f  [F(b)  —  F{m)] 
d.  i.  =  F{b)'-F{a) 
(nach  der  Regel  in  Antw.  auf  Frage  20). 

Ist  nun  die  Variable  x  in  dem  Entstehen 
des  gedachten  Integrals  Ton  dem  Wert  a  bis 
zu  dem  Wert  m  positiv,  von  dem  Wert  m  bis 
zu  dem  Wert  b  aber  negativ,  so  muss  nach 
der  in  der  Erkl.  69  angefahrten  Bezeichnungs- 
weise: 

c). . .  ff(x)dx  =  ffix)  dx  +/*/(-  «)  ^« 


a 

oder: 

.6 


d). . .  ff{x)dx  =  fnx)  dx  +fm  dx 

sein.    Nach  der  in  Antw   auf  Frage  20  aufge- 
stellten Regel  erhält  man  aus  Gleichung  c).: 

ci). . .  ß(*)  dx  =  [F{m)  -  F(a)\  +  [F(-  h)-Fi-  m)] 


üeber  die  in  Tontehenden  Integrationsformeln  vorkommende  Grösse  C.  55 

Ans  Gleichung  d).  erh&lt  man  nach  derselben 
Regel,  wenn  man  diese  Gleichung  in  Rücksicht 
auf  die  Erkl.  70  in  der  Form  schreibt: 


0 ff(x)dx  =   /  fix)  dx  —  ff(x)  dx 


die  Gleichung: 

a 


,). . .  .y  /•(«)  dx  =  [F(m)  -  F{a)]  -  [F(-  m)  -  F(-  b)\ 


oder 
=  [F(m)  -  F{a)]  +  [F{-  h)  -  F(-  m)] 

nimlich  dieselbe  Gleichung  als  Gleichung  e,). 
Aendert  also  in  dem  symbolisch  dargestell- 
ten Integral: 

f{x)dx 


/' 


die  Variable  x  in  ihrem  Wachstum  von  a  bis  h 
nicht  das  Vorzeichen,  so  ist  nach  Gleichung  b).: 

6 


1) ff{x)dx  =  JP(6)--F(a)  oder  =  [jP(m)  -  J'(a)]  +  [F(6)  -  F(m)] 

wenn  w  irgend  einen  innerhalb  des  Intervalls 
von  a  bis  b  liegender  Wert  bedeutet,  welchen 
die  Variable  x  in  ihrem  steten  Wachstum  von 
a  bis  5  einmal  erhiUt. 

Aendert  hingegen  die  Variable  x,  wenn  sie 
den  Wert  m  erreicht,  ihr  Vorzeichen,  so  ist 
nach  der  Gleichung  C|).  oder  nach  der  Glei- 
chung C2).: 

2) J  mdx  =  [F(m)-F(a)]  +  [F(^h)-F(^m)\ 


Krkl.  76.    Fflr  ein  positives  x  hat  man, 
wenn  0  und  «>  bezw.  die  Grenzwerte  der  Va- 


riablen X  darstellen: 

00 

^0 


0 ff{x)dx  =  F(oo)  — F(0) 


In  analoger  Weise  hat  man  fflr  ein  negatives 
X  nach  den  ErkL  68  und  69: 

b). .     -  .     /  f{x)dx  =  -F(-  cx> )  -  F(0) 

—  00 

Durch   Addition  dieser  beiden  Gleichungen 
erhält  man: 

0  00 

c). Jf(x)dx+Jf(x)dx  =  [F(-oo)-f  (0)]  +  [F(cc)-F{(i)] 


—  00 

oder: 
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d) (j+f   )-A^)^^  =  [Fi-oo)^F{0)]  +  [F{oo)^F{0)] 

\  —  00     0        / 

oder,  wenn  man,  analog  wie  in  Antw.  auf  Frage  19, 

0  00 

die  durch    /  +  /    dargestellte   Summe    kurz 


—  00      0 

-foo 


durch     /     bezeichnet  und  beracksichtigt,  dass: 

—  00 

00 

F(co)-FiO)=.J'f(,x)d 


X 

u 


ü 

ir(_oo)-F(0)  ^  Jf(x)d 


0 
—  00 


-|-0D  U  -f-OO 

A).  .  .    ffix)  dx  =    ff(x)  dx  +  ff(x)  di 


ist: 

_+  00  0  -f  00 

—  00  —00  0 

In  ganz  analoger  Weise  ist: 

.  y^  ^x 

—  o  '— a  0 


-j-a  U  -|-a 

ßj.  .  .  ff(x)dx  =  ff(x)dx-\-ff{x)d, 


Bei  Ausführung  der  auf  den  rechten  Seiten 
der  Gleichungen  A).  und  B).  angedeuteten  In- 
tegrationen hat  man,  wenn  überall  die  in  Ant- 
wort auf  Frage  20  aufgestellte  Regel  in  An- 
wendung gebracht  werden  soll,  nach  der  Erkl.  70 
für  Gleichung  A).  die  Gleichung: 

-f  00  0  +00 

Ai).  .  .  j  f{x)dx  =  —  ff(x)dx+ff{x)dx 

—  00  —00  ü 

für  Gleichung  Bj.  die  Gleichung: 

_+a  _0  _4-a 

)dx 

—  a  —  a  0 

zu  setzen  (siehe  die  Erkl.  148  bis  152). 

Ausführlicheres  über  bestimmte  Integrale  fin- 
det man  in  den  späteren  Abschnitten  und  Teilen, 
welche  Aufgaben  über  bestimmte  Integrale  ent- 
halten. 


■i-a  u  -f-a 

Bi). . .  ff(x)dx  =  —  ff{x)dx+  ff{x)d, 
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D.  Aufgaben  zur  Einübung  der  im  yorstehenden 
aufgestellten  Integrationsformeln. 

1).  Aufgaben  zur  Uebung  in  dem  Auffinden  unbestimmter  Integrale. 

Amnerkiing  5.    Wie  in  Antw.  auf  die  Frage  16  gesagt  ist,   besteht  die  Auflösung  einer 
Differentialgleichung,  welche  der  allgemeinen  Form: 

dy  =  f{x).dx 

entspricht,  in  der  Bestimmung  desjenigen  Integrals,  welches  zu  dem  Differential  f{x) .  dx 
gehört,  und  welches  an  absolutem  Wert  mit  demjenigen  Integral  übereinstimmt,  das  eu 
dem  Differential  dy  gehört.  Da  nun  die  Bildungseinheit  dy  tji  und  fOr  sich  unbestimmt 
gelassen  ist,  also  das  Differential  irgend  eines  gedachten  Integrals,  einer  ge- 
dachten Grösse  sein  kann,  so  kann  man  auch  kurz  sagen:  Die  Auflösung  einer  solchen 
Differentialgleichung  besteht  in  der  Integration  eines  Differentials  von  der 
allgemeinen  Form  f{x)dx  (welches  mit  dem  Differential  irgend  einer  gedachten 
Grösse,  irgend  eines  gedachten  Integrals  an  absolutem  Wert  übereinstimmt),  d.  h.  sie 
besteht  in  der  Bestimmung  des  zu  dem  Differential  f{x)dx  gehörenden  Integrals  (wel- 
ches mit  jener  gedachten  Grösse,  jenem  gedachten  Integral  an  absolutem  Wert  überein- 
stimmt). 

Wie  man  solche  Differentiale  f(x),dx  integriert,  in  welchen  f{x)  irgend  einen  der 
einfachen  Ausdrücke  bedeutet,  welche  in  den  in  Antw.  auf  Frage  12  aufgestellten 
Differentialgleichungen  enthalten  sind,  ist  durch  die  in  den  Antw.  auf  die  Fragen  12 
und  13  aafgestellten  Integrationsformeln  gesagt;  wie  man  femer  solche  Differentiale 
f{x)dx  integriert,  in  welchen  f(x)  irgend  ein  besonderer  Ausdruck  bedeutet,  welcher 
einen  konstanten  Faktor  (a)  bei  sich  hat,  ist  durch  die  in  Antw.  auf  Frage  15  auf- 
gestellte Integrationsregel  gesagt;  wie  man  schliesslich  solche  Differentiale  f(x)dx  iur 
tegriert,  in  welchen  f(x)  eine  algebraische  Summe  von  Grössen  vorstellt,  die  sämt- 
lich TOn  der  unabhängigen  Variablen  abh&ngig  sind,  deren  Bildungseinheit  dx  ist,  ist 
darch  die  in  Antw.  auf  Frage  16  aufgestellte  Regel  II  gesagt.  —  Zur  Einübung 
dieser  erwähnten  Integrationsformeln  und  Integrationsregeln  sollen  nach  denselben  die 
im  nachstehenden  gegebenen  Differentiale  integriert  werden,  ohne  hierbei  auf  die  Be- 
deutung dieser  Differentiale  und  der  zu  denselben  gehörigen  Integrale 
vorläufig  weiter  einzugehen  (solches  findet  statt  in  den  Teilen,  welche  über  be- 
sondere Arten  von  Grössen,  bezw.  welche  über  die  Anwendungen  der  Lehren  von  der 
Integral-  und  Differentialrechnung  handeln). 

Amnerkang  6.  In  den  im  nachstehenden  angegebenen  Lösungen  sind,  wie  in  der  Erkl.  45 
angedeutet,  für  irgend  welche  Vielfache  oder  Teile  der  unbestimmten,  allgemein  durch 
C  bezeichneten  Grössen,  oder  für  irgend  welche  algebraische  Summen  derselben,  der  Kürze 
wegen,  stets  wieder  der  Buchstabe  C  gesetzt. 

Anmerkimg  7.  Dem  Studierenden  wird  empfohlen,  sich  dadurch  einen  Beweis  von  der  Bich- 
tigkeit  der  im  nachstehenden  ausgeführten  Integrationen  zu  verschaffen,  indem  er  die 
bei  nachfolgenden  Integrationen  erhaltenen  Resultate,  Ausdrücke  in  x  (nachdem  er  die 
durch  C  bezeichneten  Grössen,  um  welche  nach  den  Antw.  auf  die  Fragen  10  bis 
14  das  zu  bestimmende  Integral  vermehrt  wurde,  wieder  weggenommen  hat)  als 
expliziete  Funktionen  von  der  Variablen  x  betrachtet  und  dieselben  nach  x  differentiiert. 
Die  Resultate  dieser  hiemach  ausgeführten  Differentiationen  müssen  die  im  nachstehenden 
gegebenen  Differentiale  sein. 
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Aufgaben:  Lösungen: 

Man  soll  folgende  Differentiale  nach  den 
bis  hierher  aufgestellten  Integrationsformeln 
und  -Regeln  integrieren: 

l).    X^dx fx^  dx  =    q  +  0  [lieh«  Noti«  i).I 

oder 
2).   x^dx /x^ia;  =  -f— r  +  Coder  =  4-  +  C 

•^  ö  -|-  1  4 

Z).   x^dx /x*da?  = -^— P  +  Coder  =  4-+^ 

4).    X*  dx y^ö  dx  =  -^  +  C 

x^+^  X« 

5).    xdx y'ajdx  ==  -^^—^  +  C  oder  =  -^ 

6).    dx fdx  oder  fx^dx  =  +C  oder  = 

(siehe  Srkl.  48) 


7).    x^dx /a.irda;  =  -^ 

8).    x-*dx fx-^dx  =  —,---  + C 

oder 

3  ^8  -4-  +  1 


"  +  ^  2      8 

+  C  oder  =  y^^  +  C 


^).    «     *  dx y^     4  ^a:  =  -^-^^ h  C 

oder 


-T+l 


4 


==— — hC?o«ler  =  4VV-fC 
T 


.       5  -1+1  _f 


10).   X    '^dj; r^     2j^^^ f-Coder=-?^-hC 


Q        1  9 

*).  Die  yorstehenden  Differentiale  1).  bis  10).  und 
mittel!  Anwendung  der  in  Antw.  auf  Frage  14  aufge- 
■tellten  Formel  la  integriert.  *) 

*).  Biete  Kotisen  sind  im  weiteren  mit  fortlaofea- 
den  No.  versehen,  am  aaf  dieselben  verweisen  a«  können. 
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11).    «~*d« fx'^dx  oder    /  —  d»  [tlehe  Noti«  »).] 

*).  Dai  Dlffenntial  11).  Ut  rttoksiohlUoh  d«BrU.  41 
mittolt  Anw^ndans  4«r  in  Antw.  ami  Vrftg«  H  ftvfg«- 
■toUten  Fonnal  2  Integriert. 

12).    Aa^dx f  4x^  dx  oder  Afx^dx  [eiehe  Noti»  «).] 

oder 

4  2 

=   ga5«  +  4.c  oder  =  ^ä'  +  C 

(•lebe  Ajunerkang  6) 

IS).    7a:^dx fix*  dx  oder  1  ./x^dx 

oder 
=  7.-J-  +  7.C  oder  =  -j»«  +  C 

(liehe  Anmerkiuig  6) 

14).    7  SB^  dx flx^dx  oder  7  .fx^d» 

.4+1 


-^i^+') 


oder 
—  7.-*   +7.C  oder  =  ~+0 

5  5 


(•iehe  Anmerkoag  0) 

15).    ao:*  dx J'ax^.dx  oder  aj'x'*  dx 


oder 


•_.a^l  +  a.c 


oder 

s= .  x*^^-|-  C  {liehe  Anmerk.«) 

«+1  ' 

16).    a  dx fadx  =  afdx  oder  =  afx^dx 

mithin: 

/  x^^         \ 

oder 
s=  a .  a;+a.  c  oder  s=  as  (siehe Erki. 48) 

17).    -|-««l« y|«d«oder-|y«i«  =  |-(|^+c) 

oder 

(liehe  ▲xunerkung  0) 
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18).    ^x^dx 

4 


dx  oder 


oder 


3 

x^  '      _. 

4 

,u. ' 

3 

—  • 

4 

•'+!« 

19).    —  X  dx 


oder 

=r   -jryX^  ~h  ^*  (siehe  Anmerkung  6) 

f-xdxoätr-l./xdx 
oder 


oder 


CO 


= ^  «'  -f-  C  (wenn ,  analog  dem  in 

der  Anmerkung  6  Gesagten,  fflr  —  C  der  Buchstabe 
C  gesetst  wird). 

S)  Die  vorstehenden  DiiTarentiale  12).  bis  19).  aind 
mittels  Anwendung  der  in  Antw.  auf  Frage  15  aufge- 
stellten Begel  I  und  der  Formel  la  in  Antw.  auf  Frage 
14,  oder  mittels  Anwendung  der  in  Antw.  auf  Fra^e  IS 
aufgestellten  Formel  la  integriert. 


20). 


1 


dx 


X 


H 


-dx  oder 

X 


-■/i 


dx  [siehe  Notiz  «).] 


Erkl.  77.    Ein  Satz  aus  den  Lehren  yon  den 
Logarithmen  heisst: 

„Der  Logarithmus  von  £inS|  genommen  in 
jedem  Logarithmensystem,  ist  =  0.'' 


Erkl.  78.    Ein  Satz  ans  den  Lehren  von  den 
Logarithmen  heisst: 

„Der  Logarithmus  eines  Bruches  ist  gleich 
dem  Logarithmus  des  Zählers  des  Bruches 
minus  dem  Logarithmus  des  Nenners  (genom- 
men in  demselben  Logarithmensystem).'' 

Nach  diesem  Satze  ist: 


X 


=  -i.p^Ä  +  o 

oder 

-  — Z^a:4-(— C) 
oder 

=  0  +  (-Z^a:)  +  (-C) 
oder 

=  0-(+Z^x)  +  (-C) 
oder  nach  der  Erkl.  77 

=  Igl-^lgx-^-i-C) 
oder  nach  der  Erkl.  78 

=r   lg V-  C   (wenn   rüokslehtlich    der 

X 
Anmerkung  0  für  —  C  der  Buchstabe  C  gesetzt  wrird). 

«).  Das  Differential  20).  ist  rfloksichtlioh  der  Erkl.  4i 
mittels  Anwendung  der  in  Antw.  auf  Frage  15  aufge« 
stellten  Begel  I  und  der  in  Antw.  auf  Frage  14  aufge. 
stellten  Formel  2  integriert. 
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21).    — j-      /~-j-  oder/a;~*dir  [«leh«  Noti«»).] 

X  J     X  ^ 


''^-    -3-.* 


oder 

=    *"  ,  +C  oder  =  —  —  +  C 
—  1  X 


«-^    .   .     ,  1 


22).    — j-       / — p  oder    i-^'dxoderfx   ^ dx 


=  ---3  +  f  +  0 
oder 
=  .Q  +  Coder  =  --2L-  +  C 


23).    -^       f^  oäBv  f^.dx  oder  fx-'dx 


«-M-i 


-    -5  +  1-  +  ^ 
oder 


*** fs%^'">^''fii^'">^^'iß' 


dx 


2  l  x-^^     ^   \ 


oder 

-    2     x-^  _i__2 
~    3"'  -4  +"3"'^ 
oder 

=  -  «V  +  ^ 

>).  Die  vorstehenden  Differentiale  21).  bis  24).    sind 
▼or  der  Integration  durch  Umformung  nach  dem  Satze: 

„Eine  Potenz  kann  man  aas  dem  Nenner  eine» 
Sruches  mit  eutgegengesetztem  Exponenten  als  Fak- 
tor in  den  Zähler  desselben  setzen/* 

in  Differentiale  von  der  früheren  Fonn  verwandelt. 


S  /»a /»  A 

25).     Vx*    dx /Vx*   i«  oder     /  ä^  d«  [»iehe  Notiz  «).] 


1 ^^ 


,  oder 

8 


=  -^+Coder  =  -|-Vx«"+a 
3" 
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jy^xäx  oder  j  t^  dx 


T+^ 


2" 
.    /  y^x  dx  oder  /  ai'  das 

S  ^' 
oder 

.    ßV^dx  oder   fsx^dx  oder  b  fx^ dx 

oder 

s 

8  S    _ 

=  5--g-  +  5coder=  S^j^  +  C 

T 

.  Ji^x.dx  oder  AJa^.dx 

oder 

"s 

3 
oder 

3  _ 
=  S  .  Ys*  -\-  C   (ilili»  AmDOrkuBg  6) 

mithin: 
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»  — 


1) 


ab  —  an 
phn 


bn 


b  -  n  —  b» 


dx 


82).  ~-dx 

Vi 


J  mn    '  »in  I  6— n  _,   ,         / 


n 


oder 


ah     x^   ,    ah 

mn      b         mn 

n 
oder 

m 


f 


ah  —  an 


bn 


pbn 


V«*""-*~.4a;oder 


ah  —  an    /* 

phn     J 


b  —  n  —  bn 


X 
b — n  —  bn 


bn 


dx 


pbn        I  5 — n — bn  I 

V bn        +  ^         / 

oder 


ab  —  an     x 


bn 


oder 


phn         b — n 
bn 


.    ah  —  an 
phn 


bn 


+  c 


oder 

o— w  b  N 

=  -rt  ^«  +Coder  =  -  aj^^    ^ 
P  P 

oder 

_l 

a     »"     ,   ^    ,  a,Vx    .   ^ 

=    -  •  -^r-  +  C  oder  =  — l h  C 

P       _  _  _ 

*).  DU  TontohendM  Differentiale  25).  bis  81).   sind 
Tor  der  Integration  durch  Umformung  nach  dem  Satse : 

„Jede  Wumel  kann  man  ala  eine  Poteni  mit  ge- 
broehenem  Exponenten  schreiben,  detsen  Zfthler  der 
Potenzexponent  des  Badikanden  und  dessen  Nen- 
ner der  "W unelexponent  ist/^ 

in  Differentiale  Yon  der  früheren  Form  Terwandelt. 


/-g — -dx  oder  n 


8 

Yx 


4.x    ^(frc  oder  4 


'/• 


^dx 


[sieh«  Kotis  ?>.] 


mithin: 
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.—■"  =  ■'■-'+*■" 

Vi  i 

oder 

» 

=   e./s'  +  C    (■i«li«At<ni.rkuiig 
_  S 

/,_-  oder  / — T-diEoder    Ix    ^  äx 


x'i 
— I-Coder  = 5-+C 


--,-  +  > 


/-j —  dx  oder   /"as 


-s+' 

oder 

=  ->  +  « 
3 
oder 


-— -  +  c 


/,—  oder   l—r-dx  oder  /js    äd^ 
x-i*' 

-!+■ 

oder 

=  ■^-  +  C  oder  =  2  V'«  +  C 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a,  M,  1881  > 

Der  ansfiihrliche  Prospekt  nnd  das  ansfUhrliclie  Inhalts- 
Terzeichnis  der  „yollständig  gelösten  Aufgabensaininliiiig  von 
Dr.  Ad.  Kleyer*'  kann  von  jeder  ßucliliandlnng,  sowie  Ton  der 
Verlagshandlung  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  and  gut  brochiert  am  den  iofortigen  and  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enth&lt  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
and  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzehie  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  8—4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  aiii  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung 
für  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schfiler  aUer  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorsüglichste  Lehrbuch 
mm  Selbststudium,  das  vortrefflichste  Nachschlagebuch  fttr  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

B).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entcgen. 


Das  vollständige 

Inhaltsyerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen   Hefte 

fcinn  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 
Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Dmok  Ton  Carl  lEammer  in  Stuttgart. 


"-  i 


i^aHi    Bllli  li^ii^BBBBSBBSBBBBa^BBB^BSSBaBBBtBBBSBSBE^BBBBaBBB^MIMfBMH^^ 

C  -I  /?     JJ  £tL        I     ^*^^    i    Integralrechnung  I,    l 
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^XV,      RMJJRV,         .  I    .,  -  -.'c^rl-v       Fortsetzung  von  Heft  515.  1 


Aufgaben  -  Sammlung 


-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  fflr  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

iBgtbe  m  Eitiickliui^  dtr  tMnntzten  Sitxe,  Formelo,  Regeln  In  Fragen  and  iitiorten 

erläutert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograph,  Tafeln, 

«UB  allen  Zweigen 
te  Kedim^iuMt,  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  u.  ■phAriachen 
nigonometne,  synthetttchen  Geometrie  etc.)  u.  höheren  Mathematik  (höhere  Analygis, 
i^meroitial-  n.  Integral-Eechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Baumes  etc.);  — 
ans  aUen  Zweiflren  der  Physik,  Mechanik,  GraphesUtik,  Chemie,  GeodSaie,  Nantik, 
■stkemat.  Geographie,  Astronomie;  des  Maschinen-,  Straften-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
üTSaken-  n.  Hoehban's;  der  Konstmktionslehren  als:  darstelL  Geometrie,  P^lar-  u. 

Parallel-FerBpeotiTe,  Sehattenkonstrnirtionen  etc.  etc. 

fOr 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Tecbniker  jeder  Art,  Militirs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreiclien 

Studium,  zur  Forthfilfe  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 
herausgegeben  Yon 

Hr.  Adolph  Kleyer^ 

aCMhamfttikMr,  TereidaUr  königL  preuM.  Feldmesser,  TereidetM  grossh.  heMiiober  QtOttet«K  L  Um«« 

in  Frankfurt  a.  M. 
unter  Mitwirkung  der  bew&hrtesten  Er&fte. 


Integ^ralrechnnngf  I,  i.  Teii. 

Fortsetzung  v.  Heft  515.  —  Seite  65—80. 

Inhalt: 

Aufgaben  cur  Uebmig  in  dem  Auffinden   nnbestimmter  Integrale,  Fortsetzung.  —  Aufgaben  zur  Uebung 

in  dem  Auffinden  bestimmter  Integrale. 
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Stuttgart  1889. 
Verlag  von  Julius  Maier. 


Das  YOliständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


in  FrankJEnrt  a.  M.  1881. 


PROSPEKT. 


DieseB  Werk,  welchem  kein  ähnllcbeH  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3—4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  Ton  25  ^  pro  Heft  and  bringt  eine  Sammlang  der  wichtig- 
sten and  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik ,  Pbjsik, 
Mechanik,  math«  Geograplüe,  Astronomie 9  des  Maschinen-,  Strassen- ,  Eisenbahn-, 
Brücken-  und  Hochbanes.  des  konstruktiren  Zeichnens  etc.  etc.  and  zwar  in  Tollständi? 
gelSster  Fonui  mit  yielen  Flgnren,  Erkläningen  nebst  Angabe  and  Entwickelnng  der 
benntsten  Sätze ,  Formeln ,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösang 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  In  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  and  alsdann  anch  alle 
Teile  der  reinen  and  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngelSsten  Aafgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösang  (in  analoger  Form,  wie  die  bezflglichen  gelösten  Aafgaben)  des  Stadierenden 
ttberlassen  bleiben,  and  zagleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schnlanterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  fQr  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlosse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTcrzeich- 
nifl,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  ttber  das  betrelTende  Kapitel  zur  Ausgabe 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch -naturwissen- 
Bchaltlichen  Unterrichtsplanes  folgender  Schalen:  Realschulen  I.  und  IL  Ord.,  gleich- 
berechtigten höheren  Bürgerschulen ,  PriTatscbulen,  Gymnasien  9  Realgymnasien ,  Pro- 
gymnasien,  Schullehrer- Seminaren ^  PolytechnUten  9  Techniken  9  Baugewerkachulen, 
Gewerbescbnlen,  Handelsschulen,  techn.  Torbereitungsscbulen  aller  Arten  ^  gewerbliche 
Fortbiidungsschnlen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  und  Forstwissenschaftsachiilen, 
MiUtärschnlen,  Torbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  fär  das  Eii^ährig-Frel- 
vrillige-  nnd  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  Schaler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  and 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schale  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prflfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  llberans  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgefahrt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kriUtige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematiscben 
Disziplinen  —  mm  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schalen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lnst,  Liebe 
und  Yerständnts  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militär» 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Anffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessen eo 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  aUen  Beruf »• 
Bweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  ucd 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namco 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt 

Stuttgart  Die  Terlagshandliuig. 
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36). 


4 


dx 


dx 


Vhx' 
oder 


V^.Vi 


8 


dx  oder  = 


\/tJ 


h 


dx 


mithin: 


+  c 


oder 


oder 


a      X*    ,      a 

-* — r+-i— * 

V5"     T        \^6 


4a 


=  -j — Vx+  C  oder  =  4, 


•Vf+0 


37).    -^d» 

2yx^ 


J    2V^a;5  2y 


mithin: 


-*  +  i 


/.^.V-"-T(fT^  +  ') 


oder 

a         2      -1       a 
=  —  -  -  •  —  —  *  X     *  —    c 
2  1  2 


oder 


38). 


—  2a 


SftV^i^ 


dx 


-8-      ''^=   -36     /* 


/ 


—  2a 

s 

mithin: 

—  2a 


—  2a    /•  -  s^ 


3 


3fc\^ 


X' 


-dx  = 


oder 


—  2a  I    a;     ^ 


+  c 


—  2a  3      - 


2 


8        2a 
• .  X        c 

36  2  3ö 


oder 


a 


8 


—  C 
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39).    - 


ab 
mn 


1 


dx 


Vx'+' 


■■/ 


ah 


«in      « 


Vx'+ 


dx=—^fx    '»    dx 
m 


h    /. 


d.  i. 


6-j-ffi 


ah 
mn 


+  1 


X 


6-l-n 


+  c 


n 


4-1 


oder 


oder 


ah     X     *        ah 
_ c 

mn  h        mn 

n 


—  C 


m 


Vx' 


^).  Die  Tontehenden  Differentiale  32).  bis  39).  »ind 
Tor  der  Integration  durch  Umformung  nach  den  in  deu 
NotiEon  6).  und  ^).  angeführten  ßfttzen  in  Differentiale 
von  den  früheren  Formen  verwandelt. 


40).    {ax^-\-hx^-\-cx-^m)dx J'{ax*'\-hx^'\-cX'^m)dx  = 

f(ax^dx  +  hx^dx  -{-cxdx-i-m  dx) 

oder  [siehe  Kotia  •).] 

=  fax^dX'\-fhx^dx-\-J'cx  dx-^-fm  dx 
oder 

=  afx^dX'\-hfx^dx-{-cfxdx-{-mJ*x^djr 

mithin : 

/  x^^  \  (  Ä*"^^  \ 

/(aa;>  +  6a:2  +  ca;  +  m)(l«  =  a  (^-^_^_^  +  c^j +  6  (^-gq-^  +  Cjj -h 


oder 

(a  c,  +  6  Cj  +  c .  Cj  4-  *M  C4) 
=  c 


oder 
=  -4-  +  -3     +-2-  +  "»*+^ 


c«' 


41).    (4aj3_5x^  — 8a;  +  8)(la: 


y(4a;3__5a.i_3aj^8)dÄ  =/4a?'.d«  — 

fhx^dx  — /8  «  da?  +/8  dx 
oder 

=  Afx^dx  —  hfx^dx  —  Zfxdx  +  Sfdx 

d.  i. 

«(■nrr+'')+8(o+f+''*) 

oder 
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y(4a:»  — 5««  — 3«  +  8)d«  =  ac*— yflc» 


5^ 
3 


oder 

42).    («»— jc«)da:       /{a^^-x^dx  =  fa^dx-^/x^dx 

oder 

=  a^fx^dx^fx^dx 
mithin : 

/ia^^x^)dx  =  a«(^-p-+c)-(^^^-+c,) 
oder 

r=  «'•«-  3-  +  (^3::^) 

oder  =  ^ 

43).     (^^'  +  2)da: f(^^'+^)dx  =  f^x^dx+/2dx 

oder 
=  ^Jx*dx  +  2/dx 
mithin: 

1  /««+» 


oder 


oder 

44).     (-^-«»  +  12«'  — 29a:;  — 20)da!      .    .    .    A(y«'H-12a!»  — 29«  — 2o)  i«  = 

/ia:.dx+/l2x«d.- 

oder  ^  ^ 

=  y  y  «» da;  +  12/a;«  d»  —  29/a;  d«  — 

20ya?M« 
mithin: 

y(4x.+  12x'-29«-20)dx  =  4(^  +  c.)  +  12(J^  +  c)- 

oder 
=  f   4"  +  ^24-29^--20x  + 


oder 


(|-Ci  +  12cj  — 29C5-2OC4) 
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n^x^  +  I2x^  '-29X  -'20\  dx  = 


^  -j_4a.i__^aj»  — 20x+C 


3     '     "^         2 

45).    6x^dx  —  hxdx  —  16 dx Der  gegebene  Ausdruck  stellt  das  Differential: 

(6a5*--5«  — 16)^«  dar;  es  ist: 

/(6a;'— 5«— 16)^05  =  f^x^dx—'/hxdx- 
flßdx 
oder  -^ 

=  Gfx^dx  —  hfxdx—lßfx^dx 
mithin: 

r(6x^dx^bxdx-iedx)  =  e^-^^  +  CiJ-ö^y^  +  c,)- 

^  _    ^  «(«^+'') 

=  6--^~5--|^-16.Ä+(6cj-5c,^16cj) 
oder 
=  2«8  — yÄ«  — 16j+0 

46).    (a4-&«)c^» f{a'\-hx)dx  =  J'{adx-\-hxdx) 

oder 

=  afx^dx-^hfxdx 
mithin : 


=  c 


/(a  +  bx)dx  =  »(-^+«)  +  *(^^  +  «t) 


oder 

oder  ~" 

A).  .   .    .  f{a -\-bx)dx  =  ax  +  ^  *'  +  ^  <»**^®  ^'"-  '^>- 

V.V1     r7ö         n^k»!^«-     «»««     «.;«k      Ja«,      «««i,  ")•  ^^«  Torstehenden  Differentiale  40).  bii  46).  «ind 

BrU.    79.        Denkt     man     sich      dem     nach    mlttelt  Anwendung  der  in  den  Antworten  »uf  die  Fragen 

nebenstehender  Auflösung  gefundenen  Integral   15  und  16  aufgestellten  integratiomregein  i  und  2  und 

2)  (i2  der  in  Antw.  auf  die  Frage  14  aufgestallten  Integrationi- 

ax -\- -^  x"' -{- C  die  Grösse  -^    zugefügt    und    formel  la.  integriert. 

dieselbe  wieder  weggenommen,  setzt  man  also: 

SO  erhält  man: 

ax-\-  2-x'  +  C  =  |^+a«+  2  *'+<^-  "** 

oder 

oder 

26"     +^' 
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In  diesem  Sinne  kann  man: 

A  J. .  .y  (a  -h  bx)  dx  auch  =   ^*"*^^^^*  +  C, 

setzen.  Zwischen  diesem  hiemach  bestimmten 
Integra]  ^  g.  ^  -\- C^  und  dem  nach  neben- 
stehender Auflösung  bestimmten  Integral  ax-\- 
-^x^-\-  C  besteht  somit  die  Beziehung,  dass: 

-) *^. -<^— 2T 

ist. 


47).    (8«*-f-^)dx f(9x'  +  ^)dx  =ßx*dx+J'^dx 

oder  f**«  "»"•  •>■] 

=  Z/x*dx+T/x-'^dx 
mitbin: 


/(3..  +  ^)d.  =  z{^  +  c)  +  l{^^  +  c) 


oder 

oder  ~  ^ 


48), 


(•|.«-4r)-. /d'*-!)^" /(!-♦'- J^') 


oder 


=J'^Mx-f^dx 


oder 


=  ^  fzidK-^fx-^dx 


mithin: 

4+1 


/a.»-i)-=i(^+«)-K^+-) 


oder 

5 


5     X 


8  ^-8 


-3-^  +  (|«=-3c.) 


8     J^ 
oder         3  =0 


49) 


5 

P^dx-flVl^dx+f~ai^dx-J~  dx 


oder 
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9 


7  \T+T+'^j-TV— 2+1  +<^.; 


oder 


7 


0..  ■  (^^^)-4(-i-^0 

=  0 

60).    (2  V«+ -^  +  7  V"«*)  d«      ....    /'(2V'Ä  +  -^  +  7VS5)(la;  = 

oder  V«' 

1  _  ?.  i 

=  2fx^dx-{-Afx     ^dx  +  lfx^dx 

mithin: 


/*(2V^+-j^+7V^)dx  =  21*  — +c|+4  j  ^2— +C.   I 


+ 


7 

A  3  11 


=  2--^-+4.-^-  +  7--j^  +  (2c+4cj+7e,) 
oder 


=  lv<^+fy'''+^v^'+ 


0 


Aufgaben  zur  Uebung  in  dem  Auffinden  unbestimmter  Integrale.  71 

51).     (a;*  +  7^x--/-L-  +  ^)i,     .    .     .     /(x.+ 7  \^— iL +  .  5^)  dx  = 

fx*dx-{-  fl  Yxdx  —  f-^  dx  +  f—^  dx 

oder 
=  ja!^dx-\-'l  Cx^  dx  —  wCx"^ dx-l 

fx 

V  «5  \  Y  -h  1         / 


mithm: 


3  + 
oder 

8 


=(''+«)+'(f+-)- 


—  1 


oder  ^       3  ^ 

8 

«»  2\^i>  3 

2V'a:' 

oder  '  =  c 


«»    ,    14  V"«'    ,       33  _J_ 


I-         1»  V  a-  öo  1        ,    ^ 


2V^ 


«- 


52).    / ^_-H_^„-.a\dx  .    .     .    .     // ._  +  — ._-a\cia:  = 


oder 

8 


^ dx  +  /* — ^ —  fia;  —  /a  dx 

=  — -^/rc     ^dx-\-~jx     ^dx^ajx^dx 
mithin:  3 

-^  ^    h^^^*    aVx      '  V-  =  +i     / 


,      ^      4  "*~  ^ 

oder 
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1  i 


oder  =  c 

53).  (rcVV+aV^«)(J« /{xYx+aY^dx  =:  IxY^dx -{- 1  aVxdx 

oder 

=  I x.x'^dx  +  a/ x^äx  oder  =  j x^ dx -{- a  1  x^ dx 
mithin: 


2 

oder 


«^  .8 

2-       y       =^ 

oder 

8 

-—5— +—4 +^ 

^.  Dia  Tontahenden  Differentiale  47).  bia  6t).  iind 
inUgriert  analog  wie  die  Differentiale  40).  bia  46).  und 
die  Differentiale  21).  bis  81).  ~  Siehe  die  Notlaen  »)., 
*).  ond  •). 


54).    (s«»--^)^!« n^x^'^^)dx^ßx^dx^f^dx 


aiehe 

tU^O). 


oder 


=  ^fx^dx--f^dx 


mithin: 


y(8«._l)da.  =  8(-^+.c)-(/i,«  +  c: 


oder 


X» 


oder  " 


=  X«  — Z^«+C 
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55).      ^5x«  — 6«  +  3  — -|  +  ~)dx    .    .    .     /'(s  «»  — Gx  +  S  — -^ +-|r)  ^«  = 

A  Ä»  dx-ßx  dx  + /s  dx  — /*—  dx  +  f^x  dx 
oder  (siehe  Erkl.  41) 
=  bfx^dx^^lxdx  +  Slx^dx  — 

2P-dx  +  hfx^^dx 
mithin:  •'   *       '     ^ 

(5c  —  6ct  +  Sct  —  2c,  -f  5C4) 
Dder  =  c 

=  -I-«'  — S*'  +  5«  — 2Z^x  — -^  +C7 

56).     (-^+4Vi^  +  5V^i^  +  .^^ l)(lx     n^^4Yxi^hYi'^  +  ~ l)  dx  =. 

f^dx+f4Yä^dX'^ßY^dx+  f-^dx-^  Tidx 
oder 

=  zf^dX'\'4fx^dx  +  bfx^dx+  2/x"  *  dx  — /x«dx 

mithin  (siehe  Erkl.  41): 


(f^-) -'"'^"  ■  ^  '•^' 


+2|_^+c,|-^_pj-  +  c, 


oder 

x^  x*       «    X* 

=  37i7x  +  4.^  +  5-^  +  2.*3--.x-+ 

T  T  "5" 

(3c  +  4c, +5c,  +  2c3-C4) 

oder  ~  ^ 
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^%  Die  Torstehenden  Differentiale  54).  bis  56).  »I&d 
integriert  wie  die  Differentiale  47).  bli  52).;  nnr  iit  ru 
beachten ,  dais  bei  der  Integration  die  Srkl.  41  n  b«- 
rückiichtlgen  ist 


57).    (2co5x  —  %8inx)dx J'(2co8x  —  %sinx)dx  =  f2co8xdx  — 

f^sinxdx    [elehe  Noti«  ".  1 

oder  •' 

=  2j'cosxdx  —  Zfsinxdx 

mithin: 
J'(2co8x  —  3  sin  x)dx  =  2  (sin  x  +  c^)  —  3  (—  cos  x  —  c,) 

oder 

=  2«n  x  -{-  3co« a?  -[-  (2  c,  +  3  c,) 
oder  =  ^ 

=  2  sin  x -\- ^  cos  X -{- G 

58),    {asinx -\'hco8x-^c.t^,dx f(a8inx  +  hcosx-\-c,tridx  = 

J'a  8inxdX'^J'bco8xdx-\-/c.e^  dx 

oder 
=  aj sin  xdx-^-  hfcos  xdx-\-  cf^  dx 

mithin : 

f{asinx-\-'bco8x-\'Ce^)dx  =  a( — co8x  —  Ci)+^(«»w«  +  ^2)  +  ^(*'^+^o) 

oder 

=  —  a  cosx  +  6  «n  ac  -|-  c  «*  4" 

{— a.c, +6.c,+  c.c,) 

oder  =  o 

=  hsinx  —  a  cos  X -\- c  e' -\- C 

59).     („,.«'  +  -2+-J_)d. J(„,.a^+^  +  -P-)dx=fma'dx  + 

oder  -^  *  -^  ""*  * 


=  mi a^ dx-^-nl-  dx4-pi — ^ — dx 


mithin: 

.X 


=  ♦»(7^-  +  Ci)+n(/^a;+C2)+|)(f^x  +  C3) 


oder 


X 

a 


oder  "" 


ma* 


=  -^    -  +  ^^^  +  ptgx  +  C 
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60).    ( -]—  +  -^^^  -  +  —L=^\dx.   .    f(—L.^  +  ^^+^^J__\dx^ 

1+«'      V  «»»'«       J  v^i  — «» 

oder 

mitbin: 

oder  (arc(«n  =  ar)  +  c,) 

=  arc  (ig  =^  x) -^  a  ctg  X -\-  arc  (sin  =  «)  + 
ErkL  80.    Berücksichtigt  man  die  Erkl  47,  .  .      x 

nach  welcher;  ^Sl^iS-^Z^- 

/^  oder  =  c 

——.dx  =  arc(<^  =  Ä)  +  c  --  arctgx^aetgx-\'aresinx'{-C 

(fliehe  Erkl.  80). 

and  auch :  =  —  arc  (ctg  ^  x)  —  Cj 

nach  welcher  ferner: 

l).      /  — .  dx  =5  arc  (sin  =  «)  4-  c 

und  auch:  =  —  arc  (cos  =  ac)  —  Ci 

sein  kann,    so  erhält  man  ausser  der  neben- 
stehenden Auflösung  auch  noch: 

J  ( i^H^  "•"  is.^  +  yr^i')  ***  " 

—  arc(etg  =  x)  —  aetgx  —  arc  (cos  =  a:)  -|- 

=  ^'  Li).  Die  vorstehenden  Differentiale  57).  bie  60).  sind 

oder  integriert  analog  wie  die  Differentiale  40).  bis  4ß).  und 

mittel!  Anwendnng  entepreehender  in  Antw.  aaf  Frage  14 
=    arc  ctg  X  —  a  ctg  X  —  arc  cos  X-\-C  aufgestellten  lotegradonsformeln. 


jc3_4a:2  +  5 


^' X /      — '  "*  ~  /(*  — 4a:+5a5    *)aa; 


[siehe  Xotls  i<)  ] 

oder 
=  fx'^.dx—J'4xdx+fbx''^*dx 
oder 

=  I x'^,dx  —  4  / xdx-\-B I — d« 

mithin: 


/'"=^^-  -  (l?lV'.)-'fe"+-)-^*'+'.: 


oder 

=  Aa?»-2a;»  +  5Z^a;  +  (ci~.4c,  +  5c3) 
oder 

=  -^  x^'-2x^-\'blgx  +  C 
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8  4  8  4 


eVx  eYx 

^  A  4  1  112       1  K  8       1 


f^l=l^±^y^^ax  oder  =/(ia.^--^-|a:-^-V-^'x"-3)ix 


oder 

4 


—  5 


oder  ^ 

oder  . 

mithin  ist: 


/ 


8_  4 /      i+1 


6 


Vx-2Vx^  +  4V,x^  ^^  =  11  .^+c|- 
6^«  \T  +  ^ 


oder 

1  1  4_      1!  4 

_    1     SB*        1     «'       2V5      «"       /l  1  2V'5r     \ 


3  12  ^ 

oder 


8  8^ 

dx 


3+_5V^  ,  /-S  +  SV^  ,     _   /-S  +  S^y 


«^^1^- /nr-v- 


oder 


«^ 


=z/(z,x'^+hx^^^dx  oder  =  y  (s«""  *  +  5a;~  ^)  dx 

oder 

/»  8  /»  5  /»         8  /*         ^ 

3«     ^dx+J^x     ^  dx  oder  =  s/a;      ^dx-^bjx      ^  dx 


mithin: 


8  8    .  .  5 


/-W^- -&-)-(*-) 


2   ^  '^  ^6 

oder 


/ 
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2  6 

oder 

=  --^  +  30Vx>C 

64..    (2x+l)Mx /(2aj+l)»d«  =:/(8«»+12«»  +  6a;  +  l)dx 

oder 
=  /8««  dl»  +/I2aj»  dx+f6x  dx  +/l  dar 

oder 
=  S/x^dx+l2/x^dX'\-6fxdx+/x^dx 

mithin: 


oder 

=  8.^+12.   3-  +  6.   2   +X  + 

(8c+12ct-t-6c,  +  c,) 

oder  =  c 

ErkLSl.  Wird  das  Differential  64).  integriert,  o  i  i  ^    a  i  o   7  i       1  /^    ,  i^v    •- ,.,  «.v 

ohne  dass  vorher  die  in  dem  Differential-     =  2a:*  +  4«»  +  3x'  +  a:  + 0    (.«he  Brki.  81). 

koeffizient  (2a; -{-1)3  angedeutete  Operation 
der  Potenzierung  ausgeführt  wird,  wird 
z.  ß.  jenes  Differential  {2x  -^  ly  dx  integriert 
wie  in  dem  späteren  Abschnitt:  ^^Integration 
durch  Substitution**  gezeigt  ist,  so  erhält 
man  ein  anderes  Integral  als  das  nach  neben- 
stehender Auflösung  erhaltene;  beide  Integrale 
unterscheiden  sich,  wie  in  jenem  Abschnitt  ge- 
zeigt wird,  um  ein  Glied  und  in  der  allgemein 
durch  C  bezeichneten  Grösse. 

Was  fQr  die  Integration  des  Differentials  64^. 
siesagt  ist,  gilt  in  analoger  Weise  auch  fQr  die 
Integration  der  Differentiale  65).  und  66). 

X  J  X  J  X 

oder 


=  f{x^  —  3a;»  +  3a;  —  ~)  dx 


oder 


—  fx^dx  —  fSx^dx  ■^'J'Sxdx  —  /-  -dx 


oder 


=  Jx^dx  —  Zjx^dx  +  3 /*a;  dx  —  / —  dx 


mithin : 
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oder 

oder  =  c 

=   -^ 4~  +  ~2 '^*+^    (8.  Erkl.8l). 

4  _  4  _  ^  _  _ 

66).    (3  +  2Vx)Ma: /(3  +  2 /icjMa;  = /(27+54V'a;+36V'« + 

oder  8V^)dx 

4  _  4 

/(3  +  2Va:)Ma;  = /27  dx+/54  ^0:^«  + 

_  4  

/'36V^ajdx+/8V^a;»dx 
oder  ^  •' 

1  i. 

=  27/a;«  d«  +  54/«  *  da;  +  36/ä  ^  dx  + 

8/«*  äx 
mithin  ist:  "^ 

1 


36|^-  +  c,  |+8l   *— + 


oder  A  ^  ^ 

=  27«+54. ^  +  36^  +  8^  + 

T  T         T 

(27c+54c,+36c2  +  8c3) 
oder  =  ^ 

=  27a;  +  -^-Va;»4-24Vx»+4r-V'a;^  +  C 

(sieh«  Erkl.  81). 

i>).  Die  vorstehenden  Differentiale  61).  bU  ^).  tiad 
integriert,  indem  die  allgemeiii  darch  /(«)  dargestellten 
Dlfferentlalkoefflsienten  der  allgemein  durch  /(«■) .  dx 
dargestellten  Differentiale  durch  vorherige  Bedaküon 
nach  arithmetischen  Oesetsen  auf  solche  Formen  ge- 
bracht wurden,  welche  in  den  früheren  Differentialen 
1).  bis  60).  enthalten  sind. 
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2).    Aufgaben  zur  Uebung  in  dem  Auffinden  bestimmter  Integrale. 

Anmerkimg  8.  Die  im  nachstehenden  vorgefahrten  Integrationen  haben  lediglich  den 
Zweck,  dem  Studierenden  die  bis  hierher  aufgestellten  Integrations-Regeln  und  -Formeln 
zum  klareren  Verständnis  zu  bringen,  ihm  zu  zeigen,  auf  welche  Weise  dieselben 
zur  Auffindung  bestimmter  Integrale  benutzt  werden,  damit  sich  der  Studierende 
einen  gewissen  Grad  von  P'ertigkeit  in  dem  Gebrauch  jener  Regeln  aneignen  kann. 

Was  die  eigentliche  Bedeutung,  den  Sinn  der  gegebenen  einzelnen  Dif- 
ferentiale und  der  aufgefundenen  bestimmten  Integrale  anbetrifft,  darüber  wird 
das  Erforderliche  in  den  späteren  Teilen  gesagt,  welche  über  die  be- 
sonderen Arten  der  Integral-  und  Differentialfunktionen  im  besonderen 
handeln,  und  welche  die  Anwendungen  der  Lehren  der  Differential-  und  In- 
tegralrechnung enthalten  (siehe  Anmerkung  9). 

Anmerkung  9.  Alle  diejenigen  im  nachstehenden  auszuführenden  Integrationen,  bei  welchen 
die  Integrationsyariable  x  negativ  ist,  sind  nach  zwei  verschiedenen,  aus  den  Er- 
klärungen 141  und  148  bis  152  leicht  erkennbaren  Methoden  ausgeführt.  Der  Zweck 
dieses  wird  in  den  späteren  Teilen  erläutert,  welche  über  die  besonderen 
Arten  der  Integral-  und  Differentialfunktionen  im  besonderen  handeln,  und  welche 
die  Anwendungen  der  Lehren  der  Differential-  und  Integralrechnung  enthalten. 

Aalgitbe  67.    Man  soll  die  durch 

»^  AnllÖBung.    Nach  der  Erkl.  82  bestimme 


/■■ 


=  „  +c 


xdx  man  zunächst  das  za  dem  positiven  Dif- 

ferential X .  dx  gehörende  onbestimmte  In- 

aogedeatete  Integration  aasfahren.  *««'»'  (''»«''«  E"^"-  S^);  man  erhält: 

a) Ix  dx  = 1-  C 

Erkl.  82.    Nach  der  in  Antw.  auf  Frage  20  J  1  +  1 

aufgestellten  Hegel  erhält  man  das  bestimmte  oder 

Integral ,  ^  welches  das  Besultat   des  allgemein  ^^i 

durch    /  f(x)  dx  dargestellten  Vorgangs  ist,  in- 
et r  Legt  man  nanmehr  in  diesem  unbestimm- 
dem  man  das  zu   /  f  (x)  dx   gehörende   unbe-  ten  Integral  der  Variablen  x  einmal  den 

stimmte  Integral  F(x)  +  C  feststellt,  in  dem-  ^®^J  «'  ein  andermal  den  Wert  6  bei,  so 
selben  der  Variablen  x  einmal  den  Wert  a,  ein  erhält  man  bezw. : 
andermal  den  Wert  h  beigelegt  denkt,  voraus-  ^2  ii 

setzt,   daBS  die  Grösse  C  für  jene  beiden  spe-  '2"  "'"  ^«  ^^^    2~  ~^  ^* 

zielten  (und  sämtliche  dazwischen  liegende)  Werte 

der    Variablen  x  dieselbe  ist,   dann  das  In-       Nach  der  Erkl.  82  erhält  man  hiernach 

tegral,  welches  dem  speziellen  Wert  a  der  Va-  nnd  in  der  Voraussetzung,  dass  die  Grösse 

riablen  ^^^^^^^^^^ '[''?},?  w  ?°k  ^a"^  J""'  ^  ^o»»  dem  Wert  a  der  Variablen  x  ab  bis 

!Sb£n  TniÄt      ^  2«  ^^^  Wert  b  derselben   unverändert 

Dieses  Verfahren  ist  symbolisch   dargestellt  ^onstant)  bleibt,  infolgedessen  also  Co  = 

durch  die  Integrationsformel:  Cu  ist: 

aL    ..    p{x)dx=[ff(x^^)dx-c\-  y*^*=     2   "2 

oder: 

&«  — a« 


oder 


\ff('>^a)äx-C]  A) ß^^^ 


'        oder  =  F(b)  —  F{a) 
voffir  man  auch  oft: 
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»2)-   •   .   •    ff{x)dx  =  \F(x)\ 

a 

setzt,  in  welcher  Gleichung 

oder  =  F(h)'-F(a) 
bedeutet. 

Erkl.  83.  Das  durch  x .  dx  dargestellte  Dif- 
ferential, oder  ein  allgemein  durch  f(x)dx 
dargestelltes  Differential  ist  ein  positives;  das 
durch  —  x  dx  dargestellte  Differential,  oder 
ein  allgemein  durch  — f{x)dx  dargestelltes 
Differential  ist  ein  negatives  Differential  (siehe 
die  Aufgabe  78  und  die  Erkl.  111). 


Aufgabe  68.    Man  soll  die  darch 

xdx 


ß 


angedentete  Integration  aasfahren,  nachdem 


AollöBang.     Nach  der  in  der  Erkl  63 
aufgestellten  Gleichnng  1).  ist  allgemeio: 


der  durch   A'dx  angedeutete  Vorgang  mit-  1)-/«^)^^  =  A«+^^)^^+Aa+2da:)dr-^ 

•{  «            f(a  +  Qdx)dx  + -+-f(l)dx 

tels  einer  Reihe  symbolisch  dargestellt  ist.  ^» 

Für  den  speziellen,  durch   1  xdx  darge- 

Brkl.  84    Zwischen  der  Anzahl  n  der  Glieder  t$ 

einer  niederen  arithmetischen  Reihe,  dem  stellten  Vorgang  erhält  man  hiernach: 
ersten  Glied  a,  dem  letzten  Glied  t  und  dem 

summatorischen  Glied  (der  Summe  aller  Glieder)  v/'*,          /,,v,         ,        ,^,      , 

8  derselben,  besteht  die  Relation:  »)•  Jxdx  ==  {a  +  dx)  dx  +  (a  +  2dx)  dx  - 


a) s  =  -s-(«  +  *) 


(Siehe  Formel  2  im  Lehrb.  der  arlthmetiBchen  u. 
geometriichen  Progressioneii.) 

Erkl.  85.     Für  die  Summe  8  aller  Glieder 


(a  +  3  dx)  da: -f +  6  dfx 

Nach    dieser    Gleichnng    ist    der    darcb 

I  xdx  angedeutete  Vorgang  in  Form  einer 


a 


einer  arithmetiBchen  Reihe,  deren  erstes  Glied  Rejhe  symbolisch  dargestellt  und  j war  de r- 

rhe^ti^JdtlLÄIrSeTuVb^lL'^';  "S^-  «!-  dem  unteren  Grenzwert  a 

,,,/•,      ,,^.^       i.«i*  v   der  Integrationsvanablen  x  entsprechende 

und  durch  /  bezeichnet  ist    erhält  maa  nach  Differential    ausgeschlossen,    dass    bin- 

der  m  der  Erkl.  84  vorgeführten  Formel:  g^gen  das  dem  oberen  Grenzwert  b  ent- 

r  sprechende  Differential  h.dx  eingeschlos- 

a).    ...    s  =  ■^((a  +  dx)  +  6)  sen  ist. 

^  Schreibt  man  die  Gleichnng  a).   in  der 

Erkl.  86.    Wenn  gesagt  wird,  eine  (veränder- 
liche) Grösse  habe  einen  bestimmten  Wert,  z.  B.  /•*  r      ,    ,  .   ,  .     ,  o  j  >  • 

den  Wert  b  oder  den  Wert  a,   so  muss  sich  »i)-    /«««  =  [{a  +  dx)-^{a  +  2dx)  + 
diese  Grösse  in  einem  unveränderlichen  Zustand  *^  (a-i-Sdx)-^    .    A-b]dx 

befinden,  der  auf  irgend  eine  Weise  markiert  ^     '  '  '  '    J 

oder  festgestellt  ist.  und  berücksichtigt  man,  dass  die  Reihe  in 

Stehen  zwei  gedachte,  einer  veränderlichen  der  Parenthese  eine  arithmetische  Reihe 

Grösse  x  zukommenden  Werte  m  einer  be-  darstellt,  in  welcher  die  Anzahl  der  Glieder 
stimmten  Beziehung,  so  müssen  die  gedach-  '  ^ 

ten  Zustände  der  Grösse  x,  welche  den  beiden  unbestimmt,  also  =y  ist,  in  welcher  das 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a,  M,  1881, 

« 

Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ausflihrUche  Inhalts- 
rerzeichnis  der  „Yollständig  gelösten  Anfgabensanunlnng  von 
Dr.  Ad.  Kleyer**  kann  von  jeder  ßnchliandlimg,  sowie  von  der 
Verlagshandlnng  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  iat  aufgeschnitten  nnd  gut  brochiert  am  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gebranch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigongen 
nnd  Erklftmngen  am  Schiasse  desselben. 

8).  Anf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  8 — 4  Hefte  zn  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft 

5).  Die  Beiheniblge  der  Hefte  im  nachstehenden,  knrz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  erslohtlioh,  ohne  jede  Bedeutung 
für  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  aberhaapt  aof  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  and  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  aUe  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  fflr  Lehrer  und  Examinatoren,  das  yorsüglichste  Lehrbuch 
sum  Selbststudium,  das  yortrefTlichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Bachbandlungen  nehmen  Bestellungen  entegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsyerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kaan  durch  je-de  Buchhandlung  bezogen  werden. 


HalbjShrlich  erscheinen  Nachträge  über  die  inzwiechen  neu  erschienenen  Hefte. 


Dmok  Ton  Gi^rl  Ilau^ntor  In  Stuttgart. 
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517.  Heft,    "  ^-■'*  ' 


g  t^X  ••     JU-Vii;«^    ^    jmJl.uaj/--.^W     i  Fortsetzung  von  Heft  516. 


Aufgaben  -  Sammlung 


—  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  — 

mit 

Angabe  nd  Bitilckliiiig  der  beiitzten  Sltie,  Formeln,  Redebt  in  Fragen  md  intiorten 

erl&ntert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograpL  Tafeln, 


i 

H  am  allen  Zweigen 


der  SeeheDkosrt)  der  nledereB  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  iphiriichen 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  a.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  o.  Integral-Beehnnng,  analytische  Geometrie  der  Ebene  n.  des  Raumes  etc.);  — 
aas  aSkm  /weig«n  der  Physik,  Mechanik,  Graphostatik,  Chemie,  GeodSsie,  Nantik, 
sMÜieouit.  Geegraphie,  AstrenornJe^  des  Maschbien-,  Straftien-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
BHtekea*  u.  Haehhan's;  der  Konstroktionslehren  als:  darstell«  Geometrie,  Polar-  n. 
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Verlag  von  Julius  Maier. 

Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  l(an 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfart  a.  M,  1881, 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  fthnllches  sar  Seite  steht,  erscheint  monatUch  in  3—4 
Heften  m  dem  billigen  Preise  Ton  25  ^  pro  Heft  and  bringt  eine  Sammlang  der  wichtig- 
sten and  praktiBcbsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik,  Physik, 
Meehanik,  math»  Geographie,  Astronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Brücken-  fand  Hoehliaaes,  des  konstrnktiren  Zeichnens  etc.  etc.  and  zwar  in  TOllstlndig 
gelöster  Form,  mit  rielen  Figuren,  Erklftmngen  nebst  Angabe  und  Entwiekelnng  der 
benntiten  Sfttie,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
Jedermann  Terst&ndlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergi&nzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  and  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  •  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  Torliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  Ton  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
fiberlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  fOr  den  Schulunterricht  benatzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  sp&ter  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltaTeraeich- 
nis,  Berichtigungen  und  erlftntemde  ErklAmngen  Ober  das  betreffende  Kapital  zur  Ausgabe 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  und  II.  (ML.,  gleich' 
berechtigten  höheren  BQrgersohnlen,  Priratschulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gjmnasien,  Schnllehrer- Seminaren,  Poljtechnlken ,  Techniken,  Bangewerkscholen, 
Gewerbesebnlen,  Handelsschulen,  techn.  Torbereitungsschulen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildnngssehnlen,  Akademien,  UnlTorsi täten ,  Land*  und  Forstwissensehaftsschuleni 
Milltärsehnlen,  Torbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  s.  B.  für  das  Eii^Sbrig-Frei- 
willige-  und  Offlsiers-Exanen,  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  PrOfbngen  zu  lösen  haben^  zugleich  aber  auch 
die  liberaas  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stiltie  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  anm  Anllösen  yon  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
Qbrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schaler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  yoII- 
ständige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  ananwenden  und  praktisch  zu  yerwerten.  Lnsty  Liebe 
und  Yerständnis  fflr  den  Schal-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art^  Mllft&rs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Anfhrischnng  der  erworbenen  und  yielleicht  yergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Beraft- 
iweigen  rorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden. mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
▼erbreitet.  —  Wfinsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Veriissser, 
Dr.  Klejer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berftcksichtigt 
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Werten  entsprechen,   in  einer   entsprechenden 
Beziehung  stehen,  und  umgekehrt. 

Mit  der  Feststellung  solcher  Zustände  von 
Grössen  beschäftigen  sich  die  mannigfaltigen 
Messmethoden,  welcher  sich  die  verschiäe- 
nen  Zweige  der  Natur-  und  praktischen  Wissen- 
schaften bedienen  (siehe  folgende  Erkl.  87) 

ErU.  87.  Wird  gesagt,  eine  stetig  veränder- 
b'che  Grösse  x  habe  in  einem  bestimmten 
Zustand  den  Wert  a  (siehe  £rkl.  86),  in  einem 
andern  Zustand  den  Wert  h,  so  ist  durch  den 
Unterschied  beider  Zust&nde  eine  Grösse  be- 
stimmt, deren  Wert  h  —  a  ist,  und  welche  ein 
bestimmter  Teil  jener  Grösse  x  ist;  ein  solcher 
Teil  dient,  ohne  dessen  wahren  und  abso- 
iaten  Wert  zu  kennen,  als  Mass  zur  Be- 
stimmang  der  (relativen)  Werte  anderer,  jenen 
gleichartigen  Grössen. 

£rkl.  88.  Die  unbestimmte  Anzahl  der 
Differentialen,  aus  welcher  das  bestimmte  In- 
tegral besteht,   das  in   dem   allgemein  durch 


erste  Glied  =  a  +  dx  and  das  letzte  Glied 
=  b  ist,  so  erhält  man  nach  Anwendung  der 
in  der  Erkl.  84  erwähnten  Summenformel  : 

a,).  .  .    fxdx  =    -|-((a  +  da;)  +  ö)  da: 

^  (siehe  £rkl.  85). 

Setzt  man  hierin  nach  den  Erkl.  86  bis  89: 

6  — a 


dx  = 


/ 


fax) 


dx  angedeuteten  Vorgang  entsteht,  und 


so  geht  jene  Gleichung  über  in: 

ß  dx  =--  [-^  ((a  +  dx)  +  &)]  A-T_« 

und  hieraus  ergibt  sich: 

-^^((a  +  dx)  +  6) 

oder: 


/' 


xdx  z=z 


welche  die  in  den  Gleichungen  a).  und  at).  der 
Erkl.  63  oder  in  den  Gleichungen  a).  und  b). 
der  Erkl  94  bezw.  die  in  den  Gleichungen  ij. 
Qod  2).  der  Auflösung  der  Aufgabe  68  enthal- 
tenen Reihen  bildet,  mnss  übereinstimmen 
imtder  unbestimmten  Anzahl  der  Di£feren- 
tiale ,  aus  welcher  das  Wachstum  b  —  a  der 
Grösse  x  besteht  (siehe  Erkl.  89).  Durch  b  —  a 
ist  somit  die  Anzahl  jener  Differentiale  bestimmt. 

Srkl.  89.  Wächst  die  stetig  veränderliche 
Grösse  x  von  dem  Wert  a  bis  zu  dem  Wert  5, 
^stellt,  wenn  die  Grösse  x,  sobald  sie  den 
^'ert  a  bezw.  den  Wert  b  hat,  selbst  durch  a 
bezw.  durch  b  bezeichnet  wird,  b  —  a  jenes 
^achstum  der  Grösse  x  dar,  und  zwar  ganz 
einerlei,  ob  das  Differential  der  Grösse  x, 
nüt  welchem  sie  den  Wert  b  erreicht,  einge- 
schlossen, und  das  Differential  der  Grösse  x, 
mit  welchem  sie  den  Wert  a  erreicht,  ausge- 
äclilossen  ist,  oder  ob  das  Differential  der 
Grösse  x,  mit  welchem  sie  den  Wert  b  erreicht, 
ausgeschlossen,  und  das  Differential  der 
Grösse  x,  mit  welchem  sie  den  Wert  a  erreicht, 
eingeschlossen  ist  (indem  in  diesem  letzteren 
fall,  welcher  durch: 

(&  —  dx)  —  (a  —  dx) 

d^gestellt  ist,  diese  Differenz  ebenfalls  = 
^  —  a  ist. 

I>ieses  Wachstum  b  —  a  der  Grösse  x  ist  ein 
Teil  der  Grösse  x  und  besteht  aus  einer  un- 
bestimmten Anzahl y  der  Differentiale  dx  der 
Grösse  x;  man  hat  also  die  Beziehung: 

^' J'dx  =  6  —  a 

'^n<J  hieraas  erhält  man: 
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/ 


xdx  =  — ^-  -  ((^  +  ^)  +  ^^) 


oder: 


A) 


.Jxdx=z    -  2'^~^ 


•  dx 


Nach  der  in  der  Erkl.  63  aufgestellten 
Gleichung  la).  ist  ferner  allgemein: 

2).  .  .  jf{x)dx  =  f{a)dx-i^f{a-\'dx)dx-^ 
«      f{a-\-2dx)dx-\- ■^f{b—dx)dx 

Für  den  speziellen  durch    1  x  dx  darge- 

a 

stellten  Vorgang  hat  man  hiernach: 

hy  ,  .  I xdx  =  a dx -\- {a  +  dx) dx -{' 

«        {a-{-2dx)dx-\- -{-{b — dx)dx 


/ 


Nach    dieser    Gleichung   ist    der    durch 

b 

x  dx  angedeutete  Vorgang  in  Form  einer 


a 


Reihe  symbolisch  dargestellt,  und  zwar 
derart,  dass  das  dem  unteren  Grenz- 
wert a  der  Integrationsvariablen  x  ent- 
sprechende Differential  adx  eingeschlos- 
sen, dass  hingegen  das  dem  oberen  Grenz- 
wert b  entsprechende  Differential  ausge- 
schlossen ist. 

Schreibt  man  die   Gleichung  b).   in  der 
Form: 

6 
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b) dx  =  -^—  bi).  .  .    fxdx=^  [a+(a  +  da;)+(a-t-2(ix)4- 

und  '"  +  (6_da:)ldx 

^) y   "~     dx  ^^d  berücksichtigt  man,  dass  die  Reibe  in 

der  Parenthese  eine  niedere  arithmetische 

Erkl.  90.  Für  die  Summe  .  aller  Glieder  einer  ?^^*^t, 'l^'^'^^ii  r ' /°  welcher  wiedernm  die 
niederen  arithmetischen  Reihe,  deren  erstes  Glied  Anzahl  der  Glieder  unbestimmt,  also  = 
=  a  und  deren  letztes  Glied  =  5  —  dx  ist,  in  f  ist,  in  welcher  das  erste  Glied  =  a  und 
welcher  ferner  die  Anzahl  der  Glieder  unbe-  ^^^  jg^zte  Glied  =  h  —  dx  ist,  so  erhält 
stimmt  und  durch  y*  bezeichnet  ist,  erhält  man  ^gQ  nach  Anwendung  der  in  der  Erkl.  84 
nach  der  in  der  Erkl.  84  vorgeführten  Formel:  erwähnten  Summenformel: 

a).    ...    8  =  ^(a+(6-da;))  hj).  .  .   fxdx  =  I -|- (a  +  (6  —  da;))  I  Jx 

^  (siehe  Erkl.  90). 

Erkl.  91.  Unter  dem  arithmetischen  Mit-       g^^^^    ^^    j^-^^^   wiederum    nach  den 

tel  zweier  gleichartigen  Grössen  A  und  S  ver-  «  , ,    q^  , .    qq  , 

steht  man  eine  solche,  jenen  gleichartige  Grösse  ^^'^'  °^  ""  °^ ' 
M,  deren  Wert  gleich  der  halben  Summe  der  b  —  a 


Werte  jener  beiden  Grössen  ist;  in  Zeichen: 


dx  = 


/ 

so  geht  diese  Gleichung  über  in: 


Erkl.  92.    Für  das  arithmetische  Mittel  M        /xdx=\-^(a  +  {h  —  dx))  1 


&  — o 


der  beiden  durch  ^ ^ —  ^^  ^"^^ 

durch  — ^ 1 ö — ^^  dargestellten   In- 


/ 

und  hieraus  ergibt  sich: 
tegrale  oder  Grössen  hat  man  nach  der  Erkl. 91 :  J  xdx  =  — ^  --\a-\-{b  —  dx)j 

a).   .  .  itf=j/ — ~ 2 — dxj-]-  oder: 

/62  — a'    ,    5  — a,\l   „  fxdx  =^  -^-Ub  +  a)—dx) 


oder  nach  gehöriger  Reduktion: 
b) üf  = 


oder: 

M      7           ^'  — «'        6  -—  a  , 
6«  —  a'  kX,.lxdx=. j5 — dx 


ki).  .  .  /  X  dx  ^ 


Nimmt  man  das  arithmetische  Mittel  aas 

Erkl.  93.   Aus  den  Gleichungen  A).  und  Ai).  den  Gleichungen  A).  und  AJ.,   d.   h.  ad- 

m  Auflösung  der 'Aufgabe  68  ergibt  sich  in  ^iert  man  dieselben  und  dividiert  die  erhal- 

^rÄÄral';^^^^^^^^^^  ^-e  neue  Gleichung  durch  2  (sieheErkl.  92^ 

Grenzwert  entspricht,  noch  eingeschlossen,  ^^  «'^^^^  ^^"^  schliesslich: 

und  das  Differential,  welches   dem  unteren'  r>b  -^t ^i 

Grenzwert    entspricht,    gerade   noch    ausge-  B) 1  xdx  =  x 

schlössen  gedacht,  so  erhält  man:  J  ^ 

^  "~  ^   -^_  AzifL  dx  nämlich  dieselbe  Gleichung  als  Gleichung  A). 


2         '        2 
im  umgekehrten  Fall  erhält  man:  Erkl.  93  bis  100). 

—  — dx 

2  2 

Man  erhält  also  im  ersten  Fall  ein  Integral, 

h  —  a                          ,     5'  — a' 
welches  um  — -^-  -dx  grösser  als  ^ 


in  Auflösung  der   Aufgabe   67   (siehe  die 
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ist,  im  zweiten  Fall  ein  Integral,  welches  um 
— ^r~dx  kleiner  als ^ ist. 

Da  das  arithmetische  Mittel  dieser  beiden  In- 

5»  — a' 
tcgrale  (siehe  Erkl.  92)  =  ^  — ,  also  auch 

gleich  dem  Integral  ist,  welches  man  nach  der 
in  Antw.  anf  Frage  20  aufgestellten  Regel  er- 
hält (siehe  Auflösung  der  Aufgabe  67),  so  ergibt 

6'  — a* 
ach  hieraus,   dass  das  Integral  „ ^®'" 

jenigen  Integration  entspricht,  bei  welcher  man 
die  zu  den  Grenzwerten  gehörenden  Differen- 
tialen weder  ein-  noch  ausgeschlossen  denkt, 
diese  Differentiale  also  selbst  als  Grenzen  des 
bestimmten  Integrals  im  wahren  Sinne  des 
Wortes  auffasst. 

Srkl.  94.  Nach  den  in  der  Erkl.  68  aufge- 
stellten Gleichungen  1).  und  la).  ist  ganz  all- 
gemein : 


a).  .  .   ff(x)dx  =  f(a-\-dx)dx  +  f{a  +  2dx)dx-i-f(a-{'Zdx)dx  +  ..  ..+ 


f{b)  dx 


a 


and 


^)-  -  •  ff{x)dx  r=  /'(a)(Jaj+f(a  +  da;)(la;  +  A«  +  2(l»)(Ja;-|- -]-f{h^dx)dx 

Die  rechte  Seite  der  Gleichung  a).  stellt  das 
zü  /  f{x)  dx  gehörende  Integral  dar,  wenn  dem- 


selben das  Differential,  welches  dem  unteren 
Grenzwert  a  entspricht,  ausgeschlossen,  und 
wenn  das  Differential,  welches  dem  oberen 
Grenzwert  b  der  Integrationsvariablen  x  ent- 
spricht, jenem  Integral  eingeschlossen  ist 

Die  rechte  Seite  der  Gleichung  b).  stellt  das 
zu  I  f{x)dx  gehörende  Integral  dar,  wenn  in 

demselben  das  Differential,  welches  dem  un- 
teren Grenzwert  a  entspricht,  eingeschlos- 
sen, und  wenn  das  Differential,  welches  dem 
oberen  Grenzwert  h  der  Integrationsvariablen  x 
entspricht,  jenem  Integral  ausgeschlossen  ist 

Dies  sind  die  Unterscheidungsmerkmale  jener 
beiden  Gleichungen  a).  und  b). 

Die  Torstehenden  Gleichungen  a).  und  b). 
kann  man  auch  in  den  Formen: 


a,).  .  .   ff{x)dx  =  [/'(a  +  dx)-f  f(a-f-2daj)  +  /'(a  +  3(la;)  + +  A6)]da; 


nnd 


\)'^>p{»)äx  =  [f(a)  +  Aa  +  €?a;)  +  Aa  +  2daj)  + j^f(h^dx)\dx 


schreiben. 

FQr  den  Fall,  dass  die  Glieder  in  den  Pa- 
renthesen auf  den  rechten  Seiten  dieser  Glei- 
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chnngen  in  der  gegebenen  Reihenfolge  eine 
niedere  arithmetische  Reihe  bilden,  kann 
man  nach  der  Erkl.  95  jene  Gleichungen  a^). 
und  b|).  bezw.  auch  in  den  Formen: 


und 


b,).  .  .  Jf{x)dx  =  [4(A«)  +  r(2^-^a;))jdaj 


schreiben. 


Setzt  man  ferner  in  diesen  Gleichungen  nach 
den  Erkl.  86  bis  89: 

,  h  —  a 

dx  = 


/ 

so  erhält  man: 

a  J 

und 

oder  nach  gehöriger  Reduktion: 

»i).  .  ^  ff{x)dx  =  ^^  ^f[a^dx)+f{h)\ 

und 

b*).  .  .  ff(x)dx  =  ^-  [f{a)  +  f{b-^dx)] 


a 


Schreibt  man  die  Gleichung  a^).  in  der  Form : 

a 

ebenso  Gleichung  b4).  in  der  Form: 


a 


und  berücksichtigt,  dass  (siehe  Erkl.  91) 
f(a-j^dx)+f(h)   ^^^    f(a)^f(p^dx) 

das  arithmetische  Mittel  zwischen  dem 
ersten  und  dem  letzten  Glied  der  in  Glei- 
chung a^).  bezw.  in  Gleichung  b^).  enthaltenen 
(niederen  arithmetischen)  Reihe  darstellt, 
so  erhält  man  aus  jeder  der  Gleichungen  a,). 
und  b,).,  wenn  man  nach  der  Erkl.  96  für  dieses 
arithmetische  Mittel: 

f(a  +  0(6-a)) 
setzt : 
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A),  .  .   ff(x)dx  =  (6-a).f(fl  +  e(5  — a)) 

a 

nämlich  eine  Gleichung,  durch  welche  ein  Satz 
symbolisch  dargestellt  ist,  welcher  unter  dem 
Namen  der  erste  Mittelwertsatz  bekannt  ist 
(siehe  die  Erkl.  98  u.  99). 

Erkl.  95.    Ist  die  Reihe: 
c.  .  .  f{a-^dx)dx  +  f{a  +  2dx)dX'^fia  +  ^dx)dX'^ ■rf(b)dx 

eine  niedere  arithmetische  Reihe,  und  berück- 
sichtigt man,  dass  die  Anzahl  der  Glieder  der- 
selben unbestimmt,  also  =  /  ist,  dass  das 

erste  Glied  derselben  =  f{a  +  dx)dx,  das 
letzte  Glied  =  f(h)  dx  ist,  so  erh&lt  man  nach 
der  Erkl.  84  fQr  die  Summe  8  jener  Reihe: 


a).  .  .  8  =.  ^[f(a  +  dx)dx  +  f(h)dx] 


In  analoger  Weise  erh&lt  man  für  die  Reihe : 

A'.  .  .  f{a)dx  +  f(a  +  dx)dx  +  f(a'\-2dx)dx+ +  f(b'^dx)dx 

venn  diese  eine  niedere  arithmetische  Reihe  ist: 

t).     ■  *t  =  4  [f(a)dx  +  nh-~dx)dx] 

ErkL  96.   Wie  in  der  Erkl.  94  gesagt,  stellt: 

f[a-^dx)  +  f{h) 
*■ 2 

das  arithmetische  Mittel  zwischen  dem  ersten 
und  dem  letzten  Glied  der  niederen  arithme- 
tischen Reihe: 

a).  ..  f(a  +  dx)+f(a^2dx)+f(a  +  Sdx)  + -+-/•(&) 

dar,  femer  stellt: 

j,,  f{a)  +  f{h-dx) 

das  arithmetische  Mittel  zwischen  dem  ersten 
imd  letzten  Glied  der  niederen  arithmetischen 
Reihe: 

^1.  ..  na)+f{a  +  dx)  +  f{a  +  2dx)'i- -\-f(b-dx) 

dar. 

Da  nun  jedes  der  durch  a).  und  b).  darge- 
stellten arithmetischen  Mittel  das  mit- 
telste Glied  der  niederen  arithmetischen  Reihe 
ai.,  bezw.  der  niederen  arithmetischen  Reihe  ß)* 
sein  mnss  (siehe  Erkl.  97),  und  da  dieses  mit- 
telste Glied  in  jenen  beiden  Reihen,  wie  diese 
Reihen  zeigen,  dargestellt  wird  durch: 

[/(a) -f-  deijenigen  Anaahl  der  dx,  welche  ein  sol- 
ches Stftck  dee  Wachstnme  b  —  a  der  Yariableu  x 
ftoamachen,  damit  dieses  Glied  zu  dem  mittelsten 
QUede  wird] 

and  da  man  das  in  dieser  Klammer  erw&hnte 
htfick  des  Wachstums  [b  —  a)  der  Variablen  x 
dnrch  B  (b  —  a)  symbolisch  darstellen  kann, 
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wenn  B  einen  solchen  echten  Bruch  bedeu- 
tet, damit  S  (h  —  a)  einen  solchen  Teil  Ton 
Q)  —  a)  darstellt,  welcher  jenem  Stück  ent- 
spricht, so  kann  man  jenes  mittelste  Glied 
allgemein  darstellen  durch: c) /"(a+^C^  —  ^)) 

und  man  kann  sowohl: 

l)...Ä«±^*)±M  =  f^a+G{b-a)) 
als  auch: 


setzen. 


Erkl.  97.  Ein  Satz  aus  den  Lehren  von  den 
niederen  arithmetischen  Reihen  heisst: 

„Das  mittelste  Glied  einer  jeden  arithme- 
tischen Reihe  ist  gleich  dem  arithmetischen 
Mittel  aus  dem  ersten  und  dem  letzten  Glied 
der  betreffenden  Reihe. ^ 


ErkL  98.  Bringt  man  den  in  der  Erkl.  94 
aufgestellten  und  durch  Gleichung  A).  ausge- 
sprochenen Mittelwertsatz  auf  j  xdx  [welcher 


a 


Ausdrucksich  in  eine  niedere  arithmetische 
Reihe  entwickeln  Iftsst  fwie  in  Auflösung  der 
Aufgabe  68  gezeigt  wurae)],  in  Anwendung,  so 
erhält  man: 

a).  .  .  fxdx  =  (6— a).(a  +  0(6  — a)) 


a 

Setzt  man: 

«=j 

wodurch: 

«+-§-(»-«) 

zum  mittelsten  Glied  der  gedachten  niederen 
arithmetischen  Reihe  wird,  so  erh&lt  man  weiter: 

Jxdx^  (6-.a)(a  +  ^(6-a)) 

a 

oder: 


f- 


xdx  =  (&— a)(2a  +  ^-g-^) 


(I 


und  hieraus  ergibt  sich: A) 1  xdx  •= 


62  — a« 


» 


nämlich  dasselbe  Resultat  als  in  den  Aaüösungen 
der  Aufgaben  67  und  68. 


Erkl.  99.    Die  in  der  Erkl.  94  aufgestellte 
Formel : 

a).   .   .  ff(x)dx  =  {b-^a).f{a  +  e(h'-a)) 
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welche  für  den  Fall  gültig  ist,   dass  die  in 
den  Parenthesen  der  Gleichungen: 

f(x)dx  =  [f{a']-dx)  +  f(a  +  2dx)  +  f(a  +  Sdx)  + -^f{b)]dx 


nnd 


f{x)dx=  [na)  +  fia  +  dx)  +  f(a  +  2dx)  + +  f{b-dx)]dx 


a 


enthaltenen  Reihen  niedere  arithmetische 
Reihen  sind,  kann  man  wie  folgt  erweitern: 

Sind  diese  Reihen  keine  niederen  arith- 
metischen Reihen,  wie  bei  der  Aufstellung 
jener  Formel  a).  in  der  Erkl.  94  vorausgesetzt 
wnrde,  und  man  denkt  sich  eine  solche  Reihe 
ersetzt  durch  eine  andere  Reihe,  welche  die- 
selbe unbestimmte  Anzahl  /*  Glieder  hat,  und 

diese  Glieder  so,  dass  sie  alle  einander 
gleich  und  sämtlich  Yon  der  allgemeinen  Form : 
/'(a  -h  einer  noch  zu  bestimmenden  Anzahl  der 
iz]  sind,  so  kann  man,  wenn  man  die  erwfthnte 
noch  zu  bestimmende  Anzahl  der  dar,  welche  ab- 
hingig  von  dem  Wachstum  fr  —  a  der  Variablen  x 
ist,  als  einen  Teil,  ein  Stück  von  6  —  a,  durch 
^(5  — a)  darstellt  (wenn  6  einen  echten 
Brach  bedeutet),  jede  jener  Gleichungen  a).  und 
f\.  in  der  Form  schreiben: 


b). 


,Jf(x)dx=i  [//■(«+© (6 -a)]daj 

Setzt  man  hierin  nach  den  Erkl.  86  bis  89: 
i) dx  =  —  — 

/ 

and  reduziert,  so  erh&It  man  ganz  allgemein; 
Ai.  .  .ff{x)dx  =  (6  — o)/'(a  +  0(6  — a)) 

u 

in  welcher  Gleichung: 

r(a  +  0(6-a)) 

die  vorstehend  angegebene  Bedingung  erfüllen 
muss,  welche  darin  besteht,  dass: 

1)..  .yf(a  +  e(6-a))   ^  f{a  +  dx)  +  fia-{-2dx)  + +  f(6) 

bezw. 

=  f{a)  +  ncL  +  dx)  + +  f(b^dx) 

and  dass: 

2, /=-^- 

^  dx 

sein  muss. 

Die  vorstehende  Gleichung  A).  stellt  den  in 

der  ErkL  94  aufgestellten  (ersten)  Mittelwert- 

äUz  in  allgemeiner  Form  dar. 

IrkL  100.   Wird  in  der  in  der  Erkl.  99  auf- 
gestellten Formel  A).: 
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A) 


f{x)dx  =  (6-a)/'(a  +  0(6~a)) 


a 


der  untere  Wert  a  =  0  und  wird  der  obere 
Wert  b  allgemein  durch  x  bezeichnet,  so  er- 
hält man  die  weitere  Formel: 


B). 


/f{x)dx  =  xf{ex) 


Wird  der  untere  Wert  a  durch  n  und  der 
obere  Wert  b  durch  n-\-h  bezeichnet,  so  er- 
hält man  die  Formel: 


C). 


ff(x)dx  =  Ä./"(n+e/i) 


(Ausführliches  über  die  Anwendung  und  Be- 
deutung der  durch  die  Formeln  A).  bis  C).  sym- 
bolisch dargestellten  Sätze  ist  in  späteren  Teilen 
enthalten,  welche  über  die  Darstellung  bestimm- 
ter Integrale  mittels  Reihen  handeln.) 


Aufgabe  69.    Man  soll  die  durch 

dx 


ß 


angedeutete  Integration  ausführen. 


Auflösung.    Da : 

dx  oder   /  x^dx  =  -^ 


o-f-i 


(ohne  die  OrAu«  r,  ■iefae  Erkl.  43) 

mithin: 

a) fdx  ^  X 

ist,  so  erhält  man,  analog  wie  in  Auflösung 
der  Aufgabe  67,  nach  der  Erkl.  82: 

A) I  dx  =  h  —  a 


Aufgabe  70.    Man  soll  die  durch 

I  x^dx 

angedeutete  Integration  ausführen. 


Auflösung.    Da : 


.2+1 


oder: 

a).    .    .   .    I  x^dx  =  -^   +C 

ist,  und  da  für  die  Werte  b  und  a  der  In- 
tegrationsvariablen X  dieses  unbestimmte  In- 
tegral übergeht  in: 


6» 


+  Cft  bezw.  in  ^   +  ^« 


so  erhält  man  nach  der  Erkl.  82,  und  wenn 
man  voraussetzt,  dass  die  Grösse  C  von 
dem  Wert  a  der  Variablen  x  bis  zu  dem 
Wert  b  derselben  unveränderlich  bleibt, 
infolgedessen : 
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Cu  =  C. 


ist  * 

■/.... -(--o.)-(f-c.) 


mithin : 


/ 


63 


a- 


x^dx  =     « . 


oder : 
A).  . 


a 


I  x^  dx  = 


6»  — a» 


a 


Aufgabe  71.    Man  soll  die  in  dem  Aos- 

druck  fc 

/  4x^dx 


a 


angedeutete  Integration  ausfahren. 


AuflÖBang.  Da  nach  der  in  Antw.  anf 
Frage  14  aufgestellten  Formel  la  und  der 
in  Antw.  auf  Frage  15  aufgestellten  Regel : 

a).  .  .  I Ax^dx  oder  Afx^dx  =  ^'\-ö — r  +  ^l 

oder 

X* 

=  4.  — +  4.C 
oder 

=  »*  +  C 

(siehe  Anmerk.  6) 

ist,  und  da  für  die  Werte  b  und  a  der  Va- 
riablen X  dieses  unbestimmte  Integral  über- 
geht in  a*  +  Ca  bezw.  in  6*  +  C*,  so  er- 
hält man  nach  der  Erkl.  82,  und  wenn  man 
voraussetzt,  dass  die  Grösse  C  von  dem 
Wert  a  der  Variablen  x  ab  bis  zu  dem 
Wert  h  derselben  unverändert  bleibt,  in- 
folgedessen also  auch  Cb  =  Ca  ist: 


A) 


/b  nh 

Ax^dx  oder  Ajx^dx  =  5*  — a' 


a 


Aufgabe  72.    Man  soll  das  durch 

5 

x'^dx 


/• 


dargestellte  Integral  bestimmen. 

£rU.  101.  Bezeichnet  man  den  Zustand  der 
^r^e  ar,  welcher  nach  der  Erkl.  102  als  Zu- 
BUndseinheit  oder  als  Einheit  dient,  mittels 
^es  Symbols  1 ,  so  kann  man  nebenstehende 
uitegralgieichnng  A).  schreiben: 


3 


oder 


(3.1)= 


Aa&ÖBung.    Da  nach  der  in  Antw.  auf 
Frage  14  aufgestellten  Formel  la: 

oder: 

a).    .   .   .    I  x^dx  =    o-  4"  C 

ist,  und  da  für  die  durch  5  und  3  bezeich- 
neten Werte  der  Variablen  x  dieses  unbe- 
stimmte Integral  übergeht  in: 

-^  -f  Cj  bezw.  m  -y^  +  C3 

so  erhält  man  nach  der  Erkl.  82,  und  wenn 
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/ 


x^dx  = 


oder 


5M3  — 3M« 
3 

98 


=     a-W 


oder  kurzweg: 


/ 


x^dx  = 


98 


8 

d.  h.  das  bestimmte  Integral  ist  gleich  dem 

98 

-ö- fachen  des  Zustandes  der  Grösse  x,  wel- 
cher durch  1  bezeichnet  ist,  wenn  diese  Grösse 
x  in  dem  hierdurch  markierten  Zustand  dem 
durch  1'  angedeuteten  Vorgang  unterliegt. 

■ 

Erkl.  102.  Stellen  die  in  der  Erkl.  86  er- 
wähnten Werte  a  und  h  der  unabhängigen  ver- 
änderlichen Grösse  x  Zahlen  dar,  z.  B.  die 
Zahlen  5  und  3  wie  in  der  Aufgabe  72,  so  soll 
damit  gesagt  sein,  dass  wenn  ein  bestimmter 
Znstand  der  gedachten  Grösse  x  mitEins  be- 
zeichnet wird,  als  Zustand seinheit,  kurz 
als  Einheit  angenommen  wird,  die  Grösse  x, 
wenn  ihr  der  Wert  5  (bezw.  der  Wert  3)  bei- 

Selegt  wird,  sich  in  einem  solchen  Zustand  be- 
ndet,  dass  in  ihr  die  Grösse  x  in  jenem 
Zustand  1  fünfmal  (bezw.  dreimal)  enthalten 
ist  (siehe  die  Erkl.  103  u.  104). 

ErkL  103.  Wird  der  Wert  einer  Grösse 
durch  eine  dekadische  Zahl  (z.  B.  wie  in  Auf- 
gabe 72  durch  die  Zahlen  5  und  3)  bezeichnet, 
die  Grösse  selbst  durch  diese  Zahl  dargestellt, 
so  ist  nach  der  Erkl.  102  damit  gesagt,  dass 
die  betreffende  Grösse  ans  der  durch  die  be- 
treffende Zahl  bestimmten  Anzahl  von  irgend 
welchen  Masseinheiten  (relativen)  Einheiten 
besteht  (siehe  Erkl.  104). 

Erkl.  104.  Unter  einer  Masseinheit  oder 
einer  relativen  Einheit  versteht  man  irgend 
eine  Grösse,  deren  Zustand  in  der  Weise  er- 
kennbar ist,  dass  sie  als  Mittel  solcher  Unter- 
suchungen dienen  kann,  welche  darin  bestehen, 
festzustellen,  wieviele  solcher  Grössen,  sol- 
cher relativen  Einheiten,  in  einer  andern  ihr 
gleichartigen  Grösse  enthalten  sind. 


man  voraussetzt,  dass  die  Grösse  C  von  dem 
durch  3  bezeichneten  Wert  der  Variablen  x 
ab  bis  zn  dem  durch  5  bezeichneten  Wert 
derselben  unverändert  bleibt,  iofolgedes- 

ist: 


sen  Cg  =  Cj 


A) 


3 


5                     53 
x^  dx  =  -^ 


3»      ,  98 


Aufgabe  73.    Man  soll  das  durch 


/La 


dx 


dargestellte  Integral  bestimmen. 


AoflÖBong.  Da  nach  der  in  Antw.  auf 
Frage  14  aufgestellten  Formel  1  a  und  nach 
der  in  Antw.  auf  Frage  15  aufgestellten 
Regel: 


/ 


Zx^  dx  oder  3  I  x^dx 


/**'**  =  8-(|^r+') 


mithin : 


oder 
=  3. 


-1-8. c 
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a) 


/ 


X' 


Zx^  dx  =  '  n  '  ~l~  ^  (ti«h«  Anmerk.  6) 


ist,  und  da  fflr  die  durch  0  ond  b  bezeich* 
neten  Werte  der  Variablen  x  dieses  unbe- 
stimmte Integral  ttbergeht  in: 

2~  +  ^0  ^«2^-  *"  "2"  +  ^* 

80  erhält  man  nach  der  Erkl.  82,  und  wenn 
man  voraussetzt,  dass  die  Grösse  C  von  dem 
durch  0  bezeichneten  Wert  der  Variablen  x 
ab  bis  zu  dem  durch  h  bezeichneten  Wert 
derselben  unverändert  bleibt,  infolgedes- 
sen Cb  =  Co  ist: 

Sx^dx  =  -X  — A-  oder  =  -  — 


A).  .  .    /s 


Aulgabe  74.    Man  soll  das  durch 

/  4x^dx 

dargestellte  Integral  auswerten. 


Irkl.  106.  Wenn  es  heisst,  der  Wert  der 
onabhängigen  Variablen  «  ist  =  1  (wie  in  Auf- 
gabe 74  für  die  obere  Grenze),  so  ist  nicht  da- 
mit gesagt,  dass  der  wahre  Wert  der  Variablen 
X  gleich  Eins  ist,  dass  also  die  Variable  x  aus 
einem  Differential  dx  besteht,  sondern  es  ist 
(siehe  Erkl.  103)  damit  gesagt,  dass  die  Grösse 
X  in  irgend  einem  bestimmten  Zustand  (in  wel- 
chem sie  aus  einer  Menge,  einer  Vielheit  von 
Differentialen  besteht)  selbst  als  Einheit  (als 
Ma88einheit)  gedacht  werden  soll. 


Auflösung.    Da: 

/  ix^dx  oder  4  / «' d«  =  4 1  -^ _r~. "+  ^ I 

oder 

=  4.4+4.0 

mithin : 

a).    .    .     I  4x^  dx   =  -    X^  +  C  («iehe  Anmerk.  6) 

ist,  SO  erhält  man: 

J4x^dx=  (A.l»+C,)-(J.03-hC7o) 

0 

oder,  wenn  vorausgesetzt  wird,  dass: 

C,  =  Co 
ist: 

/^  4  4 

4x^dx  =  yl'-y-Ö* 


oder 
3 


mithin : 
A).  .  . 


/ 


Afr'i  flfr  ~-  («iehe  die  Erkl.  101 

**    '*  3  XU  105) 


Aufgabe  76.    Man  soll  die  durch 

/  tnx*dx 
•o 
^gedeutete  Integration  ausfahren. 


AuflÖBong.    Da: 
/ mx^dx  oder  m  1  x^dx  =  ml  „ — -  +  c  I 


also: 


I. .  .y*. 


m 


a).   .  .  I  mx^dx  =  -2-'X*4"  C(iieheAnm©rk.6) 
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ErkL  106.  Ist  der  Wert  einer  Grösse,  wel- 
cher auf  eine  relative  Einheit  bezogen  ist,  durch 
keine  denkbare  Zahl  angebbar,  so  sagt  man, 
die  Grösse  (oder  deren  Wert)  ist  unendlich; 
ist  dies  aber  der  Fall,  so  sagt  man,  die  Grösse 
(oder  deren  Wert)  ist  endlich. 

Man  sagt,  eine  Grösse  (oder  deren  Wert)  ist 
unendlich  gross  (kurzweg  unendlich),  wenn 
ihr  auf  eine  relative  Einheit  bezogener  Wert 
durch  eine  Zahl  dargestellt  werden  mQsste,  die 
grösser  ist  als  jede  noch  so  grosse  an- 
gebbare Zahl  (eine  solche  gedachte  Zahl  wird 
dargestellt  durch  oo). 

Man  sagt,  eine  Grösse  (oder  deren  Wert)  ist 
unendlich  klein  (kurzweg  ist  Null,  ist  Nichts), 
wenn  ihr  auf  eine  relative  Einheit  bezogener 
Wert  durch  eine  Zahl  dargestellt  werden  müsste, 
die  kleiner  als  jede  noch  so  kleine  angeb- 
bare Zahl  ist  (eine  solche  gedachte  Zahl  wird 
durch  das  Symbol  0  dargestellt). 


ist,  und  da  fOr  die  durch  0  und  oo  bezeich- 
neten Werte  der  Variablen  x  dieses  unbe- 
stimmte Integral  übergeht  in: 

-^•0»  +  C;,  bezw.  in  -^.oo*-f  Cqo 

so  erhält  man  nach  der  Erkl.  82,  und  wenn 
man  voraussetzt,  dass  die  Grösse  C  von 
dem  durch  0  bezeichneten  Wert  der  Ya- 
riablen  z  ab  bis  zu  dem  durch  oo  bezeich- 
neten Wert  derselben  unverändert  bleibt, 
infolgedessen: 

Cqo  =  Cq 
ist: 


/' 


00 


oder  nach  den  Erkl.  106  bis  108 : 


Erkl.  107.  In  Rücksicht  auf  die  in  der 
Erkl.  106  gegebene  Definition  einer  unendlich 
grossen  Grösse  (einer  Grösse,  deren  Wert  un-  oder: 
endlich  gross  ist)  muss  das  Resultat  des  Vor- 
gangs, welchem  eine  solche  unendliche  Grösse  A).  . 
unterworfen  gedacht  wird,  stets  wieder  als  eine 
Grösse  gedacht  werden,  deren  Wert  unendlich 
gross  (=  oo)  ist. 


0 


mx^dx  =  00  —  0 


/>00 
mx^dx  =  00   (siehe  Erkl.  109) 

0 


Erkl.  108.  In  Rücksicht  auf  die  in  der 
Erkl.  106  gegebene  Definition  emer  unendlich 
kleinen  Grösse  (einer  Grösse,  deren  Wert  = 
0  ist)  muss  das  Resultat  eines  Vorgangs,  wel- 
chem eine  solche  Grösse  unterworfen  gedacht 
wird,  stets  wieder  als  eine  Grösse  gedacht  wer- 
den, deren  Wert  unendlich  klein  (=  0)  ist. 


Erkl.  109.    Die  durch 


mx 

0 


*  dx  angedeu" 


tete  Integration  ergibt  nach  nebenstehender  Auf- 
lösung eine  unendliche  Grösse,  infolge  der 
Unfassbarkeit  solcher  Grössen,  kein  bestimm- 
tes Integral^  kein  solches  Integral,  welches  die 
Eigenschaft  besitzt,  endlich  zu  sein,  d.  h.  von 
dem  Verstand  des  Menschen  vollständig  erfasst 
(erkannt)  werden  zu  können  —  wenn  man  mit 
endlich  alles  das  bezeichnet,  was  der  mensch- 
liche Geist  Betrachtungen  und  Untersuchungen 
unterstellen  kann. 


Aufgabe  76.    Man  soll  die  durch 


f^x^ 
J    n 


dx 


angedeutete  Integration  ausführen. 


Auflösung.    Da: 

—  x^dx  oder  — 1  x^dx  = 
n  nj 

m  {  X 

"n'\4 


also: 


4+1 


) 
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—  X^dx  =  —  .-=--|-(7  (»leh«  Anmerlc.  6) 
n  n       5 

ist,  and  da  für  die  darch  1  und  oo  bezeich- 
neten Werte  der  Variablen  x  dieses  unbe- 
stimmte Integral  flbcrgeht  in: 


m 
5n 


1*  +  Ci  bezw,  in 


m 
5n 


00 


'00 


ErkL  110.  In  Rücksicht  aaf  die  in  der 
ErkL  106  gegebene  Definition  einer  unend- 
lich grossen  Grösse  (einer  Grösse,  deren 
Wert  unendlich  gross  ist)  muss  das  Resul- 
tat des  Vorgangs,  welchem  eine  solche  unend- 
liche Grösse  unterworfen  ist,  und  welcher  darin 
besteht,  dass  von  dieser  unendlichen  Grösse 
eine  endliche  Grösse  weggenommen  wird, 
wieder  eine  unendliche  Grösse  sein  (siehe 
ErkL  107). 


SO  erhalt  man  nach  der  Erkl.  82,  und  wenn 
man  voraussetzt,  dass  die  Grösse  C  von 
dem  durch  I  bezeichneten  Wert  bis  zu  dem 
durch  00  bezeichneten  Wert  derselben  un- 
verändert bleibt,  infolgedessen: 

ist: 

-00 


/ 


—  X*  ax  =  —  • 
n  n 


00 


m 
n 


ü 
5 


oder  nach  den  Erkl.  106  bis  108: 


f- 

J    n 


9^  ax  =  00 -- 

n      5 


mithin  nach  der  Erkl.  110: 
A).  ...    /  —  X*  d.r  =  00 


Aufgabe  77.    Man  soll  die  durch 

2x^dx 


ß 


2 

ani^edeutete  Integration  ausführen,  und  zwar 
in  Racksicht  darauf,  dass  nach  dem  in  Ant- 
wort auf  Frage  21  aufgestellten  Satz  2: 

2a:^dx  in    1 2x^dx+ 1  2x^dx 

2  2 

gesetzt  werden  kann. 


AoilöBimg.    Da : 

J23^dx  oder  2  jxl^dx  =  ^(^         +  c\ 


8 


also: 


/ 


2x^dx  =   --^  a;^-|- C  (»ieheAnraerlcS) 


ist,  und  da  fQr  die  durch  2,  3  und  5  be- 
zeichneten Werte  der  Variablen  x  dieses 
unbestimmte  Integral  übergeht  in: 

^  .  2*  +  C,  bezw.  in  -    •  3»  -f  C»  bezw. 

5  5 

iny.5*+C5 

so  erhält  man  nach  der  Erkl.  82,  und  wenn 
man  voraussetzt,  dass  die  Grösse  C  von 
dem  durch  2  bezeichneten  Wert  der  Va- 
riablen x  bis  zu  dem  durch  3  und  bis  zu 
dem  durch  5  bezeichneten  Wert  derselben 
unverändert  bleibt,  infolgedessen  also: 

Q  =  Cj  und  =  Cj 

ist: 
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ßx^dx  oder   A«*(fa+/2aj*(l«  =  (y  '  3^  — y-^*^)  +  (y -5*  — y'^*) 


»5 
2  '2  '3 


oder: 

•5  /»3  /»5 


f^x^dx  oder  ßx^ dx+ f2x^ dx  =  y -3*  —  y •  2*  +  y -55  —  y-S^ 


oder 

2  2 

5  5 

mithin: 
>3 


A).  .  .    f^x^dx  oder   f'^x^dx^  f^a^dx  =  y  (5*  —  2*) 


3 
Dasselbe  Resultat   erhält  man,  wenn 

man  die  durch  l^a^dx  angedeutete  Inte- 

gration  direkt  ausführt,  wie  in  den  vor- 
hergehenden Aufgaben  gezeigt  wurde. 


/ 


Aufgabe  78.    Man  soll  die  durch 

*h  Auflösang.    Nach  der  Erkl.  82  bestimme 

xdx  man  zunächst  das  zu  dem  negativen  Dif- 

ferential   —  X  dx   gehörende    unbestimmte 

Intefirral 
angedeutete  Integration  ausführen.  jyl  ^'^^y^  ^^^  ^rkl.  111  bis  119: 

f^xdx  =  ^fxdx 

Erkl.  111.    Ein  allgemein  durch  -fix)dx  .  .  ,    , 

dargestelltes  negatives  Differential  (siehe Erkl.  *^^'  ^^  ®^'**"  ™*°- 

83)  kann  man  betrachten  als  das  Produkt: 

a 


—  f(x).dx  d.  i.  —f{x).'\-dx 


i). . .  / — xdx  oder  — 1  xdx  =  — I  y^,  -fCJ 

oder 


oder  als  das  Produkt:  ,  ^2        v 

fix) .  —  d«  d.  i.  +  f(x)  .  —  dx  =  "■  ("2"  ^"  V 

Durch  beide  symbolischen  Darstellungsweisen  Für  den  Wert  a  der  Variablen  x  hat  man 

wird  ein  Differential  f(x)dx  dargestellt,   das  /  a^          \ 

demjenigen   entgegengesetzt  ist,   welches  somit  ""("g""^    «)'   ^^  ^^^  ^®^^   ^  ^" 

durch  jede  der  symbolischen  Darstellungs weisen:  ^r    •  vi           1.  ^                 /  ^'    1  n  \ 

•'             -^                               *  \anablen  x  hat  man  —  l-ö-  +  ^fcl 

—  /"(«).  — da;  ^  ^           ^ 

und  ^^<^^  ^^^  ^^^1-  ^^)  ^Q<^  i^  <^^^  Yorans- 

^f{x).-{-dx  Setzung,  dass  die  Grösse  C  von  denn  Wert 

dargestellt  und  in  jeder  dieser  Darstellungs-  «  der  Variablen  a;  bis  zu  dem  Wert  6  der- 
weisen  nach  den  arithmetischen  Regeln  als  ein  selben  unverändert  bleibt,  infolgedessen: 
positives  Differential  -\-  f(x)dx  betrachtet  Cj,  ...  C„ 

wird,   das  also  hiernach  als  ein  negatives  jg^    erhält  man: 
Differential   betrachtet  und   durch   — f(x)dx       ^ 

dargestellt  wird.  fLd—-^  /— 4-C  ^ /—  -4.r  ^ 

Nach  den  bekannten  arithmetischen  Regeln    J      ^ »«  —       \  2  ''"    "/  V  2     "     •»/ 

ist  also:  a 

—  f(x).dx  d.  i.  —/*(«).  + doj  =  \  nämlich    oder  nach  der  Erkl.  122: 

-Ax)da:(einnega-         ,  /      b^  \  /a»  \ 

f{x),^dx±l+nx),-dx^  U^IZ,     y-«da.=  (— 2— C„) (^+C,) 

^f{x)dxi      tial  « 

wenn:  und  nach  der  Erkl.  123: 
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— /"(x).  — d«     =    -]-f{x)dx    \  nämlich  ein  /**                 /      &*          \      /^'          \ 

-f/-(x).  +  d«  oder  f(x)dx  =  >  positives  y-«^«  =  l~ T "" W  +  l"2"  +  ^« j 

•4-  f{x)  dx    )     Integral  " 

ist  (siehe  die  folgenden  Erkl.  112  und  113).  Berücksichtigt  man  nunmehr,  dass  in  dem 

zweiten  Aggregat  rechts  -^  das  Vorzeichen 

Erkl.  112.    Ein  Produkt,  das  aus  zweipo-  ,    ,^            ,,,^              .^  ,«•    i              j 

sitiven,  bezw.  aus  zwei  negativen  Grössen  +  '^at,  so  erhält  man  mit  Weglassung  des 

gebildet  wird,  kann  man  als  eine  in  der  That  Summenzeichens    zwischen    den   Klammern 

bestehende,  in  diesem  Sinne  als  eine  posi-  (siehe  Erkl.  121)  und  mit  Weglassnng  der 

tive,  als  eine  reale  Grösse  betrachten,  und  Klammem  selbst: 
zwar  im  Gegensatz  zu  einem  Produkt,  das  aus 
einer  positiven  und  einer  negativen  Grösse 
gebildet  gedacht  wird  und  als  eine  nicht  be- 
stehende Grösse  betrachtet  werden  kann,  in 

diesem  Sinne  eine  negative  Grösse  bedeutet  .         ,  ,      ^,  .  ,          j.         i.^    a  -x          i. 

(siehe  die  folgende  Erkl  113).  in  welcher  Gleichung  die  rechte  Seite  nach 

der  Erkl.  121  eine  Summe  darstellt. 

Krkl.  113.    Die  Zeichen  +  und  —  werden  !>»  nun  nach  der  Erkl.  118  die  Summe 

zu  dreierlei  Zwecken  benutzt,  und  zwar  von  —  C«  +  Co  =  0  ist,    so   erhält  man 

a).  um  die  Vorgänge  desHinzufügens  bezw.  schliesslich : 

des  Wegnehmens,  oder  die  Operation  pb                      r2        ^t 

des  Addierens  bezw.  des  Subtrahie-  a).    ...   / — xdx  = o~"l"   o 

rens  anzudeuten;  /                           2          i 

b).  am  entgegengesetzte  (positive  und  ne-  " 

gative)  Grössen  zu  unterscheiden  und  oder  in  anderer  Schreibweise: 

ci.  am  die  wirklich  bestehenden  von  den  ^ 

nicht  bestehenden  Grössen  zu  unter-  .  v              /*    -j_         i    *'        ^' 


scheiden. 


i).  .  .  .    /  —  X  dx  = 


+^- 


2 


oder 
ErkL  114.    Zwei   Grössen  sind   einander  ,        ., 

gleich   aber  entgegengesetzt,   wenn   ihre  —  _? . 

auf  dieselbe  Einheit  bezogenen  Werte  überein-      ^  2         2 

stimmen,  wenn  sie  ferner  in  Bezug  auf  die-  mithin: 

jenige  Eigenschaft,  in  welcher  die  Grössen  ent-  /»*  ^i ^*   m  h  di   e  ki 

gegengesetzt  sein  sollen,   ein  für  allemal  A,).  .  .  .    /  —  xdx  = x —     mbiiisi'). 

vollkommen  oder  eindeutig  bestimmt  sind.  ^ 

um  anzudeuten,  dass  zwei  Grössen  gleich 

and  entgegengesetzt  sind,   bezeichnet  man 

jede  derselben  mit  einem  und   demselben 

Buchstaben,  gibt  der  einen  (welche  positive 

Grösse  genannt  wird)  das  Vorzeichen  -{-»  der 

andern    (welche   negative   Grösse  genannt 

wird)  das  Vorzeichen  — . 

SteUt  -\-ff{x)dx  oder  J'f{x)dx  eine  posi- 
tive Grösse,  ein  positives  Integral  dar,  so 
stellt  — y /(x)  dx  das  diesem  entgegenge- 
setzte negative  Integral  dar. 


115.  Die  Vergleichung  von  Grös- 
sen in  Beziehung  der  denselben  vermöge  der 
sinnlichen  Wahrnehmungen  zukommenden  Eigen- 
schaften, führt  zu  dem  Begriff  des  Gegen- 
satzes, zu  dem  Begriff  entgegengesetzter 
Grössen,  zu  der  Feststellung  einer  vollkom- 
menen, eindeutigen  Bestimmtheit. 

ErkL  116.  Da  eine  stetige  Grösse  (ein  In- 
tegral) an  und  für  sich  bestimmt  ist  durch 
ihren  Wert  und  durch  ihre  Bildungseinheit,  ihr 
Differential,  so  müssen  die  Bildungseinheiten 
oder  die  Differentiale  zweier  solcher  Grössen, 


1 
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die  einander  gleich  aber  entgegengesetzt 
sind,  ebenfalls  an  Wert  einander  gleich, 
in  Bezug  auf  diejenige  Eigenschaft,  in  welcher 
jene  Grössen  entgegengesetzt  sein  sollen, 
ebenfalls  entgegengesetzt  sein.  Ist  also  die 
Grösse  ■•\-x  oder  x  gleich  und  entgegen- 
gesetzt der  Grösse  — x  (siehe  Torige  Erkl. 
114  und  115),  so  muss  rOcksichtlich  einer  ana- 
logen Bezeichnung  die  Bildungseinheit  der  Grösse 
+  x  oder  x  durch  -[- dx  oder  dx,  die  der 
Grösse  —  x  durch  —  dx  bezeichnet  werden 
(siehe  Erkl.  117). 

ErU.  117.  Zu  jedem  Integral  gibt  es  ein 
anderes,  das  diesem  gleich  aber  entgegen- 
gesetzt ist. 

Stellen  —  f{x) dx  und  +/"(«) dx  zwei  gleiche 
aber  entgegengesetzt zjfce  Differentiale  dar,  so 
stellen  nach  der  Erkl  116: 

f-'f{x)dx  xmd  f+f{x)dx 

zwei  gleiche  aber  entgegengesetzte  In- 
tegrale dar. 

Zwischen  denselben  bestehen  die  durch  die 
Gleichungen: a).  .  .  J--f{x)dx  =  —/+f{x)dx 

und 
b).  .  .  /+nx)dx  =  ^/^f{x)dx 

ausgedrückten  Beziehungen. 
Setzt  man  für  das  durch  /* — f(x)dx  dar- 
gestellte Integral  —  A^  wenn  man  für  das  durch 
f'^f{x)dx  dargestellte  Integral  +  A  setzt,  so 
hat  man  die  durch  die  Gleichungen: 

«) (-^)  =  -(+^) 

und 

ß) (-1-^)  =  -(-^) 

ausgedrückten  Beziehungen,  durch  welche  der 
Fundamentalsatz  der  Mathematik  ausge- 
drückt ist,  der  auch  durch: 1) (_^)-^(-|-^)  =  0 

oder  durch: 

2) (+^)  +  (-^)  =  0 

dargestellt  ist  (siehe  die  Erkl.  118  und  HO). 

Erkl.  118.  Durch  Addition  (Hinzufügung) 
einer  Grösse  zu  einer  andern,  ihr  gleichen 
aber  entgegengesetzten, Grösse  entsteht  eine 
durch  die  Summe  jener  beiden  Grössen  darge- 
stellte Grösse,  die  mit  Null  bezeichnet  wird, 
indem  entgegengesetzte  Grössen  nur  infolge 
der  von  dem  menschlichen  Geist  geschaffenen 
Trennung  des  Ganzen  in  einzelne  Teile,  in  ein- 
zelne Dinge,  und  nur  infolge  der  sinnlichen 
Wahrnehmungen  des  Menschen  und  der  hier- 
durch den  einzelnen  Dingen  beigelegten  Eigen- 
schaften bestehen,  in  ihrer  Gesamtheit  als 
(stetige)  Summe  gedacht  für  den  Menschen 
Nichts  sind. 

Dieser  Fundamentalsatz,  auf  welchem  sich 
das  Gebäude  aller  unserer  Naturwissenschaften 
stützt,  wird  symbolisch  dargestellt  durch: 


Preisgekrönt  in  Frankhirt  a,  M,  1881, 

Der  ansfahrllche  Prospekt  und  das  ansfOhrliehe  Inhalts- 
Ferzolchnis  der  ,,yollstandig  gelösten  Anfgabensammlnng  yon 
Dr.  Ad.  Kleyer**  kann  von  jeder  Bnchliandlung,  sowie  yon  der 
Verlagshandlnng  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  und  gut  brochiert  um  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
nnd  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  Jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3^:4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreiae  von  26  Ffg.  pro  Heft 

5).  Die  Beihenfblgo  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  ana  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  Jede  Bedeutung 
für  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  AUes,  was  sich  flberhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktiachea  Lehrbuch  fOr  Schuler  aUer  Schulen,  das 
beste  Handbuch  fllr  Lehrer  und  Examinatoren,  das  yonüglichste  Lehrbuch 
mm  Selbststudium,  das  yortrefflichste  Kachschlagebuch  fftr  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Bachhandlungen  nehmen  Bestellungen  entegen. 
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der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

käim  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 
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Vollständig  gelöste 

Aufgaben  -  Sammlung 

—  nebst  Anhängen  ungeiSster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  — 

mit 
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Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  l(ann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


PROSPEKT. 


Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3 — 4 
Heften  sn  dem  billigren  Preise  Ton  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlang  der  wichtig- 
sten nnd  praktischsten  Anf gaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik  ^  Physik, 
Mechanik,  math.  Geographie ^  Astronomie i  des  Maschinen- ^  Strassen- y  Eisenbahn-, 
Brflcken-  nnd  Hochbanes^  des  konstraktlren  Zeichnens  etc.  etc.  nnd  iwar  in  TOllständig 
gelöster  Form,  mit  yielen  Figuren,  Erkl&mngen  nebst  Angabe  und  Entwickelang  der 
benutzten  S&tze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verst&ndlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grossere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  In  Ihrer  Gesamtheit  erginaen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbstftndigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngelOsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezOglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Stndierendeo 
Überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  LQsnngen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  fttr  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTonelch- 
nls,  Berichtigungen  und  erlftntemde  &klBmngen  über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe 

Das  Werk  behandelt  zun&chst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwiaaeD- 
schafüichen  ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  nnd  IL  Ord.,  grleleh 
berechtigten  hSheren  Bürgerschulen,  FriTatschnlen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pre- 
gjmnaslen,  Schnllehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerkschnlen, 
Gowerbeschnlen,  Handelsschulen,  techn.  Torbereitungsschulen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Unlrersltftten ,  Land-  nnd  Forstwissenschaflsschnlen, 
Milltftrschnlen,  Yorbereltnngs-Anstalten  aller  Arten  als  s.  B.  für  das  El]^|ilirl|r-Frei- 
wllllge-  nnd  Offlalers-Exaraen,  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  F&cher,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelüste,  Aufgaben- 
Bammlung  Immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  PrÜfüngren  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkelt  der  mathematischen  Wissenschaften  Yorgeführt 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  krftftlge  Stütie  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  AuHüsen  yon  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  h&uslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  in  Ideen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  Torwerten.  Lust,  Liebe 
und  Yerständnis  für  den  Schnl-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  MlUtärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Anftrlschnng  der  erworbenen  und  vielleicht  Tefgessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  aUen  Bemfs- 
iwelgen  Torkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Yer&sser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunüchst  berücksichtigt 

Stattgart  Die  Yerlagshaiidliiiig. 
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oder  durch: 


(+A)  +  {-A)  =  0 


d.  h.  infolge  des  durch  das  Vorgangs«  (oder 
Operations-)  Zeichen  4*  angedeuteten  Vorgangs 
gehen  die  beiden  entgegengesetzten  Grös- 
sen (+  A)  und  ( —  A)  in  den  durch  0  bezeich- 
neten Normalzustand  Aber,  aus  welchem  für 
den  Menschen  alles  entsteht,  alles  besteht,  so- 
bald sich,  wie  vorstehend  symbolisch  angedeutet, 
aus  den  von  ihm  durch  Vergleichung  ge- 
wonnenen Gegens&tzen  ein  Ganzes  bildet. 
(Wie  der  Verfasser  in  seiner  Einleitung  zur  In- 
^nitesimalrechnung  gesagt  hat,  siehe  Erkl.  119). 

Krkl.  119.  Mit  dem  fUr  sich  bestehen- 
den Symbol  0  wird  nach  den  Erkl.  117  und 
US  die  Summe  irgend  zweier  einander  glei- 
chen und  entgegengesetzten  Grössen  be« 
zeichnet;  in  Zeichen: 

1^ 0  =  (+^)  +  (-^) 

ErkL  120.  Eine  zusammengesetzte 
Grösse  (ein  zusammengesetztes  Integral,  siehe 
Erkl  121)  ist  einer  andern  Grösse  gleich  und 
entgegengesetzt,  wenn  letztere  aus  solchen 
Grössen  zasammengesetzt  (gebildet)  ist,  die  der 
Reibe  naeh  gleich  und  entgegengesetzt 
denjenigen  Grössen  sind,  aus  welchen  jene  erste 
zQsammengesetzte  Grösse  besteht.  Öo  sind  z.  B. 
(Siehe  Erkl.  121)  durch : (+A)  +  {-B)  +  (+C)  +  (+D)  +  (-E) 

und  durch: 

(- ^)  +  (+ !?)  +  (- C)  + (-!))  +  (+ J^ 

oder  durch: 

+A-B+C+D—E 
und  durch  : 

—  ul-f  J3-C— 2)  +  ^ 

zwei  gleiche  und  entgegengesetzte  Grös- 
%  sen  symbolisch  dargestellt. 

KrkL  121.  Eine  zusammengesetzte 
<trösse  (ein  zusammengesetztes  Integral ,  ein 
'\gfi*^gftt  oder  Polynom)  ist  eine  solche  Grösse, 
die  aus  einer  Summe  mehrerer  Grössen  ge- 
bildet ist. 

Bildet  sich  aus  den  Grössen  -{-A,  — B,  -{-C, 
— 1>,  —jK  durch  aneinanderfagen  (addie- 
rpn)  eine  neue  Grösse,  so  wird  diese  dargestellt 
durch : 

^1.  .  .  (4-il)  +  (-5)+(+C)+(-fD)  +  (--E:) 

oder  sie  wird,  mit  Weglassung  des  Hinzu- 
tügungs-  (oder  Additions«)  Zeichens  -|-,  dar- 
zestellt  durch: 

5i +A^B  +  C+D'—E 

Eine  anf  diese  Weise  dargestellte  Grösse  ist 
eine  zusammengesetzte  Grösse. 

KrkL  122.  In  einem  für  sich  bestehenden 
Symbol  von  der  Form: 

K 1  e  7  e  r ,  Integralrechnung  I,  1 .  Tei l.  7 
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bedeutet  der  in  der  Klammer  (Parenthese) 
stehende  Ausdruck  '±,  A'±^B  '±_C  nach  der 
Erkl  121  eine  Grösse  (ein  Integral),  die  aus  der 
Summe  der  Grössen  :t:-4,  ^J5  und  •±_C  be- 
steht; das  Zeichen  —  vor  der  Klammer  deutet 
an,  dass  die  durch  {'±.A:^B-±_C)  dargestellte 
zusammengesetzte  Grösse  entgegengesetzt 
genommen  werden  soll,  d.  h.  dass  die  durch 
—  ( ±  -4.  ±.  B  :+:  C)  dargestellte  Grösse  der  durch 
(± -4.  ±. 5 ±  C)  dargesteUten Grösse  entgegen- 
gesetzt sein  soll,  da  nach  der  Erkl.  120  die 
der  Grösse  ^l  A  -±,3  -±,0  entgegengesetzte 
Grösse  durch  Z^  AZ^  Bz^  C  dargestellt  wird, 
80  kann  man: a). 


—  {±A±B^C)  =  -f-ul-i-B+C 


setzen.  Durch  diese  Gleichung  ist  eine  Regel 
ausgedrückt,  nach  welcher  man  eine  durch: 

—  (±A±B±C) 

symbolisch  dargestellte  zusammengesetzte  Grösse 
nach  der  in  der  Erkl.  120  angegebenen  Weise 
symbolisch  darstellen  kann. 


Erkl.  123.  Ein  Satz  über  die  Subtraktion 
entgegengesetzter  Grössen  heisst: 

„Em  gedachter  Vorgang,  welcher  darin  be- 
stehen soll,  dass  von  einer  positiven  oder  nega- 
tiven Grösse  A  eine  andere  positive  oder  nega- 
tive Grösse  B  weggenommen  (subtrahiert) 
gedacht  wird,  kann  ersetzt  werden  durch  den 
Vorgang,  welcher  darin  besteht,  dass  zu  jener 
positiven  oder  negativen  Grösse  A  diejenige 
Grösse  zugefügt  (addiert)  gedacht  wird,  welche 
entgegengesetzt  jener  positiven  oder  nega- 
tiven Grösse  B  ist,  an  Wert  aber  mit  dieser 
Grösse  B  übereinstimmt.^ 

Diesen  Satz  kann  man  symbolisch  darstellen 
durch: 1) 


.  {±A)-{±B)  =  (±^)  +  (q:^) 

wenn  die  Vorzeichen  +  und  — ,  welche  den 
Grössen  A  und  B  zukommen,  unabhängig 
von  einander  gedacht  werden. 

Dieser  Satz  wird  abgeleitet  aus  dem  Funda- 
mentalsatz : 

{+A)  +  {-A)  =  0 

(siehe  die  Erkl.  117  bis  120). 


Erkl.  124.    Hat  man  eine,  allgemein  durch: 


/ 


f(x)  dx 


a 


angedeutete  Integration  auszuführen,   ist  also 
das  zu  einem  negativen,  allgemein  durch: 

—  f(x)dx 

dargestellten  Differential,  gehörende  Integral  zu 
suchen,  so  beachte  man,  dass  nach  der  Erkl.  117: 


a) 


•  •  ■    J- 


f{x)  dx 


=  -fn^ 


)  dx 


ist,  dass  in  analoger  Weise,  wie  in  dem  Ab- 
schnitt B  gesagt,  das  zu 

/  —  f(x)  dx  oder  zu  —  /fix)  d  x 

gehörende  unbestimmte  Integral  — 

-[F(a;)+C] 
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oder  nach  der  Erkl.  122  =  —F{x)  —  C  ist, 
dass  dieses  für  einen  unteren  (kleineren)  Wert  a 

der  Variablen  x  Qbergeht  in:  —  [^  W  +  ^o] 
oder  in:  — F{a)  —  0^,  dass  es  fflr  einen  obe- 
ren (grösseren)  Wert  h  der  Variablen  x  über- 
geht in:  —  [F  (6)  +  C^]  oder  in:  — F(6)— C^, 

dass  man  also  in  der  Voraussetzung,  dass  die 
Grösse  C  von  dem  Wert  a  ab  bis  zu  dem 
Wert  b  unverändert  bleibt,  infolgedessen 
C„  =  C^  ist,  wie  in  Antw.  auf  Frage  19  gezeigt: 

ß-mdx  oder  '-p(x)dx  =  -[F(ft)  +  C,] [F{a)  +  C,] 

<<  «  oder  nach  der  Erkl.  122 

=  [-F(b)-Cj~[-F(a)-Cj 

oder  nach  der  Erkl«  125 

=  __  IT  (5)  —  (7^ F{a) C^ 

erhält;  mithin  ist: 

a).  .  .   r—f{x)dx  oder  —  ff(»)dx  =  —F{Jti) F(a) 

Da  nun  nach  der  Erkl.  123 
-F{h) F(a)  =  —  J^'(6)  +  +  F(a) 

oder  nach  der  Erkl.  121: 

=  ^FQ))  +  F{a) 
oder  auch 

=  ^F{a)^F{h) 

=  F(a)-F(6) 
gesetzt  werden  kann,  so  erhält  man: 


bi. 


.  f—f(x)dx  =  ^F(b)  +  F(a)  oder  =  F(a)  — F(&) 


a 


Aas  den  Gleichungen  a).  und  b).  ergibt  sich, 
dass  man  das  zu  einem  negativen  Differential 
—  f(x)dx  gehörende  bestimmte  Integral  ent- 
weder, nach  Gleichung  a).,  als  die  Differenz 
zweier  negativer  Integrale  betrachten 
kann,  von  welchen  das  den  Minuenden  bildende 
dem  grösseren  Wert  der  Variablen  x  entspricht, 
oder  dass  man  es,  nach  Gleichung  b).,  als  die 
änmme  zweier  entgegengesetzter  Inte- 
grale betrachten  kann,  von  welchen  das  nega- 
tive dem  grösseren  Wert  der  Variablen  x 
entspricht  (siehe  die  Erkl.  126  bis  131). 

Erkl.  125.  Ein  Satz  über  die  Subtraktion 
von  zusammengesetzten  Grössen  heisst: 

«Ein  gedachter  Vorgang,  welcher  darin  be- 
stehen soll,  dass  von  einer  Grösse  A  eine 
Summe  mehrerer  Grössen  weggenommen 
(sabtrahiert)  gedacht  wird,  kann  ersetzt  werden 
dnrch  den  Vorgang,  welcher  darin  besteht,  dass 
von  jener  Grösse  A  die  sämtlichen  einzelnen 
Olieder  jener  Summe  nacheinander  wegge- 
nommen werden.  ** 


100  Integralrechnung  I.  —  1.  Teil. 

Diesen  Satz  kann  man  symbolisch  durch: 

1).  .  .  ^  — (a  +  Ä-f  c  +  <?)  =  A  —  a-^h  —  C'-d 
oder  allgemeiner  durch: 

2).  .  .  ±^-((±a)  +  (+&)  +  (+c)  +  (-hd))  =  ±Ä-{±a)'-{±h)-{±c)-(±d) 
darstellen,  d.  h. : 

„Eine  zusammengesetzte  Grösse  wird  von 
einer  anderen  weggenommen  (subtrahiert) 
gedacht,  indem  man  jede  einzelne  Grösse,  aus 
welcher  die  zusammengesetzte  Grösse  ge- 
bildet ist,  von  jener  Grösse  weggenommen 
denkt« 

Erkl.  126.  Analog  der  in  der  Erkl.  82  durch 
Gleichung  a2).  dargestellten  Schreibweise  kann 
man  die  Gleichungen: 

a).  .  .  .    f—f(x)dx  =  F(a)  —  F{b) 

*{  [siehe  Gleich,  b).  in  der  Brkl.  124] 

und 

b).  .  .  .  f'\'f{x)dx  =  F{h)^F{a) 

\  [siehe  Oleich.  b).  in  der  Erkl.  127 

oder  Oleich.  ^  in  der  Erkl«  128] 

in  der  Form: 

1) f-f{x)dx=:    [F(x)]'^ 

a 

bezw.  in  der  Form: 


2).  .  .  .   Prf{x)dx  =  [F(a;)]* 


a 

schreiben.    Da: 


[F  (6)  -Fia)\  =  -[Fi,a)-F  (5)] 
ist,  so  kann  man  auch: 

3) [f{x)\    =  -[j?'(a;)]'*oder  .  .  .   3a).  .   .  .    \F  (x)\^  =  —[^l^)]^ 

setzen,  d.  h.:  Vertauscht  man  die  Grenzen  in 

dem  durch  \F  («)1    oder  in  dem  durch  [f  («)] 

dargestellten  Vorgang,  so  muss  man  das  Vor- 
zeichen wechseln  (siehe  die  Erkl.  68). 

ErkL  127.    Hat  man  eine,  allgemein  durch: 

•6  nb 


-^f{x)dx  oder  durch  lf(x)dx 


a 


angedeutete  Integration  auszuführen,  ist  also 
das  zu  einem  positiven,  allgemein  durch: 

-\-f(x)dx  oder  durch  f(x)dx 

dargestellten  Differential,  gehörende  Integral  zu 
suchen,  so  beachte  man,  dass  nach  dem  früher 
gesagten: 


a).  .  .   f^f{x)dx  oder  lf(x)dx  =  +F{h)^'^F(a)  oder  =  F(ft)  — jP(a) 


ist    Da  nun  nach  der  Erkl.  123: 
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_|-f  (j) ^F{a)  =  +F(b)  +  -F{,a) 

oder  (mit  Weglassnng  des  Summenzeichens,  siehe  Erkl.  121) 
=  +F{b)-F{a) 
oder  auch 
=  F(b)-F(a) 
gesetzt  werden  kann,  so  erh&lt  man: 

-\-f[x)dx  oder   lf(x)dx  =  F(6)— F(a) 

a  a 

Aus  den  Gleichungen  a).  und  b).  ergibt  sich, 
dags  man  das  zu  einem  positiven  Differential 
-^f{x)dx  gehörende  bestimmte  Integral  ent- 
weder, nach  Gleichung  a).,  als  die  Differenz 
zweier  positiver  Integrale  betrachten  kann, 
von  welchen  das  den  Minuenden  bildende  dem 
grösseren  Wert  der  Variablen  x  entspricht, 
oder  dass  man  es,  nach  Gleichung  b).,  als  die 
^iumme  zweier  entgegengesetzter  Integrale 
betrachten  kann,  von  welchen  das  negative 
dem  kleineren  Wert  der  Variablen  x  ent- 
spricht (siehe  auch  die  Erkl.  128  bis  131). 

Erkl.  128.    Nach  der  Erkl.  117  kann  man: 

ai.  .  .  .    If{x)dx  =  — j^f{x)dx 

a  a 

setzen.     Da  nun  nach  der  Erkl.  124: 

o).  .  .   /  —  f{x)dx  =  — F\)>) F{a)  [als  Differenz  zweier  negativer  Grössen] 

oder: 

fi).  .  .   /  —  f(x)dx  =  jF(a)  — F(6)  [als  Summe  zweier  entgegengesetzter  Grössen] 

a 

ist,  so  erhält  man  aus  Gleichung  a).: 

}(x)  dop  =  -  (-  F(6)  -  -  F{a)) 


ß 


a 

bezw. 


ß{x)  dx^-{F{fl)-F  (6)) 


oder: 


■ß 


1)...      f{x)dx  =  +F(6) l--F(a) 


a 


bezw. 

2).  .  ,  ff{x)dx  -  ^F(a)  +  F{b)  oder  =  F(b)  —  F{a) 

a 

d.  h.  ein  zu  einem  positiven  Integral  gehö- 
rend» bestimmtes  Integral  kann  man  als  die 
Differenz  F(b)—F(a)  der  beiden  posi- 
tiven Integrale  F(b)  und  F{a)  oder  als  die 
Summe  der  beiden  negativen  Integrale  F(b) 
nnd  —  F  (a)  betrachten  (wie  in  der  Erkl.  127 
gesagt  wurde). 
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ErkL  129.  Nach  den  Erkl.  124  und  127 
kann  ein  h es timmt es  Integral,  einerlei,  ob  es 
zu  einem  positiven  oder  negativen  Diffe- 
rential gehört,  nicht  allein  als  dieDifferenz 
zweier  Integrale  betrachtet  (und  darsestellt) 
werden,  von  welchen  das  den  Minuenden  bil- 
dende dem  grösseren  Wert  der  Variablen  x 
entspricht,  sondern  es  kann  auch  als  die  Summe 
zweier  entgegengesetzter  Integrale  betrach- 
tet (und  dargestellt)  werden,  von  welchen  das 
negative  dem  kleineren  Wert  entspricht, 
wenn  das  zu  dem  Integral  gehörende  Differen- 
tial positiv  ist,  hingegen  dem  grösseren 
Wert  der  Variablen  x  entspricht,  wenn  das  zu 
dem  Integral  gehörende  Differential  negativ  ist. 

Damit  ist  der  in  Antw.  auf  Frage  19  gegebene 
Begriff  eines  bestimmten  Integrals  dahin  er- 
weitert, dass  ein  solches  alsdieSumme  zweier 
entgegengesetzter  Integrale  betrachtet  wer- 
den kann.  Diese  erweiterte  Auffassung  ermög- 
licht es,  bei  einem  durch  F(a)  —  F^)  darge- 
stellten Integral  zu  unterscheiden,  ob  das  zu 
diesem  Integral  gehörende  Differential  positiv 
oder  negativ  ist;  ist  n&mlich: 

[oder,  wie  spftter  gezeigt  wird,  F{h)  >  F{a)] 

so  ist  das  dem  Integral  entsprechende  Diffe- 
rential negativ,  ist  hingegen: 

[oder  F{b)<F{a)] 

so  ist  das  dem  Integral  entsprechende  Differen- 
tial positiv  (siehe  die  Erkl.  130  und  181). 

Erkl.  130.    Nach  der  Erkl.  117  ist: 

a).  .  .   f'^f{x)dx  =  -f'^f{x)dx  oder  =  ^Jf{x)dx 

Vertauscht  man  die  Integrationsgrenzen  in 
dem  Integral  rechts,  so  erhält  man  nach  der 
Erkl.  68: 

.  b).  .  .  f''f{x)dx  = f^f(x)dx  l^oder  = Jf{x)  dx\ 

ab 

oder  in  Rücksicht  darauf,  dass  ein  negatives 
Integral  entgegengesetzt  genommen  das 
diesem  gleiche  aber  entgegengesetzte  (also  posi- 
tive) Integral  ergibt,  dass  also: 

c).  .  . f+f{x)dx  oder ff(x)dx  =  +Jf(x)dx 

ist: 


-f(x)dx  =Jf{x)dx 


Da  nun: 


/' 


f(x)dx  =  F{a)  —  F{b) 


ist,  so  erhftlt  man: 
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!)....  f—fix)dx  =  F{a)- 


F(b) 


(Yergleiche  hiermit  die  Oleich.  b).  in  der  Erkl.  124.] 

Erkl.  131.  Nach  der  Erkl.  130  kann  man 
ein  zu  einem  negativen  Di£ferential  gehören* 
des  bestimmtes  Integral  (ebenso  wie  ein  zu 
einem  positiven  Differential  gehörendes  be- 
stimmtes Integral)  als  die  Differenz  (den  Unter- 
schied) zweier  positiver  Integrale  betrachten, 
Qur  hat  man  zu  beachten,  dass  bei  einem  posi- 
tiven Differential  das  den  Minuenden  bildende 
Integral  dem  grösseren  Wert  der  Variablen  x 
entspricht,  w&hrend  bei  einem  negativen  Dif- 
ferential das  den  Minnenden  bildende  Integral 
dem  kleineren  Wert  der  Variablen  x  ent- 
spricht; welche  Bedeutung  ein  solches  In- 
tegral hat,  das  als  die  Differenz  zweier  Integrale 
betrachtet  werden  kann,  von  welchen  das  den 
Minnenden  bildende  grösser  als  das  den  Sub- 
trahenden bildende  Integral  ist,  ist  in  den  Erkl. 
124  und  127  bis  129  gesagt. 


Aufgabe  79.    Man  soll  die  durch 

/(— «)dx 

a 

angedeutete  Integration  aasführen. 


ErkL  132.    Fahrt  man  die  durch 

( —  05)  dx 


AnflöBimg  1.  Man  beachte,  dass  wenn 
die  Variable  x  negativ  sein  soll,  nach  der 
Erkl.  116  deren  Differential  äx  negativ 
sein  mnss,  dass  also: 


ß 


/h  pb 

(r—x)dx  =    /( — x). 


dx 


a 


angedeutete  Integration  aus,  indem  man  nach 
der  Erkl.  116: 

/( — 05)  d«  =    /(— x).— dx 

setzt  und  zun&chst  die  durch 

/(— 05).  — d« 

angedeutete  Integration  ausführt,  so  erhält  man 
nach  der  Erkl.  133: 


gesetzt  werden  mnss. 

Setzt  man  nunmehr  nach  den  Kegeln  der 
Arithmetik: 


/*b  pb  pb 

( — 05). —  dx  =  l'\-xdx  oder  =    Ix 


dx 


a 


und  berücksichtigt  man,   dass  nach  Auf- 
lösung der  Aufgabe  67: 


/ 


6« 


oder 
_    (-ar)» 


-hC 


Nach  der  Erkl.  82  erhält  man  also: 

*b  f  'L\t  I  _A2 


)■ 


b,..yr-.).x= '-/)'- (7 


oder  nach  den  Regeln  der  Arithmetik: 


xdx  =  -2---2 


ist,  so  erhält  man  hiemach  und  nach  Glei- 
chung a). : 

( —  x)dx  =c  — 2~  0^®^  = 

a 


2  " 


ci 


nämlich  dasselbe  Resultat  als  in  Auflösung  1 
der  Aufgabe  79  (siehe  Erkl.  134). 


nämlich  ein  Integral,  welches  sowohl  dem 
in  Auflösung  der  Aufgabe  78  enthaltenen 
Integral  als  auch  dem  in  Auflösung  2 
enthaltenen  Integral  entgegengesetzt  ist 
(siehe  die  Erkl.  132  bis  134  und  die  Auf- 
lösungen der  beiden  folgenden  Aufgaben  80 
und  81  mit  ihren  Erklärungen). 
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Erkl.  133.    Nach  der  im  1.  Teil  der  Diffe-       Auflösung  2.     Führt  man  die  durch 
rentialrechnung    aufgestellten   Differentiations- 

formel;  /•?'      ^  ^ 

-  /( — x)dx 

a) dy  =  n  ,  «""^  dx       *  J 

welche  aus  der  Integralgleichung:  ^^^^  ^^^^  ^^^  ^^^^    gg  ^.^  ^^^^^ 

«) y  =  «" 

abgeleitet  wurde,   erhält  man,  wenn  man  für  1  xdx 
die  positive  Grösse  x  die  negative  Grösse                               J_^ 
—  x,  also  nach  der  Erkl.  116  für  das  Differen- 
tial dx  der  positiven  Grösse  x  das  negative  angedeutete   Integration   aas ,   indem   man 
Differential  — dx  der  negativen  Grösse  —x  nach  der  Gleichung  2).   in  der  Erkl.  141 
set'^t:  und  in  Rücksicht  darauf,  dass: 
ai).  .    .    .  dy  =  n .  (—  xf^^.  ^dx                                          /*  «* 

m     g^t   fM   /HB        ^^^^  I  ^  T 

welche  Differentialgleichung  auf  ganz  analoge  J  ^   * 

Weise  wie  jene  aus  der  Integralgleichung:  ist: 

abgeleitet  werden  kann.  J  2  2 

— b 

Erkl.  134.    Würde  man  die  durch  setzt,  so  erhält  man: 

«  — & 

angedeutete  Integration  ausführen,  indem  man  mithin: 
nach  den  Kegeln  der  Arithmetik: 

also  nach  der  Erkl.  117 

=  —  I  xdx 


-f 


a 


setzt,  und  nicht  dabei  berücksichtigen, 
dass  dx  negativ  ist  (siehe  Auflösung  der  Auf- 
gabe 79),  so  erhielte  man,  wie  in  Auflösung  der 
Aufgabe  78  oder  in  Auflösung  2  der  Aufgabe  79: 

i).  .  .  .  y  (-  X)  dx  =  —  (-g-  —  -y) 


ai  /  ' 

a  oder 


""2         2 

nämlich  ein  dem  nach  Auflösung  1  der  Auf- 
gabe 79  oder  nach  der  Erkl.  132  bestimmten 
Integral  entgegengesetztes  Integral. 


Aufgabe  80.    Man  soll  die  darcb 

•b 

x^dx 


f- 

J  Auflösungen.     1).  Man  setze  nach  der 

und  die  durch:  YävX,  117: 

{-xYdx  oder  durch  jx'^dx  a) J  —  x^dx^  —J x^dx 

angedeuteten  Integrationen  ausführen.  Da  nnn : 
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Erkl.  135.    Fahrt  man  die  durch  /^  .  ,  x^ 


f(—  xy  dx 


Jx^dx  =  ^-  +  C 


ist,  so  erhält  man  nach  der  Erkl.  82: 


angedeutete  Integration  aus.  indem  man  nach      P      ,,       ,  C  tj  /^'       ^^\ 

de?  Erkl.  116:  *  J-x^dx  oder  -jx^dx  =  -  (x-t) 

f(—xydx  =  ß^xy.  —  äx 


a 

mithin : 


(— Ä»)».  — da;  A) J-^x^dx  =     - 


setzt  und  zunächst  die  durch    /(— a:)'.  — da;   A) f  —  x^dx=z         ^ 

angedeutete  Integration  ausführt,  so  erhält  man 
nach  der  Erkl.  133: 


a>    •  /  (—  a?)' .  —  d«  =      2  -4-  1     +  ^  2).  Man  beachte,  dass  wenn  die  Variable 

oder  a?negativ  sein  soll,   nach  der  Erkl.  116 

(.^)s  deren  Differential  dz  negativ  sein  muss, 

=  — 3 —  dass  also: 

Nach  der  Erkl.  82  erhält  man  also: 

b,../(-«)..x=(-^-±z;)'. 

a  gesetzt  werden  muss;  nach  den  Regeln  der 

oder  nach  den  Regeln  der  Arithmetik:  Arithmetik  erhält  man: 

c).  .  .  Jir-xydx  =  -   3' ^'  ß) ß-xy.^dx  =J^x^.^dx 


[r-xydx  =    h—xy,  —  dx 


«  oder  "  ö 

a*        h^  oder 


=/-- 


h 

^dx 


3  3 

Qimlich  dasselbe  Resultat  wie  in  Auflösung  2 

der  Aufgabe  80  (siehe  die  Erkl.  135  a  u.  136).  "" 

Berücksichtigt  man  nunmehr,  dass  nach 
Erkl.  135  a.    Führt  man  die  durch  vorstehender  Auflösung  1 : 

[—xydx  i  —  x^dx  =  -g ^ 


a  a 


oder  nach  der  Gleich.  A).  in  der  Erkl.  69  durch:  jgt,  so  erhält  man  hiernach  aus  Gleichung  a). : 


^-         *,. . .  .ß- 


3  L « 

T\^dx  =   - (siehe  die  Erkl. 

^  3  3        185  bla  186). 


angedeutete  Integration  aus,  indem  man  nach 

der  Gleichung  2  in  der  Erkl.  141  und  in  Rück-  """ 

Sicht  darauf,  d&ssJxUx  =  -3-  +  C  ist:  3)    g^u  die  durch 

yT-«)' dx  oder  fx^^'dx  =  ^^'  -  ^""^  J- 


x^dx 


-6  -* 


setzt,  so  erhält  man  angedeutete  Integration  nach  der  inder 

^                           _^  Erkl.   82    aufgestellten  Regel   ausge- 

y(^x\^dx  oder    fx^dx  =  —  ^^ ^^    iXihvl  werden,  so  hat  man  zu  beachten,  dass 

^      '                J  3             3     für   diesen  Fall   nach  der  Erkl.  70  an 


n  —6 


n»ithin:  Stelle  von   I x^ dx  gesetzt  werden  muss: 
ai.  .  .   H-^xydx  oder  j x^dx  =         —  -b 

D4müch  ein  Resultat,  welches  den  in  den  Auf-  —jx^dx  oder  -y  (— x)iJx 

losongen  2  und  3  der  Aufgabe  80  und  dem  in  —  ^  ^ 
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der  Erkl.  135  enthaltenen  Resultaten  entgegen-  /*« 

gesetzt  ist,  mit  dem  in  der  Erkl.  136  enthal-       Da  man  nun  (üt  J (—  x^dx,   analog 

tenen  aher  übereinstimmt.  b 

wie   in  voriger  Auflösung  2   oder  in  der 
Erkl.  136.    Würde  man  die  durch:  Erkl.  135  gezeigt  wurde: 

angedeutete  Integration  ausführen,  indem  man, 

nach  den  Regeln  der  Arithmetik:  erhält,  so  ergibt  sich  hieraus  und  ans  dem 

6  f,  6  vorstehend  Gesagten: 

/( — xy  .dx  =  f -\-x^  .dx  oder  =  /aj' das  /»— «  /ja       ^sv 

setztund  nicht  dabei  berücksichtigen,  dass      .    ^         ~~^ 

dx  negativ  ist  (siehe  Auflösung  2  der  Auf-   ^"®^'  _^ 

gäbe  80),  so  erhielte  man:  q-^  fx^dx  —    ^^ ^- 

r-^  63        a»  -^  Ä  3  3 

a).  .  .   /  (—  fic)'  da;  =  ~ d.  i.  =  ~ 

•;  ^        '^     /   a       1.3X  nämlich  dasselbe  Resultat  wie  in  voriger 

_(_?!__  ilj  Auflösung  2  (siehe  die  Erkl.  136  bis  142). 

nämlich  ein  dem  nach  Auflösung  2  der  Auf- 
gabe 80  oder  nach  der  Erkl.  135  bestimmtem 
Integral  entgegengesetztes  Integral  (siehe 
die  Erkl.  135  a,  137  und  138). 


/- 


Erkl.  137.    Hat  man  ein  allgemein  durch 

—  fix)  dx 

a 

dargestelltes  Integral,  so  ist  nach  der  Erkl.  117: 

/b  /*b 

-f{x)dx  =  '-Jf(x)dx  d.i.  =  —  [^(6)  —  F(a)] 

a  a 

Hat  man  hingegen  ein  allgemein  durch 

»b 

f{—x)dx 


ß 


dargestelltes  Integral,  so  ist  zu  beachten,  dass: 

/•b  /*h 

f(—x)dx  d.  ljf(-x).  —  dx  =  F(— 5)  — F(— a) 

bezw.  dass  nach  dem  in  der  Erkl.  141  erwähn- 
ten und  daselbst  durch  Gleichung  2  symbolisch 
dargestellten  Gebrauche: 

y%b  p  —  a 

f{^x)dx  A.\.  If{x)dx  =  jP(-a)  — F(— &) 

«  —  b 

gesetzt  werden  muss  (siehe  die  Erkl.  188). 

Erkl.  138.    Man  beachte  stets,   dass  nach 
der  Erkl.  137  die  Symbole: 

•b 


und 


/-  m  dx 


« 


Aufgaben  zur  Uebung  in  dem  Auffinden  bestimmter  Integrale.  107 

f{-x)dx  d.i.   /f(—x).  —  dx 

a  a 

verschiedene  Bedeutungen  haben. 

Das  Symbol   /  —  f(x)  dx  stellt  ein  bestimm- 

tt 
tes Integral  dar,  das  zu  einem  negativen  Diffe- 

r" 

rential  gehört;  während  das  Symbol  f  f( — x)  dx 

a 

ein  bestimmtes  Integral  darstellt,  in  welchem 
die  Variable  x  und  damit  auch  deren  Bildungs- 
einheit  dx  negativ  ist. 


Xrkl.  139.   Sollen  vor  Ausführung  einer  all- 
gemein  durch  jf(x)dx  angedeuteten  Integra- 

tion  Beduktionen  (Umformungen)  vorgenom- 
men werden,  so  müssen  dieselben  in  dem  Sinne 

des  durch  ff(,x)dx  dargestellten  Vor- 

a 

gangs  vorgenommen  werden,  insbesondere 
muss  berflcksichtigt  werden,  dass  wenn  die  Va- 
riable X  negativ  bezw.  positiv  ist,  deren 
Differential  auch  negativ,  bezw.  positiv  ge- 
dacht werden  muss  (siehe  die  Erkl.  140). 


SrkL  140.    Dass  die  durch: 


/b  /*b 

—  x'dx  und  durch  /( — x^dx 


a 


angedeuteten  Integrationen,  wie  die  Auflösungen 
der  Aufgabe  80  zeigen,  Übereinstimmende 
Resultate  ergeben,  hat  lediglich  seinen  Grund 
darin,  daas  wenn  in  Rücksicht  auf  die  Erkl.  139 
anSteIIevon(— jB').(2as  gesetztwird:  ( — «)*.  — d« 
und  letzteres  Produkt  nach  den  Regeln  der 
Arithmetik  umgeformt  wird,  dies  ebenfalls 
—  X*  dx  ergibt  (siehe  Auflösung  2  der  Auf- 
gabe 80),  bezw.  dass  nach  den  Regeln  der  Arith- 
metik (—6)*  =  —6*  und  (— a)3  =s  —  a'  ge- 
setzt wird,  also  nach  dieser  Regel  ( — &)'  und 
(— a)>  negative  Integrale  darstellen,  wie  das 
zu  dem  negativen  Differential  — x'^.dx  ge- 
hörende Integral. 

Erkl.  141.  Nach  der  Erkl.  69  soll  in  einer^ 

allgemein  durch   //(x)c2a;  angedeuteten  Integra- 

^^b 
tion  [welche  nach  der  Erkl.  69  mit  der  durch 

jf( — x)dx  angedeuteten  Integration  identisch 

a 

ist]  die  Variable  x  negativ  sein;  es  soll  ferner 
nach  der  in  jener  Erkl.  69  aufgestellten  Glei- 
chung b|).: 
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1).    .  .  ff{x)dx  =  F{—b)  —  F{r-a) 

sein,  wofür  man  auch  nach  der  in  der  £rkl.  82 
durch  Gleichung  a,).  dargestellten  Schreibweise : 

la).  .  ,  Jf(x)dx  =  [F{x)]       oder  =  [F(---x)]^ 

—  b 

setzen  kann,  d.  h.  die  durch  f  f(x)  dx  ange- 

deutete  Integration  soll  ausgeführt  werden,  in- 
dem man  das  zu  f(x)  dx  gehörende  Integral  F{x) 
bestimmt,  in  demselben  —  o?  an  Stelle  von  x 
setzt  und  dann  von  dem  Integral  2^(— o;),  wel- 
ches dem  unteren  Grenzwert  b  entspricht, 
das  Integral  F( — x)  wegnimmt,  welches  dem 
oberen  Grenzwert  a  entspricht  (analog  wie  in 
der  Erkl  82  gesagt  wurde,  nur  umgekehrt, 
für  diesen  Fall,  in  welchem  die  Variable  x 
negativ  ist);  gebräuchlich  ist  es  jedoch 
(auch  für  diesen  Fall,  ob  mit  Recht 
wird  später  gesagt),  in  Uebereinstimmung  mit 
der  in  der  Erkl.  82  erwähnten  Regel,  umgekehrt 
als  es  vorhin  angegeben  wurde,  von  dem  Integral 
F( — x),  welches  dem  oberen  Grenzwert  a 
entspricht,  das  Integral  F( — x)  wegzunehmen, 
welches  dem  unteren  Grenzwert  h  entspricht, 
also  statt  jener  durch  Gleichung  1  ausgedrück- 
ten Integrationsregel  die  durch  die  Gleichung: 

2)',    .  .   /f(x)dx  =  F(—a)  —  F(-'h) 

ausgedrückte  Integrationsregel,  welche  auch, 
analog  der  in  der  Erkl.  82  durch  Gleichung  a,). 
daselbst  angeführten  Bezeichnungsweise  durch: 

f{x)dx  ==  [F{x)]  oder  =  [F(--x)] 

—  b  b 

—  b 

ausgedrückt  wird,  anzuwenden. 
Da: 

a).    F(-.6)-F(a)  =  -[/^(~a)-^(-6)] 

ist,  so  ergibt  sich  hieraus,  dass  die  Resultate, 
welche  man  bei  Anwendung  der  durch  die  Glei- 
chungen l  und  2  ausgedrückten  Integrations- 
regeln erhält,  entgegengesetzte  sein  müssen. 

Erkl.  142.  Die  Auflösungen  2  und  3  der 
Aufgabe  80  ergeben  übereinstimmende  Re- 
sultate, was  auch  stattfinden  muss,  indem  nach 
der  Erkl.  69  die  allgemein  durch: 

/■( — x)dx  und  I  f{x)dx 

a  —  b 

dargestellten  Vorgänge  dieselben  sind,  indem  r^  /»  — « 

z.B.  nach  der  Erkl.  69: a) h—x)'^dx  =  /«'dx 


ist. 


a  —  b 
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Aufgabe  81.    Man  soll  die  durcb 

x^dx 


r- 


und  die  durcb 


/.^  ^  AnflöBungen.     1).  Man  setze  nacb  den 

{--xydx  oder  durch  fx^dx  ^^^^'  ^^^  ^^<*  ^17: 

•/    .  pb  ph 

a) /  —  x^dx  =  — Ix^dx 


—  ö 
angedeuteten  Integrationen  ausführen. 


a  a 

Da  nun: 


KrkL  142  a.    Führt  man  die  durch  1  x^  dx  =  -  —  +  C 

y*h  J  ^ 

{—x)^dx  ist,  da  also  nach  der  Erkl.  82: 

oder  nach  der  Gleichung  A).  in  der  Erkl.  69  Ix^dx  =^ 

y^'^«  ist,  60  erhält  man: 


>  -.h  /•* 


angedeutete  Integration  aus,  indem  man  nach    1  ^x^dx  oder  — Ix^dx  =  — i ^-\ 

der   Gleichung  2    in    der   Erkl.    141    und    in  «^  «^  L  "^  ^  J 

Rücksicht  darauf,  dass: 

/ffi                              mithin: 
..  ^    '"—j^^"  ^   ^^. /—.=-f-^ 

fi—xy  dx  oder/«»  dx  =  ^'^^^  -  ^  ^^^*  


«  —fr 

setzt,  so  erhält  man:  ^)-  ^^^  beachte,  dass  wenn  die  Variable  x 

/'  ^  _^  negativ  sein  soll,  nach  der  Erkl.  116  deren 

(^xydxoder  fx^dx  =  -''-- ^^  Differential  dx  negativ   sein   muss,   dass 

«  —  *  /»b  pb 

nämlich  ein  Resultat,  welches  den  in  den  Auf-  /( — x)*  dx  =   /(— a')^  —  dx 

lösungen  2  und  S   der  Aufgabe  81    und  den  *^  *^ 

in  der  Erkl.  148  enthaltenen  Resultaten  ent-  vti.jt>ij 

gegengesetzt  ist,  mit  dem  in  der  Erkl.  144  gesetzt  werden  muss.   Nach  den  Regeln  der 
enthaltenen  Resulute  aber  übereinstimmt.      Arithmetik  ist  hiernach: 

/*b  pb 

{-—xy.  —  dx  =    l^x^.^dx  oder  = 


ß- 


xydx  pb  ftb 


a 

a 


-^x^dx  oder  =  fx^dx 

angedeutete  Integration  aus,  indem  man  nach  ~a                             a 

der  ErkL  137:  ZU  setzen. 

fc^xydx  =  f(—xy,  —  dx  Berücksichtigt  man  nunmehr,  dass: 

setzt  und   zunächst  die  durch  y( — «)».  —  dx  Ix^dx  =  -.    +(^ 

angedeutete  Integration  ausführt,  so  erhält  man  *^ 

nach  der  Erkl.  133:  dass  also  nach  der  Erkl.  82: 


oder  « 


^--f^' ..  C.«  =  -^--;- 


—   (n*^*  4.  c  gesetzt  werden  kann ,  so  erhält  man  hier- 

~       4  nach: 
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Nach  der  Erkl.  82  erhält  man  also:  /»*  ^4        ^i 

b)    ....   I  ("xydx  = 


j-  B).  .  .  .    /i—x)^dx  =    7  —    A 


4  4 


a 


a 

(siehe  die  £rkl.  142  a  n.  143). 


oder  nach  den  Regeln  der  Arithmetik: 


/- 


M       a*  3).  Soll  die  durch 

c) 1  (  —  x)^dx  =   - .  —    . 


a 


fx^di 


nämlich  dasselbe  Resultat  als  in  Auflösung  2 
der  Aufgabe  81. 

angedeutete  Integration  nach  der  in  der 

Erkl.  144.    Würde  man  die  durch  ^rkl.  82  aufgestellten  Regel  abgeführt 

/.jr,  werden,  so  hat  man  zu  beachten,  dass  fdr 

(^x)^dx  diesen  Fall  nach  der  Erkl.  70  an  Stelle  von 

angedeutete  Integration  ausführen,  indem  man  J x  dx 

nach  den  Regeln  der  Arithmetik:  —i 

r^         ,  /**    ,  ,  gesetzt  werden  mnss: 

/( —  xydx  =  / — x^dx 

J    ^  J  /»  — o  na 

also  nach  der  Erkl.  137:  J  '  J 

=  ^j x^dx  Da  man  für 

«  /»« 

setzt,  und  nicht  dabei  berücksichtigen,  /(—x)^dx 

dass  dx  negativ  ist  (siehe  nebenstehende  Auf-  */ 

lösung  2),  so  erhält  man:  ,  .     .  .  .    -. 

,,  analog  wie  m  voriger  Auflösung  2  oder 

a).         li—xydx  =  —  r^*  —  ^-1  ^°  nebenstehender  Erkl.  143  gezeigt  wurde: 

oder:     '*   ^  li—xYdx  —    "    — 

b).   .    .  I(^x)^dx  =       --      -  '^ 

'a  erhält,  so  ergibt  sich  hieraus  und  aus  dem 

nämlich  ein  dem    nach    nebenstehender  Auf-  vorstehend  Gesagten: 
lösung  2  oder  nach  der  Erkl.  143  bestimmten  p^a 

Integral  entgegengesetztes  Integral  (siehe  /Is/?«.  —       F  ^*         ^*n 

die  Erkl.  142a  und  139).  J^     *'~"~L4   ""   4J 


—  » 


Erkl.  145.    Aus  den  Auflösungen  der  Auf-  Man  erhält  also : 

gäbe  81  ergibt  sich,  dass  man  bei  Ausführung  ^  — o 

f'  r":  a Ix^dx  =  ^--  "" 

j  —  x^dx  und  durch    /<  —  x)^  dx  J                    4          4 


der  durch 

fi  a 

y*-»  nämlich    dasselbe   Resultat  als   in   voriger 

xMo;  angedeuteten  Integrationen  Auflösung  2   (siehe  die   Erkl.  142,   142  a. 
-B  144  und  145). 

verschiedene  und  zwar  entgegengesetzte 
Resultate    erhält,    dass    man    jedoch,    wenn 

i'—xydx  nach  der  Erkl.  142  a  ausgeführt 


/ 


a 

wird,  ein  Integral  erhält,  welches  mit  dem  in 
Auflösung    1    für     /  —  x^  dx  erhaltenen  In- 

a 

tegral  übereinstimmt  (siehe  die  Erkl.  137  u.  138). 
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Aufgabe  82.    Man  soll  die  dnrcb 


/- 


^x^dx 


a 


aod  die  durch 

i(^xydx  oder  durch  JAx^i 


äx 


—  fi 


angedeuteten  Integrationen  aasführen. 


ErkL  145  a.    Führt  man  die  durch 
4( — x)^dx  oder  durch  lix^dx 

a  ^  b 

angedeutete  Integration  aus,  analog  wie  in  der 
ErkL  135a  und  142  a  gezeigt  wurde,  so  erhält 
man: 

/•b  /» —  « 

4(— «)'dic  oder  fAx^dx  = 

a  —  h 

(—  fl)*  —  (—  h)^  oder  =  a*  ^  6* 

nämlich  ein  dem  in  nebenstehender  Auflösung  2 
oder  in  der  £rkl.  46  erhaltenen  Integral  ent- 
gegengesetztes Integral. 


AuflÖBUiigen.  1).  Analog  wie  in  den  Auf- 
lösungen 1  der  Aufgaben  80  und  81  setze 
man: 

—  4rc'd«  =  — JAx^dx 

a  a 

Da  nun  (siehe  Anflösnng  der  Aufgabe  71): 
Ux^dx  =  Ä*  +  C 
ist,  so  erh&lt  man: 

A).  .  . /--4a?»d«  =  —  [ft*— a*]od.  =  a»— 6* 


a 


2).  Analog  wie  in  den  Auflösungen  2  der 
Aufgaben  80  and  81  setze  man: 

4(— x)»daj  =    Ui^xy^^-dx 


CT 


a 


oder 


=  ß-^''^ 


dx 


tt 


-f- 


f 


Erkl.  146.    Führt  man  die  durch 

ib 

4(— x)'da; 

angedeutete  Integration  aus,  indem  man  wie  in 
den  Erkl.  132  und  143  zuerst: 

bestimmt,  so  erhält  man: 


oder  =    ßA.x^dx 

a 

Da  nun,  wie  vorhin: 

/4  x^dx  =  x^-\-C 


also: 


Ux^dx  =  6*--a« 


o 


ist,  so  erhält  man: 


/ 


4.(— a:j3.  — dx  =  4  '  -^--  +  C 


A{^x^^dx  =  6»-a*   <"*f* 

^  145  a 


die  Erkl. 
and  146). 


o 


oder  =  ( — x)^-\-C 

Ueniach  und  nach  der  Erkl.  82  erhält  man  weiter : 
*b 

4  (—  ar)3  dx  =  (—  6)*  —  (—  a)* 


f 


a 


^er  nach  den  Regeln  der  Arithmetik: 


ai 


.  .  Ui^xydx  =  6*  — a^ 


3).  Analog  wie  in  den  Auflösungen  3  der 
Aufgaben  80  und  81  ersetze  man: 

Ax^dx  durch  —JAx^dx  d.i.  = 

-/4 .  (- 


xYdx 


i^mlich  dasselbe  Resultat  wie  in  nebenstehender 
Auflösung  2. 


Da  man,  analog  wie  in  Anflösnng  2: 
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iAi'-xydx  =  a*  — &* 


erhält,  so  ist: 

C).  .  .  i\x^  dx  =  —  (a*  -&*)  oder 


=  6*-a* 


—  h 


(siehe  Erkl.  145  a). 


Aufgabe  83.     Man  soll  die  darch 

5 


3 


und  die  durch 

/•5  /»  — 3 

(— x)'da;  oder  durch  jx^dx 


3 


angedeuteten  Integrationen  ausführen. 


AuflÖBongen.   1).  Analog  wie  in  den  Auf- 
lösungen 1  der  Aufgaben  80  und  81  setze  man: 

/ — x'^  dx  =  — jx'^dx 
's  3 

Da  nun  (siehe  Auflösung  der  Aufgabe  72): 


3 


X*  dX    =    -r: 

3         3 


Erkl.  147.    Führt  man  die  durch 

( —  a:)'  dx 

3 

angedeutete  Integration  aus,  indem  man,  wie  in 
den  Erkl.  132  und  143  gezeigt: 


/ 


ist,  so  erhält  man: 

A).  ...y*_a,»d^  =  _[^_^J 

3  'oder 

~    3         3  oaer  — —  y 


ß-.y.- 


dx 


bestimmt,  so  erhält  man: 


/< 


(-«)'.—<?«  = 


_  (-«)■ 


+c 


Hiernach  und  nach  der  Erkl.  82  erhält  man : 


/' 


2).  Analog  wie  in  den  Auflösungen  2  der 
Aufgaben  80  und  81  setze  man: 

f{—x)^dx  =    f(^xy.-^dx 


3 


oder 


oder 


3 

5^ 
3 


3 


mithin: 


a) 


.  .  ./(- 


xydx  = 


3         3 
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oder 


oder 


oder 


3 
=  I  —  x^  dx 

*3 

=  ^jx^dx 


dx 


wie  in  nebenstehender  Auflösung  2. 


Da  nun,  wie  in  Auflösung  1  gesagt: 


Erkl.  147  a.    Führt  man  die  durch 

/•5  /»-  3 

( — x)'^dx  oder  durch  /rc'  dx 

3  -5 

angedeutete  Integration  aus,  analog  wie  in  den 


ist,  so  erhält  man  hiernach: 

>5 


/,!.,..  =  -[---] 


oder,  wie  in  Auflösung  1 : 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881, 

Der  ausführliche  Prospekt  nnd  das  ansfOhrliche  Inhalts- 
verzeichnis der  „Yollständig  gelösten  Anfgabensaminlimg  Yon 
Dr.  Ad,  Kleyer**  kann  von  jeder  ßachliandlüng,  sowie  von  der 
Verlagshandlnng  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  und  gat  brochiert  am  den  lofortigeu  und  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigongen 
nnd  Erklärungen  am  Schlosse  desselben. 
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4).  Monatlich  erscheinen  8 — 4  Hefte  zn  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
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beate  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  Toraüglichste  Lehrbuch 
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VoUstäsMg  gelöste 

Aufgaben  -  Sammlung 

-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  — 

I  mit 

I  ii^  od  EBtiiGklng  der  benoMen  SItxa,  Formeis,  Regeln  In  Frt^i  nd  intf  orten 

I  «rUbitert  durch 

I  Tiele  Holzschnitte  &  litho^aph.  Tafeln, 

ans  allen  Zweigen 
I  der  BeebeBkoiMty  der  nlederea  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  a.  iphAriBcben 
:  Trigonometrie,  synthettsdien  Geometrie  etc.)  o.  bSberen  Matbematlk  (höhere  Analysis, 
?  Diserential-  n.  Integral-Rechnnng,  analytische  Geometrie  der  Ebene  n.  des  Baomes  etc.);  — 
b  ans  alleii  Zwelgren  der  Physik,  Mechanik,  Graphwtatik,  Chemie,  Geodieie,  Haatik, 
■AtlieBuit.  Geegrapliie,  Astronomie)  des  Maschinen-.  Straft^en-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
BrMken-  u.  Hoebban'si  der  Konstmktlonslebren  ab:  darsteU.  Geometrie,  Polar-  u. 

Parallel-PerspoetiTe,  Sebattenkonstmktlonen  etc.  etc. 
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Das  vollstSndige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kanr 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1^1. 

i."~^^ — ^ 


PROSPEKT. 


Dieses  Werk,  irelchem  kein  fthnliehes  rar  Seite  Bteht,  erscheint  monfttlicli  in  S — 4 
Heften  sa  dem  billigen  Preise  Ton  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  aus  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik,  Physik, 
Mechanik,  matlu  Geographie,  Astronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Brücken-  und  Hochbaues,  des  konstruktlren  Zeichnens  etc.  etc.  und  swar  in  ToUstindi^ 
gelöster  Form,  mit  Tlelen  Figuren,  Erklibrungen  nebst  Angabe  und  Entwickelnng  der 
benntaten  Sfttse,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  Terstftndlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grl^ssere  Ansahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  In  Ihrer  Gesamtheit  erginsen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach 'besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezflglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
flberlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Losungen  hierzu  werden  sp&ter  in  besonderen  Heften  fOr  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTeneich- 
nls,  Berichtignngen  und  erllutemdoErklSrungen  über  das  betrelTende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  sun&chst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  und  II.  <hrd.,  gleich 
berechtigten  höheren  Bfirgersehulen,  PriTatsohulen,  Gjmnaslen,  Bealgfmnaslen,  Pro- 
gpnnasien,  Schullehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerkaebuleuj 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Torbereltnngsschnlen  aller  Arten,  gewerbliche 
FortblldnngSBchnlen,  Akademien,  ünlTersitäten,  Land-  und  ForstwIssenschaflssehnleD, 
MllltSrschulen,  Torbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  s.  B.  für  das  EiiOfthrlff-Frei- 
willlge-  und  Offliiers-Examen,  etc. 

Die  Schiller,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelSste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  PrQftingen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  flberaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeftüirt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  krifUge  Stiltie  fOr  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  lum  Auflösen  ron  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
abrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  h&uslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  lu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  rerwerten.  Lust,  Liebe 
und  Terständnis  fOr  den  Schnl-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffkrischung  der  erworbenen  und  yielleicht  Tergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  aUen  Bemfii- 
iweigen  rorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertungen  un'd^eiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wfsbtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  unovmit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc,  welche  die  Redaktion  betreffenV\^>nmt  der  Yer&sser, 
Dr.  Klejer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt  } 

Stuttgart  Die  Yerlag«]iaiidluiig. 


\ 


Aufgaben  zur  Uebung  in  dem  Auffinden  bestimmter  Integrale. 


113 


Erkl.  135a,  142a  und  145a  gezeigt  wurde,  so 
erh&lt  man: 


/^  /*  ~  ^        (—3) 

s  -5 


-3)J     <'-Ä^» 


(-5) 


3 

98 


B). . ./(—«)» '^«  =  X  ~  T  ^^^^  ^  ~"   3" 
3 

(siebe  die  Erkl.  147,  147  a  und  101). 


oder  ^^  —^ I  ^  1^  —  .X. 

3^3*               3  8).  Analog  wie  in  den  Auflösangen  3  der 

nimlich  ein  dem  in  nebenstehenden  Auflösungen  2  Aufgaben  80  und  81  ersetze  man: 

und  3  und  in  der  Erkl.  147  enthaltenen  Integral  /*-8                     /«— s                       pS 

entgegengesetztes  Integral  jx^dx  durch  — jx'^dx  d.i.  =  —  h—xydx 


—  5 


—  5 


und  verfahre  im  weiteren  wie  in  Aoflösoog  2 
(siehe  £rkl.  147  a). 


Aufgabe  84.    Man  soll  die  durch 

a^dx 


and  die  durch 


—  a 


-f  « 


y'-t-  « 
—  x^dx 

—  a 

angedeutete  Integration  aosftlhren. 

Srkl.  148.    Nach  der  Erkl.  69  ist: 
«) Jf{x)  dx  =  F(+b)  -  F(0) 


AnflÖBimgen.     1).  Setzt  man  nach  der 
Gleichung  A).  in  der  Erkl.  148: 

x^dx  =  I  x^dx—  j  x^dx 


it 


80  erhält  man  in  Rtlcksicht  darauf,  dass: 


j 


05' 


x^dx  =  -^    +0 


ond 
^1 


ist,  nach  jener  Gleichung: 


...yf(x)d«  =  F(-a)-F(0)  b).  y  x»d«  =  j^— 5  5-J     1^     5     — g-J 


—  a 


Subtrahiert  man   die   Gleichung  ß).  von 
Gleichung  a).,  so  erh&lt  man: 

f{x)dx—lf(x)dx  = 


oder: 


/ 


—  a 


x^ax  =  ---"" 


(-«)' 


5 


oder 


—  a 


a' 


^.        [JFCH- 6)  -  Fm]  -  [F{-c)  -  F(0)] 

0  —  a 

[F{-\- b)  -  F(0)]  -[F{-a)- F(0)] 
Bezeichnet  man,  analog  wie  in  Antwort  auf 

—  /  dargestellte  Diffe- 

0  —a 

/-f-6 
und  bertlcksichtigt,  dass: 


mithin: 

A).  .   .  Jx^dx  =  2.  ^-  (" 


•-h« 


(siehe  die  Erkl.  158). 


—  et 


jP(+b)- ^"(0)  =Jf(x)dx 


und 
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Benutzt  man  die  in  der  Erkl.  148  auf- 
gestellte Gleichung  C).,  indem  man  berück- 
sichtigt, dass  für  den  durch  die  Aufgabe 
gegebenen  besonderen  Fall,  in  derselben 

F(x)  =  fx^dx  d.  i.  =  -?*-  +  0 
ist,  so  erhält  man: 

x^dx  =   y*«*  dx 

oder: 

8 


—  a 


114  Integralrechnung  I.  —  1.  Teil. 

f{x)dx  c) fx^dx  =      •!    +C 


«  — « 


ist,  80  erhftlt  man:  oder 


—  a  0  —CT 


oder,  da  [siehe  Gleichung  a).]  für  den  Fall,    .  .  fTj  „     «^  ,  .  ^    ^.  ^  «  «•. 

in  welchem  die  durch /(O)  [bezw.  wie  in  der  ^i)-    •  •  -  J x^dx  =  2-^-  («ehe  dieErid.i58). 

Erkl.  152  gesagt,  die  durch  Fi-^-O)  und  J^'C— 0)]  -  « 

dargestellten  Integrale  =  0  sind  oder  einander  ____^_^^_^ 

gleiche  (endliche)  Grössen  darstellen: 

•     ^F(+h)  —  FiO)]  —  [F(—a)—F(0)]  =  2).  Setzt  man  nach  den  Erkl.  116  u.  117: 

ist-  F(+5)->(-a)  /•+«  r+- 

B).  .  .      f{x)dx  =  F(+b)  —  F(—a) 


—  a 


—  a 


SO  erhält  man,  da  nach  vorstehender  Auf- 

wofOr  man  auch  nach  der  in  der  Erkl.  82  durch  Lösung  1 : 

Gleichung  a,).  dargestellten  Schreibweise:  /*-\-a                 . 

y«+fc  Ix^dx  =  2--- 

f(x)  dx  =  [F(x)]  "^  J                        ^ 


5 

—  a 


—  a 


ist: 
setzen  kann  (siehe  die  Erkl.  149  bis  158). 


J  —  x^dx  =  — 2-  — 


Erkl.  149.  In  der  Erkl.  76  wurde  unter  an-  (siebe  die  Erki.  153). 

derem  die  Gleichung  B).: 

f(x)  dx  =  lf(x)  dx  +lf(x)dx  d.  i. 

—  a  —  a  ü 

=  [F(-a)-F(0)]  + 

[F(+a)-F(.0)] 

aufgestellt.    Analog  dieser  Gleichung  hat  man 
allgemeiner: 

/•-}-&  /»o  /» +  * 

f(x)  dx  =:Jf{x)  dx  +  lf(x)dx  d.  i. 

" —  a  —  a  0 

=  [F(-a)-F(0)]  + 

[F(+6)-F(0)] 

oder  nach  der  Erkl.  150  in  übersichtlicherer 
Form: 

y»-j-6  p  —  O  /•  +  * 

f(x)  dx  =  I  f{x)  dx  -x-l  fix) dx  d.  i. 

=  [F(_fl)-F(-0)]  + 

[F(+&)-F(+0)] 

Sind  die  durch  F  (—  0)  und  F  (+  0)  darge- 
stellten Integrale  beide  =  0  oder  gleiche  ent- 
gegengesetzte (endliche)  Grössen,  so  kann 
man  die  Gleichung  a^).  in  der  Form  schreiben: 

/'  +  «' 
b).   .   .  If(x)dx  =  F(+b)  +  F(^a) 

—  a 

(•iehe  die  Erkl.  151). 
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Erkl.  150.  In  Rücksicht  darauf,  dass  in  der 

Gleichung: 

f{x)dx  —  j  fi^x)  dx -^^  j  f{x)  dx 


—  a 


die  2^chen  a,  b  und  0  die  Werte  bedeuten, 
welche  der  Variablen  x  zukommen,  daas  nach 
der  ErkL  69  diese  Zeichen  selbst  die  Yonelchen 
+  and  —  erhalten,  wenn  die  Variable  x  posi- 
tiv bezw.  negativ  ist,  kann  man  jene  Glei- 
chung auch  in  der  übersichtlicheren  Form 
schreiben: 

{{x)  dx  =  jf{x)  dx  -^jfix)  dx 

'— a  —  «  -|-0 

SrkL  151.  Nach  der  Erkl.  149  hat  man  die 
Gleichung: 

f{x)dx  =  j f(x)dx'^  j f{x)dx  oder  =  1  f{x)dx-\'l  f(x)dx 

—  a  —  a  0  0  —  u 

Femer  hat  man  nach  der  £rkl.  148  die  Glei- 
chung: 


f(x)  dx  =  lf(x)  dx  —  /fix)  dx 


—  0  U  —a 

Zwischen  diesen   Gleichunffen   besteht    der 
Unterschied,  dass  durch  Gleichung  a)  : 


mgi 
GU 

f(x)  dx  als  die  Summe  /  f(x)  dx  -\-l  f(x)  dx 

~it  0  — a 

<iass  hingegen  durch  Gleichung  h),: 
f{x)d  X  ah^eDifferenz  I  f(x)dx—l  f{x)dx 

—  a  0  —  « 

dargestellt  ist 
Durch  den  Wechsel  des  Vorzeichens  des  durch 

I  f\x)  dx  dargestellten  Integrals  kann  man  leicht 


—  a 


Jene  Differenz  in  eine  Summe  (und  umgekehrt 
jene  Summe  in  eine  Differenz)  umformen  und 
somit  die  durch  Gleichung  b).  dargestellte  In- 
tegrationsregel in  die  durch  Gleichung  a).  dar- 
gestellte Integrationsregel  überführen. 

Erkl.  152.    Setzt  man  in  der  in  der  Erkl.  149 
aufgestellten  Gleichung  a^).: 


f(x)dx  =     f(x)dx-\-    f{x)dx  d.  i.  nach  jener  Erkl.  =  [F(— a)  — F(— 0)]  + 

+  ^  [^(+6)  — JF'(+0)1 

nach  der  in  der  Erkl.  141  durch  Gleichung  2 
ausgedrückten  (gebräuchlichen)  Integrationsregel 

i^T     f(x)dx    nicht   jr(_o)_  j'(_o),    son- 


—    ff 
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dem  J'(— 0)  — F(--a),  also  das  dem  durch 
F(— a)  — -F(— 0)  dargestellten  Integral  ent- 
gegengesetzte Integral  — -[F(— a)— F(— 0)] 
(siehe  Erkl.  141),  so  erhält  man: 

f(x)  dx  =  [F(-0)  -  F{-a)]  +  [F(+h)  -  -F(+0)] 

—  a 

oder  wenn  die  durch  F{ — 0)  und  F(-|-0) 
dargestellten  Integrale  einander  gleich  (nicht 
unendlich)  sind: 

Aj.  .  Jf{x)dx  =  F(+6)  — F(-a) 


a 


nämlich  dieselbe  Gleichung  als  Gleichung  B). 
in  der  Erkl.  148. 

Erkl.  153.  Setzt  man  nach  der  in  der  Erkl.  149 
erwähnten  Gleichung  a).: 

Qt^dx  =  I  x^dx-jr  fn^dx 

—  a  — a  0 

oder  nach  jener  Erkl.  in  abersichtlicherer  Form: 
x^dx  =  I  x^dx-^- 1  x^dx 

—  o  — a  +0 

80  erhält  man  nach  jener  Erkl.  und  in  Rück- 
sicht darauf,  dass: 

x^dx  =  ~  +  C 
ist: 


/' 


Hieran8  erh&It  man  nach  den  Regeln  der 
Arithmetik: 

/*  w"  a»    ,a»       „    0» 


oder: 

x^dx  = 


0 


ei 


In  analoger  Weise  erhält  man: 

/+« 
"X^dx  =  —  0  oder  =0 

—  a 
(Man  Tergleiche  hiermit  die  Auflöfongen  der  Aufgabe  S4.) 


Aufgabe  86.    Man  soll  die  durch 

x^dx  und  die  duTchJ-x^dx  AuIlÖBungen.     1).  Setzt  man  analog  der 

—  «>                              -'*  Anflösung  1   in  voriger  Aufgabe  84    nach 

angedeutete  Integration  ausfahren.  der  Erkl.  148: 
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Erkl.  154.    Setzt  man  nach  der  ErkL  149:  /»+«  /»+« 

—  a  0  '—  a 


-f«  /»— 0  /»-fo  *1 


Ä»d«  ^JxHx'-Jx^dx 

a) I  x^dx  =  I  x^dx-^l  x^dx  — «  o  — « 

-'<  -o  i-o  oder  kürzer  nach  jener  Erkl.  148: 

so  erhält  man  nach  jener  Erkl  149  und  in  Rück-  /*+<>  r/*        -i  +  i 

sieht  darauf,  dass:  a,).    .  .  .   1  x^dx  =  1  j x^dx  | 

^^.  y  4  und  berücksichtigt,  dass: 

[''                       (+a)^      (+0)*n  ^^^*  "^  erhftlt  man  aas  jeder  dieser  Glei- 
— ^ -^ — ^J  chimgen: 

4  4  — rt 

oder  oder 

a4  aA  aA  a* 

—  4--- 1-4-       -  =4-— U  — 

mithin:  ^   4   ^^   4  mithin:  *  4 

x^dx  =  2-  —    oder  =  -^  A)  .  .  .  .  J x^dx  =  0  (liehe  dl«  Erkl.  154). 

In  analoger  Weise  erhftlt  man  für:  __— . 

ß)-  ■  •   /  —  ^'^^  =  —2« -7-  oder  = ^       «x    o  *  ^  ^         .     .      *   ««  « 

y  4  2        2).  Setzt  man  analog  wie  in  Auflösung  2 

(Man  Tergleich«  hiermit  die  AnnOiixiiffeii  1  and  2  VOHgOn   AUIgaOe  ö4: 

d«t  Aufgab«  85.)  /•  +  «  /*  +  a 

/ — x^dx  =  —  I  x^dx 
ErkL  155.    Ergibt  eine,  allgemein  durch:  *^  *^ 


—  a  —  a 


+ ^  ^  SO  erhalt  man,  da  nach  jener  Gleichung  A). : 


nx)dx 


'+-« 


y.-i-ii 
x^dx  =  0 

ErkL  148  aufgestellten  Integrationsformel:  igt: 

f(x)da:  =  If(x)dx—Jf{x)dx  B).  .  .  J  —  7>dx  =  —0  oder  ==  0 


/#  0  —  «  * 


ttsgeführt  wird,  dass:  <•'•"•  <"«  ='"•  »»*  '"*  »«  "'•  »"• 

f(a:)(i«  und  j  f(x)dx 

y)  —a 

gleiche  positive  oder  gleiche  negative 
Integrale  darstellen  (wie  z.  B.  in  Auflösung  1 
der  Aafgabe  85),  so  ist: 

Aj If(x)dx  =r  0 

—  a 

Ergibt  hingegen  die  Integration,  dass: 

y»  -f-  *  /»o 

f{x)  dx  und  /  f(x)  dx 

gleiche  oder    entgegengesetzte  Integrale 
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darstellen  (wie  z.  B.  in  Auf  lösong  1  der  Auf- 
gabe 84),  so  ist: 

f{x)dx  =  2.Jf(x)dx 

-  a  0 

Mittels  dieser  Regeln  kann  man  auszufahrende 
Integrationen  oft  abkürzen;  es  ist  jedoch  hier- 
bei, wie  sp&ter  noch  gezeigt  wird,  die  grOsste 
Vorsicht  zu  gebrauchen  (siehe  die  Erkl.  156 
und  157). 

* 

^  Erkl.  156.    Das  in  der  Erkl.  155   Gesagte 
kann  man  in  ROcksicht  auf  den  Satz  2  in  Antw. 
auf  Frage  21  (siehe  auchErkl.152)  allgemeiner 
wie  folgt  ausdrücken: 
Ist: 

f{x)dx  =  I  f(x)dx-\'l  f(x)dx 

a  a  b 

und  sind  die  durch  &,  a  und  c  markierten  Werte 
solche,  dass: 

h 


f{x)dx  =  lf(x)dx 

a  *b 

ist,  so  kann  man: 


f{x)dx  =  2.ff{x)dx  oder  auch  i=  2,if{x)dx 

a  a  b 

setzen. 

Sind  hingegen  jene  durch  a,  c  und  b  markierten 
Werte  solche,  dass: 

ß),  .  .  If(x) dx  =  —/fix) dx 

a  b 

ist,  oder  dass  umgekehrt: 

ßi)'  .  .yA«) dx  =  —Jfix) dx 

b  a 

ist,  so  kann  man: 

B) ff(x)dx  =  0  setzen. 


Erkl.  157.    Ergibt  eine,  allgemein  durch: 

f{x)  dx 


I' 


a 


angedeutete  Integration,  welche  nach   der   in 
der  Erkl.  149  aufgestellten  Integrationsformel : 

f{x)dx  =Jf(x)dx+lf{x)dx 

—  ft  —  a  +0 

ausgeführt  wird,  dass: 

f(x)dx  und  I  f{x)dx 

—  a  -f-0 
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gleiche  positive  oder   gleiche  negative 
Integrale  darstellen  (wie  z.  B.  in  der  Erkl  154), 

so  ist: 

y»4-6  /»  +  *  /»  — 0 

f{x)dx  =  2Jf{x)dx  oder  =  2jf{x)dx 

—  a  +0 

Ergibt  hingegen  die  Integration,  dass: 


—  a 


f(x)dx  und  lf(x)dx 

—  a  +0 


vleiche    aber    entgegengesetzte   Integrale 
darstellen  (wie  z.  B.  in  der  ErkL  158),  so  ist: 

f{x)dx  =  0 


—  o 


(siehe  die  Torigen  Srkl.  155  und  156). 


Aufgaben: 

Man  soll  die  im  nachstehenden  angedeute- 
ten Integrationen  ausffihren: 


Losungen : 


S«Jj.     imx' 


dx 


Da 


■■/• 


.H-fi 


mx**  dx  =  m-    — 


+  G 


n  +  l 

ist,  so  erhält  man  nach  der  Erkl.  82: 

/»fr 
mx'^dx  =  — 7  r  (&"  +  ^-a'*  +  ^) 
n  +  1 


a 


y*^                                                                                   /•           ajw  +  i 
a:^da; Da:       /«'•  =  r- +  C  (eiehe  die  Krkl.  40) 


0 


1  jii+i 

x**  dx  = 


ist,  so  erh&lt  man  nach  der  Erkl.  82: 

O'^  +  i 
ni-V       n  +  1 

n 

oder: 


dos 


?^ 


y»i  i  r^\         r^ 

i.    /    ^  ci.r Man  setze:     /  -ndx  =  I  «""dx 

0  0  0 

/— «+1 
«-'•da:  =  -- — ,  ,  +0 


Da  nun 


ist,  so  erhält  man  nach  der  Erkl.  82: 


0 


x 


n 


X 


dx  = 

oder: 
dx  = 


|— »1  +  1  Q— w-fi 


n  -f  1         —  n-\-l 
1  1 


-(n-l).l 


»-1 


-(n— 1).0 


»-1 


oder: 
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r j  d       1    , i__ 

I     «"  (n— l).l  "^  (n— 1)J 


'       +' 


(n  — 1)    '    0 

n  —  1    ' 
mithin  nach  der  Erkl.  110: 


A). 


/i^*  = 


00 


89).  J  X    **dx Analog  wie  vorhin  erhält  man: 

A) ix    **dx  =  00 

0 


V^^^ Man  setze:     fv^dx  =^  fx^dx 


und  beachte,  dass: 

x^dx  =  — \-C  oder  =  ±.yx^-\-C 

2  ^ 
ist.    Nach  der  Erkl.  82  ist  also: 

A).  .  .  fyxdx  =  -^-Yj^-.^Y^ 

a 

oder: 

Ai)  .  .fVxdx  =  l-GI-fli) 


n 


öl)-  JV^dx Man  setze:     f\fxdx^fx^dx 


und  beachte,  dass: 

1+1 


/i                     ä"^  2  3 

««da;  =  -Tj t-Coder  =  -^-o:^  +C 
1+1  ^ 

oder  =  I  Va;3  -)-  C 

ist.    Man  erhält  also  nach  der  Erkl.  82 : 


u 
oder: 


A).,,,  JYxdx  =  ~Ya} 
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.   JYxdx Man  erhält,  analog  wie  vorhin: 

jYxdx  = 


2 
3 


0 

>3 


93).   jy/xdx Analog  wie  vorhin  erhält  man 


1 

oder  =  4  (3  V^3"-  l) 


^Yxdx Analog  wie  vorhin  erhält  man 

"4  /»25    _ 

'  IzYxdx  — 


234 

4 


%).  J{a  +  hx)dx Da:      /(a  +  6«)rfa;  =  aa;+ ^  «»  + C 


ist,  80  erhält  man: 

»6 


Jia-^bxidx  =  (a.fe  +  Y'd»)  — (a.a-h-g  -aA 


a 

oder: 


11    i   1.  Kji           b>_2a«-a'64-2a 
>..../  (a  -(-  6a;)  dac  = ^ ! 


o 


H  ß2x'i-Bx^)dx Da:     /(2x  +  3a:«)t?a?  =  ^' +-g-  +  C 


oder  =  a:'4-a;*  +  C 

ist,  so  erhält  man  (bei  sofortiger  Weglassung 
der  Glieder,  welche  die  Variable  x  für  den 
Wert  0  enthalten): 

A) f{2x  +  3ä')  dx  =  S'^  +  3»  oder  =  36 

ü 


f47 


0 


.    l(a'\-hx-\'Cx'^ -{-,., )dx Man  beachte,  dass: 

/  (a  +  6«  +  ex'  '\-.,,)dx  = 
•^  6«»    .    cx^ 

ist.  Hiernach  nnd  nach  der  Erkl.  82  erhält 
man: 


0 


oder: 
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A). .  .  .  / (a -(- 6^7  +  cä' -\- ..,)dx  =  a  +  -^  +  .,  -r  . . . 


+  8 


98).  y(3x»+2a?  — 3)c?a; Da:  /(3a;'4-2a;— 3)dx  =  a;3+x2-3x-|-C 

ist,  so  erhält  man  nach  der  Erkl.  82: 

►-f  10 

(3x^  +  2x  — 3)da;  =  (103  + 10'  — 3  .10)  — (3» +  32  —  3. 3) 

oder  =  1000  +  100  —  30  —  27  —  9  +  9 

mithin: 

-f-io 


fi 


(3x2  +  2x  — 3)dx  =  1043 


H-3  

99).  /(3x'  — 4x  +  3)dx Da: 

/(3x»  — 4x  +  3)dx  =  X»— 2x2  +  3x  +  C 
ist,  80  erhält  man  nach  der  Erkl.  82: 
/(3x'  — 4x  +  3)dx  =  (14»  — 2.142  +  3.14)  — (83  — 2.82  +  3.8) 
**  oder  =  2744  —  392  +  42  —  512  +  128  —  24 

mithin: 

A). .  .  .  /  (3x'  —  4x  +  3)  dx  =    1986    (siehe  die  Erkl.  158). 

8  ^^^^^^^ 

/>10 
C3x2  +  20x  +  35)dx Da: 

/(3x2  +  20x  +  35)dx  =  x3  +  10x2  +  35jc 

ist,  so  erhält  man  nach  der  Erkl.  82: 

/•lO 
(3x'+20x+35)dx  =  (105+10.102+35,10)  — (4»+10.4»+35. 4) 

oder  =  1000+1000+350  — (64  +  160+140) 

mithin : 

y»io 
(3x2+20x+35)dx   =   1986      (siehe  die  Erkl.  153). 


101).  /(3x2  +  44x  +  163)(lx Da: 

^  yl;3x«+44x+163)dx  =  x3+22x2+  163x+C 

Erkl.  158.    Die  in  den  Aufgaben  99  bis  101  ist,  so  erhält  man  nach  der  Erkl.  82  (bei 

angedeuteten  Integrationen  stehen  in  der  Be«  sofortiger  Weglassung  der  Glieder,  welche 

Ziehung,  dass  in  (3x2 +44 x+ 163)  die  Variable X  ^jj^  Variable  x  für  den  Wert  0  enthalten): 

um  4  grösser  als  in  (3x2  +  20x  +  35)  ist,  dass  ^ 

dieyariablexin(3x2+20x+35)um4grösser  /(3a.»  +  44x  +  163)dx  =  6»+22.62+103.6 

als  m  (8x2  —  ^x-^-^)  ist,   dass  hingegen  die  y  ^        '           '        '                 '             ' 

Grenzwerte  der  Variablen  x  iny   um  4  klei-  oder  =  216  +  792  +  978 

0  mithin: 
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ncr  als  in  /^^sind,  dass  die  Grenzwerte  in  f^^  C^ 

\  4       A) /  (3^2  +  4405  -i- 163)  dx  —  1986 

am  4  kleiner  als  iny*'^  sind.    Die  Resultate  o  (siebe  dia  ErU.  158). 

8 

jener  (dem  Lehrbuch  Dr.  SUgemann^  entnom- 
menen) Integrationen  stehen  in  der  Beziehung, 
dass  sie  tlb  er  einstimmen,  wie  die  Lösungen 
jener  Aufgaben  zeigen.  Üeber  solche  Beziehun- 
gen ist  in  einem  späteren  Abschnitt  ausfahr- 
liebes  gesagt. 


(3«'— 17a;  4-30)  d« Da: 

/(3a;'- 17a; +30)  da;  =  a;^  —  ^^  -+30a;  +  0 
ist,  so  erhält  man: 
/(3a;2  —  17a:  +  30)  dx  =  (+  3)»  —  -lIl-^+?l!  +  30 .  (+  3) 


1  \^ 
oder  =  27  —  ^  -  +  90 


mithin: 


r^^  81 

A).  .  .  .  7(3«*  — 17a; +  30)  da;  =    \^ 


^.10 

103) 


(Sac»  — 17«  +  30)d« Da: 

/(3x'  — 17a;+30)da;  =  a:»  — -^^2^-  +  30x+C 


/< 


ist,  so  erhält  man  nach  der  Erkl.  82  (bei 
sofortiger  Weglassnng  der  Glieder,  welche 
die  Variable  x  für  den  Wert  x  enthalten): 

(3a;«  — 17a; +  30)  da;  =  103  —  —;!^  + 30. 10 


0 

mithin: 

/•lO 
(3a;'  —  17a;  -h  30)  dx  =  450 

b 


104).    r{2rnx-'nx^)dx Da:    j{2rnx  —  7ix'^)dx  = 


2,.7r.:f-;..^3-  +  C 


n  x^ 


oder  =  r  TT  •  ac*  ~  — ^ h  ^ 

ist,  so  erhält  man  nach  der  Erkl.  82: 
(2rn,x  —  n,x'^)dx  =  {r  n  .  (2  r)'  —  -^  •  (2  r)  A  — 

(,^.(0)2-^.(0)3) 

mithin : 
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{^rn  .x-'TT  .x^)dx  =  ^r^n  —  ^r^n  oder  =   ö"^*"' 

0 


105) 

■^0 


.    /   (&.«H ^ x^\dx Da:     /(6.a5+         -    -  x^\dx  = 


so  erhält  man  nach  der  Erkl.  82  bei  so- 
fortiger Weglassang  der  Glieder,  welche  die 
Variable  x  mit  dem  Wert  0  enthalten: 

A).  .  .f\l.:c+^.x'')ds  =   *  •*'+  ^-^h^ 


8       /•* 
106).   -^n  l{a-^br)r^dr Man  beachte,  dass  die  Integrations-Va- 

*i  riable  in  dieser  Aufgabe  durch  r,  deren  Dif- 

ferential durch  dr  bezeichnet  ist,  und  dass 
dementsprechend : 

ist.  Man  erhftlt  nach  der  Erkl.  82  (bei  so- 
fortiger Weglassung  der  Glieder,  welche  die 
Variable  r  ffir  den  Wert  0  enthalten): 

A).  .  .    -^-nj(a  +  br)r^dr  =  _;r(-g-  +  -^) 

0  oder 

Sn    „-  /    —  5  6     «A 


15 


101),  J   ~dx Da  (siehe  Erkl.  41): 

a  PI 

I      dx  =  Igx-^-  C 

Erkl.  159.    Der  Gültigkeitsbereich  der  ^    ^ 

in  Auflösung  der  Aufgabe  107  aufgestellten  In-  ist,  so  erhält  man  nach  der  Erkl.  82 : 

tegrationsformel :  ^ 

"  oder,  da 

erstreckt  sich  über  alle  durch  a  und  h  bezeich-  ^^  5 Jqq  =  la(    \ 

neten  Werte  der  Variablen  o;,  welche  kleiner  ^          ^           ^\af 

als  00  und  grösser  als  0  sind;  diese  Forderung  gesetzt  werden  kann: 
wird  symbolisch  durch: 

0  <  a  <  00  A),    .    .    ,    I          dx  =  lg  l      )  (tlehe  Krkl.  159). 

0<6<oc  '«^ 
dargestellt. 

dx Analog  wie  vorbin  erhält  man: 


108).  /  i 


f  ^  dx  =  Ig^  —  lgl 
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oder,  da  2^  1  =  0  ist: 
A) /   —dx  =  lg2 


109).     i    -  dx Da,  analog  wie  vorhin: 

1  /•  1 

I  ~  dx  ^  Igx-^-  C 

ist,  so  erhält  man  nach  der  Erkl.  82: 
/     -  dx  =  lg  a  —  Jgl  oder  =  lg  a  —  0 


1 
mithin: 


-dx  =  lg 


/oo 
-dx Analog  wie  vorhin  erhält  man: 


/ — dx  =  1^00  —  Iga  oder  =  oo  —  lg  a 

a 

mithin :  ^ 

•A) I  -   dx  =^  CO 

J     X 

a 

(aiehe  di«  Erkl.  110  und  159). 


/•  1 
—  dx Analog  wie  vorhin  erhält  man: 
o  /«l 

/    — dx  ^  Iga-^lgO 


Da  nun: 

Jgf  0    =    —  00 

(siehe  liOhnatB  11  im  Lehrb.  der  Logarithmen) 

ist,  so  erhält  man: 

—  dx  =  Iga 30  oder  =  toa  +  oo 

0      " 

mithin  ist  (siehe  Erkl.  110): 


/■..  . 


A) /  da;  =  00   (liehe  Brkl.  159). 


112) 


oo 

/_L  ^x Analog  wie  vorhin  erhält  man: 

j  ~-dx  =  lg  OD -^  lg  0 


1 
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Da  nun: 


115).    fi 

0 


/^  00    =r    00 

7^   0     =    —  00 

ist,  so  wird: 

I dX  =   00 00=   oo-^-oc 

•/    X 
0 

oder: 

A).  .  .   /  —  ^3.  —  oQ  ^,i^he  ^lie  K,ki    i59j^ 
ü 


13).    /e'rf:r :    .       Pa:  /• 


ist,  so  erhält  man  nach  der  Erkl.  82: 

e^dx  =  e*— e** 


a 


114).   yVd« Da:  ^ 

ist,  so  erhält  man  nach  der  Erkl.  82: 


oder,  da  c*  =  1  ist: 
A).  .  .  fe'dx  =  e— 1  d.  i.  =  2,71828....  — 1  oder  =  1,71828 


0 


ir  dx Da: 


fe'dx  =  c'  +  C 
ist,  so  erhält  man  nach  der  Erkl.  82: 
A).  .  .  j^'dx  =  c'  — e^  oder  =  e*— 1 


71 

116).   I  sinxdx Man  beachte,  dass  nach  der  Erkl.  160: 

fein  xdx  =  —  cos  x  —  C 
Erkl.  160.  Nach  der  in  Antw.  auf  Frage  14   . 


aufgestiuten' Gleichung  7).  ist:  '  »st.  Nach  der  Erkl.  82  erhält  man  sonach 

a),  .  .  .  f —  sin  x  dx  =  cosx-\-  C  ^. 

Da  nun  nach  der  Erkl.  117 :  ß^  a;  da:  =  (-  C05  -^  )  -  (-  cos  0) 

b).  .  .  .y — sinxdx  =  — f  sin  xdx  *^  \  4/ 

ist,  so  muss  auch:  oder: 
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ci.  .  .  .  —J'sin  X  da?  =r  cos  «  +  C 

mithin  : 

d) y**w  xdx  =  —  eo8x  —  C 

sein.  Man  Yergleiche  hiermit  die  Gleichung  7  b).       Da  nun  nach  der  Erkl.  161: 
in  Antw.  auf  Frage  15. 


I  sinx  dx  =  —  cos  --  -\-  cos  0 

0 


cos-.- 


4  V     2 


Erkl.  101.  Eine  Formel  aus  der  Goniometrie 
^««8*=  und  nach  der  Erkl.  162: 

a).  co«45«  =  «n45«=-  -?- V^  oder  =   y     «  ^^*^  ~  ^ 


(Siehe  Anflöionff  der  Aufgabe  9  in  dem  LAhrbuoh   der    gesetzt   Werden  kann,    SO   erhält  man 

Goniometrie.) 

Bezeichnet  man  den  Radius  eines  Kreises  mit  1,  ^  . 

abo  den  Umfang  des  Kreises  mit  2.1.»^  oder  i^^^a^  _       A/   ^__i_i 

mit  2;r,  so  ist  der  Bogen  dieses  Kreises,  der  y  «n«  a«  -  —  y    ^  -|- i 

n  .  ^* 

zu  einem  Centriewinkel  von  45'  gehört  =    .        ^    .  j^ 

Für  die  Kosinuslinie  und  ebenso  fOr  die  /*^  1  X  1 

Sinaslinie,  welche  zu  dem  Bogen    .  gehören,      ' J  ~"  V     2 

4  0 

h&t  man  (siehe  Abschnitt  9  in  dem  Lehrbuch  \ 

der  Goniometrie):  oder  =  1—  2  V^ 

b) —  CO«  — -  =       V*2  oder  =   y    ^^ 


bezw. 

b 


)...,m-^=iV2oder=\/2 


ErkL  162.  Eine  goniometrische  Formel  heisst: 

co»0  =  +1 

Diese  Formel  sagt ,  dass  die  Kosinuslinie 
eines  Kreises  mit  dem  Radius  =  \  ,  welche 
dem  Bogen  0  entspricht,  selbst  -=:  4-  1  ist  (siehe 
Abschnitt  9  in  dem  Lehrbuch  der  Goniometrie). 


U7,.  / 


TT 

sinxdx Man  beachte,  dass  nach  der  Erkl.  160: 


fsin  xdx  =  —  cosx  —  C 

ist.    In  Rttcksicht  darauf  erhält  man  nach 
der  Erkl.  82: 


TT 
2 


Erkl.  163.     In  dem  Abschnitt  9  des  Lehr- 
buchs der  Goniometrie   ist  gezeigt,   dass   die  .^ 

Kosinuslinie,  welche  zu  dem  Bogen   ^^  eines  1  sinxdx  =  — cos  ^^  — ( — co8  0) 

Kreises  mit  dem  Radius  1  gehört,  =0  ist;  in  **  ^^^^ 

Zeichen: 


cos  ^    =0 


/»2 
sin  X  dx  =  co«0  —  cos  ^ 

ü 
Da  nun  nach  der  Erkl.  162: 

CO«  0  =  +1 
und  nach  der  Erkl.  163: 
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ist,  so  erhält  man: 

n 
A). .  .  .  I  sinxdx  =  1  —  0  oder  =  1 


US),  Jsinxdx Da  Dach  der  Erkl.  160: 

fsinxdx  =  — coax  —  G 

■  ^"^V"*-^?'!  ^*J.i'?,¥!.*^^*?nf  1f  ist,  SO  erhält  man  nach  der  Erkl.  82: 

in  AuflÖBUDg  der  Aufgabe  118  aufgestellten  In-  * 

tegrationsformel:  /*^ 

y»6  j  sinxdx  =  —  cosh cos  a 

sinxdx  =  —  [cos  b  —  cos  a]  oder-     * 

erstreckt  sich  über  alle  durch  a  und  b  bezeich-  A)  ...   1  sinxdx  =  —  [cosb  —  cosa] 

neten  Werte  der  Variablen  x,  welche  kleiner  •{            ^^^^^  e,^i  u^j^ 
als  00  sind. 

119).   fsinxdx Da  nach  der  Erkl.  160: 

0  fsinxdx  =  — cosx  —  C 

ist,  so  erhält  man  nach  der  Erkl.  82: 


/ 


sin  xdx  =  —  cos  x co8  0 


^        oder  =  — cos  x-^- cos  0 

oder,  da  nach  der  Erkl.  162: 

CO»  0  =  -[- 1 
ist: 


/- 


A) /  sinxdx  =  1  —  cosx 


71 


120).  2r'^np I sintfdiff Man  beachte,  dass  die  Variable  durch  9^ 

^  nnd  deren  Differential  darch  dip  dargestellt 

ist,  und  dass  nach  der  Erkl.  160: 


/ 


«in  fpdfp  =  —  cos  (p  —  0 
ist.    Man  erhält  nach  der  Erkl.  82: 


7t 


2r'7iplsin(pd(p  =  2r^7t  pl  —  cos-^ co«ol 

0 

oder,  da  nach  den  Erkl.  163  und  162: 


also 


71 

COS-     =  0  und  co»0  =  +  1 
(—  cos  Y CO«  Oj  =  1     ist: 


;7 

A).  .  .   2r^ Tip I sintfdff  =  2r^7tp 
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'\  Preisgekrönt  in  Frankfurt  a>  M,  1881. 

PROSPEKT. 


Diesei  Werk,  welchem  kein  fthnllehes  zur  Seite  steht,  erscheint  monatiich  in  Z-A 
Heften  zu  dem  blUigen  Preise  ron  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtic- 
sten  und  praktischsten  Anfgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik,  Physik, 
Mechanik,  math«  Geographie y  Astronomie ,  des  Maschinen- ,  Strassen- ,  Elsenbahn-. 
BrQcken-  nnd  Hochbanes,  des  konstrnktlren  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  TollstSndi: 
gelotster  Form,  mit  rlelen  Flgnren,  ErkISrangen  nebst  Angabe  und  Entwlckelnng  (Ur 
benntiten  S&tse,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösun: 
jedermann  verst&ndlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grdssere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  In  Ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbst&ndigra  Eaji- 
teln  angeordnet  —  Torliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngel9sten  Aufgaben  beigegeben,  welche  <1*'^ 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Stndierendr: 
tiberlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benur: 
werden  können.  —  Die  Ldsnug^en  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  fflr  die  Hand  dt*: 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhal tsverzeii'i^- 
niS)  Berichtigungen  und  erlintemde  Erklftmngen  über  das  betreffende  Kapltol  zur  Aiisgal« 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissi  a 
schaftlichen  ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealsehnlen  I.  nnd  II«  Ord.,  gleich 
berechtigten  höheren  Bürgerschulen,  Prlvatschnlen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro* 
gymnasfen,  Schnllehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerkschnlen 
Gewerbesebnlen,  Handelsschulen,  teohn.  Yorbereltungsschnlen  aller  Arten,  g«werblle)i' 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land»  nnd  Forstwlssenschaftsscbnleu. 
MilitBrschnlen,  Yorbereltnngs-Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Eli\fUirlg-Frei- 
wlUlge-  nnd  Offlzlers-Examen,  etc. 

Die  Soh&ler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  udc 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Schritt  fDr  Schritt  gelöste^  Aufgaben- 
sammlung Immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  and 
die  flberans  grosse  Fruchtbarkelt  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgefahrt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  för  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematische  l 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
flbrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  to'.- 
ständige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ^^' 
habten  Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lust,  LieW 
und  Terständnls  für  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  MiUtlr« 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessec^t. 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Bers^* 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  nr^ 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertnngen  und  weiteren  Forschungen  geht^c 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namoc 
verbreitet.  —  Wflnsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser. 
Dr.  Klejer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erlediguc? 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stattgart  Die  Terlagshandliiiig. 
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121).  jcosxdx Da:     / cosx  dx  =  sinx-^  C 

ist,  so  erhält  man  nach  der  Erkl.  82: 

Irkl.  165.    Der  Gültigkeitsbereich  der  /*^ 

in  Aufldsui^r  der  Aufgabe  121  aufgestellten  In-   A).  .  .  .  /  cos  x  dx  =  sin  h  —  «ti 

tAffratinnB'fnrTnal  •  »/ 


sina 


tegrationsformel: 

eos  X  dx  =  sinh  —  sin  a 


ß 


(liehe  die  Erkl.  105). 


erstreckt  sich  über  alle  durch  a  und  b  bezeich- 
oeteD  Werte  der  Variablen  x,  welche  kleiner 
als  »  sind. 


122).   jcosxdx Da:     jcosxdx  =  «inx  +  C 

^  ist,  so  erhält  man  nach  der  Erkl.  82: 


Srkl.  166.    In  dem  Abschnitt  9  des  Lehr-  r^ 

buchs  der  Goniometrie  ist  gezeigt,   dass   die  jcosxdx  =  sinh  ^  si 

Sinaslinie,   welche  zu   dem  Bogen   0   eines  *^ 

Kreises  mit  dem  Badius  1  gehört,   =  0  ist;  ,        ,          ^    ,      „  .,    ,^« 

in  Zeichen:  <X^^^f  ^^  ^^^  <^®^  ^^^*  ^^^ 

a) «inO  =  0  sinO  =  0  ist: 

Ferner  wurde  in  jenem  Abschnitt  gezeigt,  /*» 

dass  die  Sinnslinie,  welche  zu  dem  Bogen  A).  .  .  .  jcosxdx  =  sinh 

.  eines  Kreises  mit  dem  Radius  1  gehört,  =  o 

rl  ist,  in  Zeichen: 


«tnO 


b\ 


n 


«t»  y  =  +  1 


n 


123).  jcosxdx Da:     jcosxdx  =^  sinx-^-O 

^  ist,  so  erhält  man  nach  der  Erkl.  82 

n 

"2~ 


/• 


n 


cosx  dx  =  **** "ö —  ****  ^ 


oder,  da  nach  der  Erkl.  166 : 

«n    -  =  + 1   und  «tn  0  =  0  ist: 


n 


A) 


,    ,   .  ,   I  CO 


cos  xdx  =z  l 


7t 


124).    L 


^24).   Icoixdx Analog  wie  vorhin  erhält  man: 


/' 


TT 


7t 


cosx  dx  =  sin    -  —  sin 0 


Da  nun  nach  der  Erkl.  161: 
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^00 

125).    /  cos  X 


dx 


n 


in-J=lv^2oder=VT 


und  nach  der  Erkl.  166: 

M«0   =   0 

ist,  so  erhält  man: 


ßc 


C08X  dx  = 


1^2-- 0 


mithin: 


A).  .  .  .  Icosx  dx  =  ö^  V2  oder  =  y    2 


Da :     I  cos  X  dx  =  sin  x  -{-  C 

ist,  so  erhält  man  nach  der  Erkl.  82: 
«00 
cos  X  dx  =  sin  00  —  sin  0 


/lOO 


Da  nun  nach  der  Erkl.  166: 
«w  0  =  0 

nnd  da  ferner: 

«tnoo  s=  anbestimmt  ist, 


so  ist: 


/»oo 
cos 


cosxdx  =  unbestimmt  —  0 


oder: 


^00 
A).  .  .  .  I cosxdx  =  unbestimmt 

^  (siehe  die  Erkl. 


165). 


126).    f—.—  dx Da:     f-\^dx  =  tgx-^0 

'     /     cos^x  J  cos^x 


ist,  so  erhält  man  nach  der  Erkl.  82: 


Erkl.  167.  In  dem  Abschnitt  9  des  Lehr- 
buchs der  Goniometrie  ist  gezeigt,  dass  die 
trigonometrischen  Tangenten,  welche  zu 


TT 


n 


f-\-dx  =  tg^-^tgO 
J     cos^x  4 


dem  Bogen  0  bezw.  -     eines  Kreises  gehören, 

j  T»  j.  ,   .  X    V  /v      j        H   oder  in  Bücksicht  darauf,   dass   nach  der 

dessen  Radms  =  1  ist,  bezw.  =  0  und  =  1  -p  j^j    ^gy. 

sind;  in  Zeichen: 

a) f  ^  0   =  0 


tgO  =  0   und  tg 


n 


1  ist: 


71 


b) tg  -  '  z=  l 


A).  .  .   f — \—dx  =  1  —  0  oder  =  l 

'  J      COS^  X 
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127).  l-\-dx Da:     f-^-äx  ^  tgx^C 

ist,  so  erhält  majn  nach  der  £rkl.  82: 

Erkl  168.    Der  Gültigkeitsbereich  der  ^ 

in  Auflösung  der  Aufgabe  127  aufgestellten  In-   j^\  1 L__  ^^  =  tah tga 

tegfrationsf ormel :  ''  '  '  '  J  coa^x  ^         ^ 


/ 


cos^x 


dx  =  tgh  —  ig  a 


(siehe  die  Erkl.  168>. 


erstreckt  sich  über  alle  durch  a  und  h  bezeich- 
neten (endlichen)  Werte,  welche  nicht   unge- 

Tftde  Vielfache  von    „-   vorstellen,   da  ig -^i 
ebenso  ^^  (2  n  + 1)  •  -^  =  ±  oo  ist. 


i28).    f-  .\  - 


dx 


Man  beachte,  dass  nach  der  Erkl.  169: 


ErkL  169.   Nach  der  in  Antw.  auf  Frage  U   . 

C 


J  sin^ 


dx  =  —  ctgx  —  C 


anfgestellten  Gleichung  10).  ist: 

a).  .  .  .  / —a —  dx  =  ctgx  + 

Da  nun  nach  der  Erkl.  117: 


ist.    Nach  der  Erkl.  82  erhalt  man  somit: 

r'  1 

I -^^ — dx  =  —ctgh ctga 


b). 


sin^x  J  stn^x 


dx 


ist,  so  muss  auch: 


oder: 


dx  =  ctgx-\-C 


J    «*»« 

mithin: 

^).  •  •  •  I —:r-ii — dx  =  — ctgx  —  C 
J  8%n^x  ^ 

sein.  Man  vergleiche  hiermit  die  Gleichung  10  b 
in  Antw.  auf  Frage  15. 

Erkl.  170.  Der  Gültigkeitsbereich  der 
in  Aaflösung  der  Aufgabe  128  aufgestellten  In- 
tegrationsformel: 


dx  =  ctga  ^  dg h 


(siehe  Erkl.  170). 


/ 


«n'x 


dx  =  ctg  a  — ctgh 


a 


streckt  sich  über  alle  durch  a  und  h  bezeich- 
neten (endlichen)  Werte,  welche  nicht  n  oder 
Vielfache  von  n  vorstellen,  da  dgny  ebenso 
(tgn.n  =  -h  oo  ist. 


TT 


'''>■  f:^ 


8inx 


cos"^  X 


dx 


/sifi  'R 
-   ,     dx  =  secx-j-  C 
€03^  X 

ist,  so  erhält  man  nach  der  Erkl.  82: 


/ 

0 


n 
4 


sinx    ^  TT  ^ 

— ^ —  dx  =  sec  .  —  sec  0 
cos^  X  4 
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Erkl.  171.    In  dem  Abschnitt  9  des  Lehr-  oder,  da  nach  der  Erkl.  171: 
buchs  der  Goniometrie  ist  gezeigt,  dass  die  Se- 
kanten,  welche  zu   dem  Bogen  ^  bezw.  0  ^^  ^  = -V2   und   wcO  =  1   ist 

eines  Kreises  gehören,  dessen  Radius  =  1  ist,  ^                     / 

bezw.  =  Y2  und  =  0  sind;  in  Zeichen:  f^  sinx^          ^r^- 

a) sec^  =  Vi  i    '^'^    «  =  V    - 

und 
b) «ec  0   =  1 


130).    f—z dx Da :    f  r—  ^«  =  «»"c  («n  =  %)^Q 

and  da  auch  nach  der  Erkl.  172: 

Erkl.  172.    Nach  der  in  Antw.  auf  Frage  14  /       1 

aufgestellten  Gleichung  12  ist:  /  "w~=y"  <^*  =  —  ^^^  (^^*  =  «)  —  C 

a). . .  /— -^ -.  dx  =  arc(co8  =:x)-\-C   ist,  so  erhält  man  nach  der  Erkl.  82: 

J       yi—x^  ^ 

Da  nun  nach  der  Erkl.  117:  a).  . .  f —j-^- äx  =  arc  {sin  =  5)  — 

b).../-    ,i_     dx  =  -f'-^dx  a    ^'"^^  arc(«n  =  a) 

ist,  so  muss  auch:  ^ 

/l  /  — —  dx  =  —  arc  (eos  =  6)  — 

, ^.  dx  =  arc  {cos  =  x)-\-C  J    \f\^x^  t  ^ 

yTL«2  '^  a    '^  —  arc(co«  =  fl) 

mithin:  oder: 

/l  /*^       1 

-————-  dx  =  —  arc  {cos  =  x)  —  C    B). .  .  /  —7—     —  dx  =  — -  farc  {cos  =  6)  — 
Vi—«*  •/   VI— Ä»  ■■  . 

a  arc  {cos  =  a)[ 

sein.   Man  yergleiche  hiermit  die  Gleichung  12  b  ^ 

in  Antw.  auf  Frage  15.  ('*«^*  ^*«  ^'"-  "S). 

Erkl.  178.  Der  Gültigkeitsbereich  der 
in  Auflösung  der  Aufgabe  139  aufgestellten  In- 
tegrationsformeln : 

/•*      1 
A).  . .    / dx  =  arc  {sin  =  6)  —  arc  {sin  =  a) 

J    yi—x^ 

und 

— —  ^=r  r  da:  =  —  [arc  (co5  =  6)  —  arc  {cos  =  a)] 

a 

erstreckt  sich  über  alle  durch   a  und  h  be- 
zeichneten Werte,  welche  ^  1  sind. 

Dasselbe  gilt  für  die  Integrationsformeln  A). 
und  B).  in  Lösung  der  Aufgabe  131. 


131) 


^=r-dx Da:   l'---j:^=r'dx^  arc{cös  =  x)+0 

Vi-»'  /      Vl-ic« 


und  auch  nach  der  Erkl.  174: 
1 


/- 


d«  =  —  arc  {sin  =  «)  —  C 


Yl  —  x" 
ist,  so  erhalt  man  nach  der  Erkl.  82: 
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Erkl.  174.    Nach  der  in  Antw.  aaf  Frage  U  /^  1 

aufgestellten  Gleichung  11  ist:  A).  .  .  /—       — z==rdx  =  arc  (cos  =a:  6)  — 

,       r      1         .  ,.  v,n  «       VI  —  «  arc(co8=:a) 

a). . .  / -dz  =  arc  («w  = «)  +  0  "  ' 

J  yi  — «*  und  auch: 

Da  Don  na^h  der  Erkl.  117:  /»^  1 

SO  masB  auch:  oder: 

-f-Vx-^''  =  «rc(«n  =  «)  +  0    B)-  •  'J-yi^^''  =  -[«rc(«n=6)- 
y       VI—«  a  arc(«n  =  a)J 

mithin: 

c). . .  / ^ das  =  —  arc  («»n  =  rc)— 0 

y      Vi-«* 

sein.  ' 

132).    /    . jTT-dx Da:    /->-=--- —da?  =  arc  (sin  =  x)  4- C 

J  ^T—x^  J  V^l  — «>  '^ 


132). 

nnd  da  auch  nach  der  £rkl.  172: 

.  dx  =  —  arc  {co8  =  «)  —  C 

ist,  so  erh&lt  man  nach  der  Erkl.  82: 


ß 


£rU.  175.    m  den  Erkl.  166,  162  und  16S  ^i      . 

vurde  gesagt,  dass:  a). . .  / —— dx  =  arc  («n  =  1) 

.     jr  .  J   VI— x' 


Erkl.  176.    In  den  Erkl.  166,  162  und  168 

a). . .  / 

a) m|  =  1  0  ^^-^  arc(m  =  0) 

und  auch: 
b) «n  0   =  0  ^, 

c) eo«  0  =  1  b). . .  /      dx  =  —  \arc  (cos  =  1)  — 

y  Vi — 05*  *•  ,  .^1 

d) c(»-2-  =  0  "  arc(c(w  =  0)] 

_  Da  nnn  nach  der  Erkl.  176: 

ist  Gleichung  a).  z.  B.  sagt:  -ä-  ^^  ^  Bogen,  ^  t 

dessen  Sinus  =  1  ist;  dieser  Satz  anders  ge-  ^^^  (««»  =  1)  =  y 

lesen  sagt:  Der  Bogen,  dessen  Sinus  =  1  ist,  ^^ ,  .        ,..       ^ 

orc  \8%n  =  uj  =  u 

ist  .-,  was  man  symbolisch  schreibt: 

2'  -'  arc  {cos  =  1)  =  0 

1) arc  (sin  =  1)  =.  —  -  ,  ^^         ^ 

^  ^  ^        2  arc  (CO»  =  0)  =  y 

In  analoger  Weise  ergeben  sich  durch  Um.  js^   go  erhält  man: 
kehning  aus  den  Gleichungen  b).  bis  d).   die 
Relationen:  f^      ^         ^     — .   ^      n 

2) arc(«»  =  0)  =  0  *^^ JW'^^'^'' 

^1 «^c  (CO»  =  1)  =  0  l,^^^ 

4) arc  {cos  =  0)  =  ~  ,  ,  /*^      1         j  /a       ^\ 

0     "^ 

Nach  beiden  Gleichungen  ist: 

A).   ...  /     > jn^aa?  =  -jT- 

0   ' 


a 


and  auch: 


184  Integralrechnung  I.  —  1.  Teil. 

1^3).  y  1^^,  dx Da:  Jj^^dx  =  urc(tg^x)^C 

a 

und  auch  nach  der  £rkl.  176: 

Erkl.  176.    Nach  der  in  Antw.  auf  Frage  14  r    ^ 

aufgestellten  Gleichung  14  ist:  /  ^  r^  dx  =  —  arc  {ctg^  =  «)  —  C 

).  .  .  /— -rx"~2^*  =  arc{ctg  =  x)  +  C       ist,  so  erhält  man  nach  der  Erkl.  82: 

Da  nun  nach  der  Erkl.  117:  a).  .  .  fj4:^  dx  =  arc  (tg  =  6)  — 

ist,  so  muss  auch:  5 

/•    1  B).  .  .  l-TT—i  dx  ^  —  \arc  {ctg  =  6)  — 

^)-  '  '  -  hilr-tdx  =  arc(etg  =  x)-{-C  ^       7  1+»'  "■  '       ,i 

™^*^"^'  (siehe  die  Erkl.  177). 

/'     1 
^-7^— j  d«  =  —  arc  (ctg  =  «)  —  C 

sein.  Man  vergleiche  hiermit  die  Gleichung  14  b 
in  .Antw.  auf  Frage  15. 

Erkl.  177.  Der  Gültigkeitsbereich  der 
in  Auflösung  der  Aufgabe  133  aufgestellten  In- 
tegrationsformeln : 

^)-  •  •  /  i^TajJ  ^*  =  *''^  (^  =  ft)  — 

a  arc  (tg  =  a) 

und 

/ß  1 
r+S»  dx  =  ^  [arc  (ctg  =  6)  — 

«  arc  (ct^  =  a)] 

erstreckt  sich  über  alle  durch  a  und  b  bezeich- 
neten Werte,  welche  kleiner  als  oo  sind. 

/•°°1 
134).  jYr^idic Da  nach  Auflösung  der  Aufgabe  133: 


0 

und  auch: 


f'l^^^  =  arc(t^==a:).fC7 


Srkl.  178.    Analog,  wie  in  der  ErkL  175 
gesagt,  kann  man  aus  den  Relationen:  /__J ^^  —  ^^^  (ctg  =  «) C 

TT  •/    1+^' 

^J «^"2   ~  **  ist,  so  erhalt  man  nach  der  Erkl.  82: 

b) tg  0  =z  0  V        /**^  1       j          r       /. 

^                          ^  a). . .  /nr  , — ^dx  =  \arc  {tg  =  oo)  — 

c) ctg  0   =  CO  y  1+«'              L       '^          \,         ^,T 

^                           ^^  0                                          arc{tg  =  0)] 

d) c«^Y  =  0  und  auch: 

die  Relationen:  /*^i       ,              r 

;^  b)... /—-^d«  =  -[arc  (c«^=  00)- 

1) arc  (^  =  00)  =  —  J  l+x*                  •■                 /  ,         ml 

^                           ^  ^           '         2  0                                         arc  (ctg  =  0)J 

2) arc(<^  =0)  =   0  ^^^  ^jer  Erkl.  178  erhält  man  hieraus: 

3) arc  {ctg  =  CD)  =0  f"^^            ^  (^        \ 

4) arc(ce^  =  0)  =  ^  ^1+«'    *  ~  ^2"""   / 

ableiten.  and  auch: 
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0 

Ans  beiden  Gleichungen  ergibt  sich: 


0 


^^)-  /yT^^* Analog  dervorigenAufgabe  184  erhalt  man: 

*'"  *  /  T^hä»  ^*  ~  ^^^  ^'^  =  00)  — 

•i     "^  arc  (t^  =  1) 

ErkL  179.    Analog,   wie  in  der  Erkl.  175,   ^^^      ^oo, 
ergeben  sich  aus  den  Relationen:  b). .  .  /  —     ^  dx  =  —  [arc  {ctg  =  oo)  — 

a) tglL  =  1                                         A                                          afc(c«^=l)] 

and  '^                                        Nach  den  Erkl.  178  und  179  erh&lt  man 

") ctg^^l  ^'"^'-      :.^ 

die  Relationen:  *i)-  •  •  '  /lIII^^*  ^    2  ~T 

1) arc  {ig   =  1)  =  -.-  und 

^  /»oo 

und 


21 


n 


arc  (ctg  =  1)  =  —  »^l 


b.)..../T:^-,-^*  =  -(o— :) 


4 


Aus  beiden  Gleichungen  erhalt  man: 


1 


^^^-  /^ 


dds Analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  184 

erhalt  man: 


r^  1 


und 


^  — j  (f  ic  =  -  [arc  (ce^  =  1)  —  arc  (ctg  =  0)] 

0 

Nach  den  Erkl.  178  und  179  erhalt  man 
somit: 

0 

und 

^i) /l^-^'**  =  -(4-|) 

0 

Aus  beiden  Gleichungen  ergibt  sich: 

0 
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J  xyfx^—\ 

/ ..  äx  =  arc  (sec  =  x)-{-C 

Erkl.  180.   Nach  der  in  Antw.  auf  Frage  14 
aufgestellten  Gleichung  16  ist:  und  auch  nach  der  Erkl.  180: 

a). ..  / j=:==rdx  =  arc(co8ec  =  x)+C  l—-z=rdx  =  —  are  {cos  =  x) -- C 

Da  nun  nach  der  ErkL  117:  ist,  so  erhält  man  nach  der  Erkl.  82: 

^y  ' '  / w^=T^=f"^*  ~  —/-./-,-,-  ^^   a).  .  .  f — j^=:^dx  =  arciaec  =  oo)  - 

^    ^  1   ^^^      ^  arc(«cc==l) 

ist,  so  muss  auch: 

/.  und  auch: 

—  d»  =  arc  (cosec  =::x)  +  C  /»oo     ^ 

xVx^-1  b). . .  / — -L=^dx  =  —  \are[co8ec=oo)- 

mithin:  J  xV^^^-l  ,  ^^^ 

/l  1      '^  are  {eosec  =  1)J 

-^^^dx  =  -- arc  {cosec  ^x)^C       ^^^^  ^^^  ^^^  ^g^  ^^^^^^  ^^^  hiernach: 

sein.    Man  vergleiche  hiermit  die  Gleichung  16      .  f        1  j     __   ^       n 

in  Antw.  auf  Frage  15.  *i^ J  xY^-l  ""  "2"  "" 

Krkl.  181.     Analog,  wie  in  der  Erkl.   175   ^^^             oo 
gezeigt,  erhält  man  aus  den  Relationen:  h  ).  .  .  .  / dx  =  —  ^0 —\ 

a) WCy   =   00  1         ' 

ys  ^^g  Q   __  j  Aus  beiden  Gleichungen  erhält  man: 

*=) CO.«!  0   =  00  ^)   .         r  .i—  dx  =  f 

d) cosec -^-  =  1  1      ^ 

(siehe  Abiohnitt  9  im  Lehrb.  der  Goniometrie) 

die  Relationen: 

1).   .   .   .    arc  {sec     =00)  =  -— 

2).   .   .   .    arc  {sec     =  1)    =    0 
8).   .   .   .    arc  {cosec  =  00)  =   0 

4).   .   .   .    arc  {cosec  =  1)   =  -^ 


Aufgaben: 

Man  soll  die  im  nachstehenden  angedeute- 
ten Integrationen  ausführen. 

138).    P-Sx^dx 


LöBongen: 


Man  setze  nach  den  Erkl.  116  und  117: 
/— 8a;*d«  =  —Izx^dx 

0  0 

Analog  wie  in  Aufgabe  78   erhält   man 


alsdann : 


A).  .  .f^Sx^dx  =  -[y-y]  oder  =  -  ^* 
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1^^)-  J  —  ^x^äx Man  setze  wie  vorhin: 

I  —  Ax^dx  =  —  fix^dx 

*0  0 

Analog  wie  in  Aufgabe  74  erhält  man 
alsdann: 

yi4«»i«=-[*.i._|..o.] 

oder: 

r^  A  4 

A). .  .  I  —  Ax^dx  =  —  Y'l*  o*^«r  =  —  Q- 

0 


/CD 
—  tnx^dx Man  setze  wie  vorhin: 

®  /»OO  /»OO 

/  —  mx^dx  =  — jmx^dx 


0  0 


Analog  wie  in  Aufgabe  75   erhält  man 
alsdann : 


/OD 
- 


OD 

mx^dx  =  —  00 
0 


141).     / ^-«*(fj» Man  setze  wie  vorhin: 

/—' — x*dx  =  — /     — x^dx 
n  J       n 


Analog   wie  in  Aufgabe  76  erhält  man 
alsdann: 

— QC^  dx   =   — GO 

n 


Aufgaben :  LöBOiigen : 

Man  soll  die  im  nachstehenden  angedeute- 
ten Integrationen  ausfohren. 

142).     iSg^dx Nach    der   durch   Gleichung  2).  in  der 

_6  ErkL  141   ausgedrttckten  Integrationsregel 

erhält  man,  in  Rücksicht  darauf,  dass: 

Brkl.  182.  Nach  der  in  derErkl.  141  durch  /*«   s  j  ^-^    i  n    a  «*    i  /^ 

Gleichung   1).   ausgedrückten  Integrationsregel  J^x  dx  =  — ^ \-  G  oder  =  y-j-  0 

erhält  man:  ist: 

oder  nach  den  Regeln  der  Arithmetik:  oder  nach  den  Regeln  der  Arithmetik: 

Sx^dx  =  +-S-  A).  .  .  jZx^dx  = ^    («lehe  Erkl.  182). 

—  i>  —  b 
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Da:        Aie'da)  =   *g*-  +  C 

ist,  so  erhält  man,  analog  wie  in  voriger 
Anflösimg  gezeigt: 

oder,  nacb  den  Regeln  der  Arithmetik: 
A) .ßx*dx  =  +^ 

Analog  nie  in  der  Erhl.  182  gezeigt,  er- 
halt man  hingegen: 


■■/' 


Da:     Imx'dx  =  - 


ist,  so  erhftlt  man,  analog  nie  in  AsflOsoiiK 
der  Aufgabe  143  gezeigt: 


oder  (sieh*  die  Erkl.  106  bis  110); 
A).  .  .  ß,»*dx  =  ~^ 

Analog  wie  in  der  Erkl.  182  gezeigt,  er- 
hält man: 


A.).../;.: 


/"^^*  =  T- 


ist,  BO  erh&lt  man,  analog  wie  in  AuflOsnng 
der  Aufgabe  142  gezeigt: 

oder  (siebe  die  Erkl.  106  bis  110): 

ag  wie  ii 
in: 


146) 
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ist,  so  erhält  man,  analog  wie  in  Auflösung 
der  Aufgabe  142  gezeigt: 


_     1 


A).   .  ./( 


oder: 


4  3       J 


-i 


•')•••/( 


,   .    8«         ,\  ,  1        8         1       .  18 

1+  ^   -x*)dx  =  -2--T6  -  24"  "'*•'  =  "48 

Analog  wie  in  der  Erkl.  182  gezeigt,  er- 
hftlt  man: 

,   ■   8«        ,\  .  1,8,1,  13 

1+  2   -*/''*  =  -■ 2  +  16  +-24-  °*"  =  -"48- 


_   1 
1 


147).     f(ßx^  +  x-\-ß)dx Da:    /(3a;»+a;-h6)(laj  =  a:»+^+6x+C 

ist,  so  erhält  man,  analog  wie  in  Auflösung 
der  Aufgabe  142  gezeigt  (bei  sofortiger  Weg- 
lassung der  Glieder,  welche  die  Variable  x 
fär  den  Wert  0  enthalten): 


ßsx^  +  x+a)dx  =  -|^(-3)»  +  i-^  +  6.(-3)j 


—  8 

oder: 


/•"  81 

Analog  wie  in  der  Erkl.  182  gezeigt,  er- 
hält man: 

Aj).    .  .  ,J(Zx*  +  x  +  6)dx  =  — -^^ 


148).    /s( — x)^dx Man  setze  nach  der  Gleichung  A).  in  der 

J  F.rkl    ßO  • 


^  Erkl.  69 : 


Si—x^dx  =   hx^dx 

0  —6 

und  beachte,  dass: 

ßx^dx  =  ^^-\-C  oder  =  -^  +  C 
ist.    Nach  der  durch  Gleichung  2  in  der 
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Srkl.  183.  Nach  der  in  derErkl.  141  durch  Erkl.  141    ausgedruckten   Integrationsregel 
Gleichung  1).  ausgedrückten  Integrationsregel  erhält  man  somit: 
erhält  man: 

A-,)M.  Oder  fLä.  =  t^-t^l  .A(-«)"^-  =  ^--^ 

0  —6  oder: 


oder: 

1). ., 


fi{-xY Ä*  =  +  -^  ^)  •  ß^- *)' <»«  =  -  4 


(tiehe  die  Erkl.  182).  (siehe  die  AnflOsung  der  Aufgabe  142  und  die  SrkL  ISä). 


yil  /»l  /»o 

4(— a;)«<f« Bb,:  J H— xy dx  =  J Ax 


und 


0 

'— 1 


AajM«  =  -^+C 


ist,  so  erhält  man,  analog  wie  in  Aoflösnng 
der  Aofgabe  148  gezeigt: 

oder: 

A).  .  .  j4{-^xydx  =  +-|- 

0 

Analog  wie  in  der  Erkl.  183  gezeigt,  er- 
hält man: 

K,)....ß{r-xYdx^  -^ 

0 
(siehe  die  Auflösungen  der  Aufgabe  143). 


/•oo  /»oo  /*0 

m{—xydx Da:    jmi'—xydx^jmx^d 


und: 


X 
ö  —00 

jmx^dx  =  — j yC 


ist,  so  erhält  man,  analog  wie  in  Aaflösnng 
der  Aufgabe  148  gezeigt: 

pi-^yä.  =  M-o)*_m.(--ocg 


0 

oder: 


/•  CO 
m( — xydx  =  —  00 

0 

Analog  wie  in  der  Erkl.  183  gezeigt,  er- 
hält man: 


/•  00 
m{—xydx  =  + 


0 
(siehe  die  Auflösungen  der  Aufgabe  144 


Aufgaben  zur  üebmig  in  dem  Auffinden  bestimmter  Integrale.  141 


/""^  1 
—  dx Nach    der   durch    Gleichung    2    in   der 
_  o      ^  Erkl.  141   ausgedruckten  Integrationsregei 

erhalt  man,  in  Rücksicht  darauf,  dass: 

/ —  dx  =  Igx-   (siehe  Erkl.  41). 

y*      -ydx  =  lg{^h)^lg{^a) 


ist: 


oder: 


i) 


•■/"i-'-^-d^o-^-vCi) 


—  a 


Analog  wie  in  den  Erkl.  182  und  183  ge« 
zeigt,  erh&lt  man  hingegen: 


,) f       ldx  =  Zp(-a)~%?(-6)  oder  =  %^(^)  oder  =  lg(^) 


152) 


.     r^dx Da:  j^dx^e-^-C 

—  oo  ...  .       _.    . 


ist,  80  erhält  man,  nach  Gleichung  2).  in 
der  Erkl.  141: 


r^dx  =  t'^'-t- 


00 


—  00 

oder. 

da  nach  den  Regeln 

der  Arithmetik: 

und: 

e-« 

oder  «^  = 

=  1 

e"" 

00^          1 

oder  — 

1 

00 

oder  =  0 

ist: 

A).  . 

.  .  1  €^  dx  = 

:  1  —  0  oder 

=  1 

—  00 

Nach  der  Gleichung  1).  in  der  Erkl.  141 
erhält  man  hingegen  in  derselben  Weise: 

Ai).  .  .  .  /«*ii«  s=  —  1 


r 

n).  .  »   ,  I  €^  dx  SS.  — 

—  00 


153).    r^  dx Analog  wie  in  Toriger  Auflösung  erhält 

J  man : 


__  ^  man : 


f^dx  =  e-^  — 


€" 


—  X 

oder: 

»0 


A). 


bezw. 

»0 


r  1 

,  I  e'  dx  =  1  —  > 


A,) fe'dx  =  -J--1 


—  X 
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154).   I  e^'^dx Man  beachte,  dass  die  Variablem  nega- 

0  tiv  sein  soll,  dementsprechend  setze  man, 

analog  wie  z.  B.  in  Aoflösong  der  Aufgabe 
148  gezeigt  wurde  : 


/o  /»— u 

0  —6 


Analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  153 
erhält  man  hiemach: 


A).  . 

■/'- 

'dx  = 

e-»- 

—  c 

^  oder  1  - 

1 

"7 

bezw. 
Ai).. 

0 

■'dx  = 

1 

-1 

/oo 
e~^  dx Analog  wie  in  Anflösong  der  Aufgabe  154 
0  gezeigt  wurde,  erhält  man: 

/oo  1 

c-^d«  =  c-®— e-°°od.  =  1 — , 

oder  =1 oder  =1  —  0  oder  =  l 

00 

bezw. 

►00 

A.). .  .  /  e"""  dx  =  —  1 


/oo 
e"""  dx  =  — 


Aufgaben:  Lösungen: 

Man  soll  die  im  nachstehenden  angedeute- 
ten Integrationen  ausführen: 

x^dx Nach   der  in  der  Erkl.  76   aufgestellten 

.  2  Gleichung  B).  ist  (siehe  Erkl.  150): 

X 


x^dx  =  Ix^dx-^-jx^d 


Erkl.  184.  Nach  der  in  der  Erkl.  149  durch  -., 

Gleichung  «).  oder  ai).  ausgedrückten  Integra-  -  + 

tionsregel  hat  man:  In  Rücksicht  darauf,  dass: 

ia^dx  =  ioi^dx-\-iic^dx  j^dx  =  -5-4-C? 


—  2  —2  4-0 


ist,  hat  man  somit  nach  der  in  der  Erkl. 


und  in  Rücksicht  darauf,  dass:  152  aufgestellten  Gleichung  b).: 


ist: 

+2 


f<^dx  =  ^  +  C  ß\^  ^  \i^_i-p^ 


[H^_(+0>']     oder,  da     l^andi-t^  =  0     ist: 
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oder,  da: 


ist: 


(-0)»  _  (+0)»  H  ,•    _  -?i. 
5       ~       5       °-^  ~    5 


/: 


+2 


-  _(zl2)»   ,    (+2)5 
5 


/ 


^L  =  fc^+|+^>' 


-2 

«der,  da: 


0* 


a*dx  =  ■L?^  + 


oder: 

al 


-2 

/•+2 

.  .  .  I x^  dx  = 

-2 


5 

(+2)=^ 


+ 


5 
ist: 

(+2)» 
5 

(-2)» 


2.-^ 


5 


+2 


5 


oder: 

,,.../JL  =  L+i^-fc^ 

—  2 

welche  Gleichiuig  man  anch  direkt  bei 
Anwendung  der  in  jener  Erkl.  152  auf- 
gestellten Gleichung  A).  erhält  (s.  Erkl.  148). 
Aus  Gleichung  1  ergibt  sich: 

'4-2 


/ 


x^  dx  ^  A 


'+2 


(Tergldch«  ]ki«rnlt  die  Oleichimg  1).  in  AuflOsnng 
der  Attfgftbe  156) 

velche  Gleichung  man  auch  direkt  bei  Anwen- 
dung der  in  der  Erkl.  149  aufgestellten  Glei- 
<^himg  b).  erhält.  Aus  jener  Gleichung  a).  er- 
hält man: 


oder: 

/-1-38 
x^dx  =  2.+ 


—  2 


— -  oder  =  2  •  -^- 
o  5 

oder  =  4-     - 


(siehe  die  Erkl.  184). 


oder: 
b 


-2 


/: 

/»+2 
•  .  .  .  /  «C^  d  X    = 
-2 


0 


(vergleiche  hiermit  die  Gleichung  A).  in  der  AnflGsong 
der  Aufgabe  156). 


Da: 


—  a 


fx^dx  =  -=- 


4-+0 


ist,  80  erhält  man  analog  wie  in  Auflösung 
der  Aufgabe  156  gesagt,  nach  der  in  der 
Erkl.  152  aufgestellten  Gleichung  A): 


—  a 


oder  nach  den  Regeln  der  Arithmetik: 
A).  .  .  Jx^dx  =  — +  ^- 


—  a 


Führt  man  hingegen  die  angedeutete  In- 
tegration, analog  wie  in  der  Erkl.  184  ge- 
sagt, nach  der  in  der  Erkl.  149  aufgestellten 
Gleichung  b).  aus,  so  erhält  man: 

—  a 

oder  nach  den  Regeln  der  Arithmetik: 


B) 


•  ••/ 


x^  dx  = 


3 


(I 
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158).    l—xdx Man  setze  nach  den  ErkL  116  ond  117: 


J-a>dx=~f^ 


xdx 

—  a  —  a 

Beachtet  man  nonmehr,  dass: 


/- 


«» 


xdx  =  ^  +  C 

ist,  so  erhält  man,  analog  wie  in  Anflösoog 
der  Aufgabe  156  gesagt,  nach  der  in  der 
£rkl.  152  aufgestellten  Gleichung  A).: 


—  a 


oder  nach  den  Kegeln  der  Arithmetik: 

—  a 

bezw.  man  erhält,  analog  wie  in  der  Erkl.  184 
gesagt,  nach  der  in  der  Erkl.  149  aufge- 
stellten Gleichung  b).: 

—  a 

oder: 

B)...f-xdx  =  -(^  +  ^) 


ß 


159).    /(8 «2  +  2 «  -  3)  da; Da:  /(3a:»+2a;— 8)d»  =  ic»+aj»— 3x+C 

^^  ist,  so  erhält  man,  analog  wie  in  Auflösung 

der  Aufgabe  156  gesagt,  nach  der  in  der 
Erkl.  152  aufgestellten  Gleichung  A).: 

(3«'+2«-3)da:  =  [(+2) »+(+2)' -8 (+2)]  -  [(-4) »+(-4)» ^3 (-4)] 

4 

oder  nach  den  Regeln  der  Arithmetik: 
A).  .  .  /(3«»+2«— 3)daj  =  8+4-6+64—16  —  12  oder  =  +42 

Führt  man  hingegen  die  angedeutete  In- 
tegration, analog  wie  in  der  Erkl.  184  ge- 
zeigt, nach  der  in  der  Erkl.  149  aufgestell- 
ten Gleichung  b).  aus,  so  erhält  man: 

(3x»+2x-3)daj  =  [(+2)»+(+2)»-3(+2)]  +  [(-4)»+(-4)»~3(-4] 

—  4 

oder: 
{Zx^+2x—Z)dx  =  8+4—6  —  64+16+12  oder  =  -3ö 

-4 


ßl 
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Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


L     >J     '     '  Preisgekrönt  in  Frankfurt  a,  M>  1881 


PROSPEKT. 


Dieses  Werk,  welchem  kein  fthnUches  rar  Seite  steht,  erscheint  monattich  in 
Heften  so  dem  billlgren  Preise  Ton  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten  nnd  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik ,  PhjBiky 
Mechanik,  math.  Geographie)  Astronomie ,  des  Maschinen-,  Strassen- ,  Elsenbakn-, 
Brflcken-  nnd  Hochbaues,  des  konstruktiTon  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  Tollstindig 
gelöster  Form,  mit  rleien  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwiekelnnir  der 
benntiten  Sfttse,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Ltenng 
jedermann  yerst&ndlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  nnd  alsdann  anch  alle 
TeUe  der  reinen  nnd  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  TorliegaiL 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  LOsnng  (in  analoger  Form,  wie  die  bezttglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  fOr  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTeneieh- 
nls,  BerichtignBgen  nnd  erläuternde  Erklärungen  Aber  das  betreifende  Kapitel  zur  Ausgabe 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwiaaen 
schaftlichen  Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealschnlen  I.  nnd  II«  Ord.,  gleich 
berechtigten  höheren  Bürgerschulen,  Priratschnlen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro* 
gymnasien,  Schnllelirer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Baogewerksdmlen, 
Gewerbeschnlen,  Handelsschulen,  teclin.  Torbereitungsschnlen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildnngsschnlen,  Akademien,  UnlTorsitäten ,  Land-  nnd  Forstwlssensehaflssehnlen, 
Mllitärsehnlen,  Torbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  a.  B.  für  das  Eii^äkrig^Frei- 
willige-  nnd  Offlsiers-Examen,  etc. 

Die  Schaler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  and 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Scliritt  lllr  Seliritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwälirend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  anch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  lorältige  Stütze  für  den  Schnl- 
unterricht  geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematiachen 
Disziplinen  —  zum  Aullösen  yon  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  2eit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lost,  Liebe 
und  Terständnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Anffrischnng  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  aUea  Bemis- 
iweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertungen  und  weiteren  Forschnngea  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktisdie  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  RedaktioB.  betreffen,  nimmt  der  yerfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegel^  nnd  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt  \ 
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160).    f^x' 
-s 


+  Ä  +  6)<Ja; Da: 


> 


«»+«  +  6)  da;  =  x^-\—^  +  ^x^C 


ß 


—  8 


ist,  80  erhält  man,  analog  wie  in  Auflösung 
der  Aufgabe  156  gesagt,  nach  der  in  der 
Erkl.  152  aufgestellten  Gleichung  A): 

(Sx^  +  x  +  6)dx  =  [(+7)»+^2"+^-^+^^]"[^"^^'+^^  +  ^-("'^>] 

oder  nach  den  Regeln  der  Arithmetik: 

(3»»  +  a;H-6)da;  =  843  +  ^ +42  +  27  — 2+18  oder  =  450 

Fflhrt  man  die  angedeutete  Integration, 
analog  wie  in  der  Erkl.  184  gezeigt,  nach 
der  in  der  Erkl.  149  aufgestellten  Glei- 
chung b).  aus,  so  erh&lt  man: 


—  3 


B) 


(3««+«  +  6)d«  =  343  +  -y  +  42  — 27+2— 18  ®^«' =  ^^^ 

—  8 


►—5 


+  2 


ß'. 


+  6 


161).    /(3x»  +  2«  — 3)d« Da: 

/(3a;»+2a;  — 3)daj  =  «»  +  ««— 3a;  +  C 

ist,  80  erh&lt  man,  analog  wie  in  Auflösung 
der  Aufgabe  156  gesagt,  nach  der  in  der 
Erkl.  152  aufgestellten  Gleichung  A).: 

(3x»  +  2x-8)da:=[(-5)3+(-5)«-3.(-5)]-[(+2)»-t-(+2)»-3.(+2)] 

+2  oder: 

A). ..  /(8a;»  +  2Ä  — 3)da?  =  —125  +  25  + 

+  2  15  —  8  —  4  + 

£rU.  IMa.    Setzt  man  ^  ^^^^  =  —  91 

[tx^+2x^Z)dx  (.ieh.  die  Erld.  18ia). 

Fahrt  man  hingegen  die  angedeutete  In- 
tegration, analog  wie  in  der  Erkl.  184  ge- 
zeigt, nach  der  in  der  Erkl.  149  aufgestell- 
ten Gleichung  b).  aus,  so  erhält  man: 

tind  führt  die  hierdurch  angedeuteten  Integra-   ^)-  •  -  7(3«' +  2«- 3)  da?  =  —125  +  25  + 

tion«i  nach  der  in  der  Erkl.  152  aufgestellten  +8                                   15  +  8  +  4  —  6 

Gleichung  A).  aus,   so   erh&lt  man   entgegen-  ^ .  ^q 

gesetzte  Betultete,  ntolich  -f.  91  und  —91.  ^,7  TJ  ^^  . 

Fahrt  man  jedoch  jene  angedeuteten  Integra-  ^■**^*  ^'"'  ^^•^• 
tionen  nach  der  in  der  Erkl  149  aufgestellten 
Gleichung  b).  aus,  so  erh&lt  man  jedesmal  das- 
selbe Besultat,  n&mlich  +79. 


J: 


an  Stelle  von 


(3«»  +  2«  — 3)da? 


(3«2  +  2a;  — 3)da? 

—  5 


Da: 


/ 


(3a;' +  2«  — 3)  da;  =  a;^  +  a;' —  3a;  +  0 
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ist,  so  erhält  man,  analog  wie  in  Auflösung 
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/ 


der  Aafgabe  156  gesagt,  nach  der  in  der 

Erkl.  152  aafgesteilten  Gleichung  A).: 

4-3 

(Zx^  +  2X'-S)dx  =  [(+3)»+(+3)«  — 3.(+3)]~[(-5)»-t-(-5)»-3.(-5)] 

oder: 
/•+S 

A).  .  .  /(Zx^+2xS)dx  =  4-27  +  9  —  9  +  125  —  25  —  15  oder  =  +  112 

Fahrt  man  hingegen  die  angedeutete  In- 
tegration, analog  wie  in  der  Erkl.  184  ge- 
zeigt, nach  der  in  der  Erkl.  149  aufgestell- 
ten Gleichung  b).  aus,  so  erh&lt  man: 
/•-hs 
(3fl;»  +  2ic  — 3)rf«  =  +27  +  9  —  9  —  125  +  25  +  15  oder  =  —  58 

—  5 


+  m 


.-2  +  1 


lö»)-/^d«    .    .    .    .    • Da: 

J_dx  oäerjx  Ux  =  —^-^  +C 

Erkl.  185.    Führt  man  die  durch:  oder  = —+  C 

+  m 


/ 


_Ji_j^  ist,  so  erh&lt  man,  analog  wie  in  Aaflösnng 


_   x^  der  Aufgabe  166  gesagt,  nach  der  in  der 

angedeutete  Integration  ans,  nach  der  in  der  „.    '.     j„,  J  ,.    ,q-   „„  .     .„*   /'  '■^}^  . 

Erll.  152  aufgesteUten  Gleichung  A).,  so  erh&lt  S'?,",««"  ?'":  m^   "/Jf*!  v"  "l,*»««"^ 

man  in  ROcksicht  darauf,  dass  Erkl.  162  aufgestellten  Gleichung  A).]: 


J_^x*  \     +m)      \     -p)        ^^^.  \     -fm  -t-o/ 


oder:  +m 


/     x*  tn       p  — p  "^ 

— p 

nämlich  ein  anderes  Resultat  als  das  in  Auf-       D&  nan*'  -^ 

lösung  der  Aufgabe  163  durch  Gleichung  A)»  —  =  oo 

dargestellte  Resultat.    Dies  hat  seinen  Grund  ^ 

darin,  dass  bei  Anwendung  der  Gleichung  A).  somit  (siehe  die  Erkl.  106  bis  110)  auch- 
in  der  Erkl.  152,  wie  in  dieser  Erkl.  152  ge-  ^ 

sagt,  Yorausgesetzt  werden  muss,  dass  die  J: 1^  __.  ^ 

allgemein  durch  F{'\-x)  und  F{ — x)  darge-  0       p 

stellten  Integrale  für  den  Wert  0  der  Variablen  und 

dcgleich  0  oder  gl  ei  che  (endliche)  Grössen  sein  ^  _l  ^    _ 

müssen,  was  fQr  den  durch  die  Aufgabe  163  darge-  «i   '  7)   ""  °° 

stellten  speziellen  Fall  nicht  zutrifft  (wie  in 

Auflösung  der  Aufgabe  163  gezeigt  ist),  indem  ist,  so  erhält  man: 

r-  für  den  Wert  a;  =  0  in  —~,  und  /»+"* 

1  1  A) /   — 5-  dx  =  oo 

—  - — -  für  den  Wert  0  in  -f  -^-  übergeht  in-  ^     «' 

— X  i  1       0  *     ^  — J' 

dem  femer  — -^  und  +      die  unendlichen  <»*®*»«  *"•  ^'^i-  ^85  und  187). 

(unbestimmten)  Grössen  —  oo  und  +  oo    dar-       Führt  man  hingegen  die  angedeutete  In- 
stellen.  tegration,  analog  wie  in  der  Erkl.  184  ge- 
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Erkl.  186.    Führt  man  die  durch: 


/ 


— ,  dx 


—p 


angedeutete  Integration  aus,  nach  der  in  der 
Erkl.  149  aufgestellten  Gleichung  b).,  so  erh&lt 
man  in  Rftcksicbt  darauf,  dass  , 


zeigt,  nach  4,er  in  der  Erkl.  149  aufgestell- 
ten Gleichung  aj.  [nicht,  wie  in  der  Erkl. 
186,  nach  der  in  dieser  Erkl.  149  aufgestell- 
ten Gleichung  b).]  aus,  so  erhftlt  man: 


B 


dx  =  — 


1 

X 


I 


/ 


-p 


m 


dx  =  — 


_1^_ 


C  ist: 


1 


+ -  -  p 


(—1 U 

ler: 

/^^«-(+:-ö)+(-i+T) 


oder: 


-p 


m    '    p 


—p 

Da  nun: 


—   :=   00 

0 


flimüch  ein  Eesultat,  welches  mit  dem  in  Auf- 
löBiing  der  Aufgabe  168  durch  Gleichung  B). 
du-gestellten  Resultat  nicht  übereinstimmt. 
Dies  hat  seinen  Grund  darin,  dass  bei  An- 
vendong  der  Gleichimg  b).  in  der  Erkl.  149, 
Tiein^eser  Erkl.  149  gesagt,  vorausgesetzt 
werden  muBS,  dass  die  allgemein  durch  2^(4- x) 
ond  F(—  x)  dargestellten  Integrale  für  den  Wert 
*^  der  Variablen  x  beide  =  0  oder  gleiche 
uid  entgegengesetzte  (endliche)  Grössen 
sein  müssen,  was  für  den  durch  Aufgabe  163 
dargestellten  speziellen  Fall  nicht  zutrifft, 

indem für  den  Wert  ac  =  0  in  — 

und ,   für  den  Wert  a?  =  0  in  + 

—  ^  1  1 

fii'ergeht  und  die  Symbole  —  -^  und  -|-  -^-  un- 
endliche (unbestimmte)  Grossen  darstellen. 


somit  (siehe  die  Erkl.  106  bis  110)  auch: 


und 


1        1 

=    00 

ffi        0 


1    ,    1 

=    00 

m^  0 


ist,  so  erhält  man: 


B). 


fi^"^ 


00 


1 

0 


— i> 


(sieh«  die  Brkl.  186  und  187). 


IrkL  187.  Wie  sich  aus  den  Auflösungen 
der  Aufgabe  163  und  den  Erkl.  185  und  186 
ergibt,  ist  bei  Anwendung  der  in  der  Erkl.  152 
infgestellton  abgekürzten  Gleichung  A)., 
ebenso  bei  Anwendung  der  in  der  Erkl.  149 
aufgestellten  abgekürzten  Gleichung  b).  stets 
die  Vorsicht  zu  gebrauchen,  zu  unter- 
SQchen,  ob  die  allgemein  durch  Fi-^x)  und 
^'i— ar)  dargestellten  Integrale  für  den 
Wert  0  der  Variablen  x  nicht  ungleiche 
oder  unendliche  Grössen  sind. 


Da 


■fi 


dx  oder 


/' 


1 
7 


dx  =s 


Y'x 

^ +Coder=-^-V^:c'  +  0 


-¥+^ 


ist,  so  erhält  man,  analog  wie  in  Auflösung 
der  Aufgabe  156  gesagt,  nach  der  in  der 
Erkl.  152  aufgestellten  Gleichung  A).: 
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>* 


—  t 


/ 


8  8 


8  _ 

mithin : 

4-2 

-^  yfi 

Fuhrt  man  hingegen  die  angedeotete  In- 
tegration, analog  wie  in  der  Erkl.  184  ^ 
zeigt,  nach  der  in  der  Erkl.  149  aofgestell- 
ten  Gleichung  h).  aus,  so  erhält  man: 


/ 


8  _ 

-*  Vi 

oder: 

B).  .../-3^da:  =  |(Vf+l) 


165).    /_da; Da:    /— d«  =  I^ «  +  C  ist,  und  für  den 

Wert  0  der  Yari&blexi  x  die  Funktion: 
Igx  =  Z^O  oder  s=  — oo 

(siehe  LehreaU  11  im  Lehrb.  der  I«ogarlthm«B) 

wird,  SO  hat  man  nach  der  Erkl.  187  in 
analoger  Weise  zu  verfahren,  wie  in  Auf- 
lösung der  Aufgabe  163  gezeigt  wurde. 
Man  erhält  nach  der  in  der  Erkl.  152 


aufgestellten  Gleichung  b).: 


—  6 

oder: 


f 


oder  =  lg  ^  +?^^ 
Da  nun: 


und 


h 

.—    —    np 

0 


^  0    =  —00 

7^00     =    00 


ist,  so  ist: 

A) /      -  da;  =  —  00  -f  00 

—  h 
d.  i.  eine  anbestimmte  Grösse. 


-fl 
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Für  den  Fall,  dass  —  oo  and  +  oo 
gleiche  entgegengesetzte  Orössensindt 
ist:  ^j 

A) /i^«  =  ^ 

Nach  der  in  der  Erkl.  149  aufgestellten 
Gleichung  a.).  erhält  man  hingegen: 

oder: 

4-* 

oder  =  ig-^  +  lg—  oder  =  2.7^^ 


/ 


Da  nun: 

und 

ist,  so  erhält  man  hiernach: 

B).  .  .  .   /  —  dx  =  2.O0  oder  =  « 


^^)'  J  ~^^^ Analog  wie  in  der  Auflösung  der  vorigen 

—1  Aufgabe  165  erhält  man  nach  der  in  der 

Erkl.  152  aufgestellten  Gleichung  b).: 


/ 


4-1 
~dx  =  lg — ^  +  lg  ^ 


oder  =  lg~^lg^ 

Da:        0 

--  =0;    lg  ^  —  —00 

und 

1 

--=:00;     caOOssQO 

0  '     ^ 

ist,  so  erhalt  man: 

A) /   -  -daj  =  — 00-1-00 

d.i.  =  eine  unbestimmte  Grösse, 

oder,  wenn  —  oo  und+^  gleiche  ent- 
gegengesetzte Grössen  sind: 

Ai) J  -dx^O 

—  i 
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Nacb  der  in  der  Erkl.  149  aofgestellUn 
GleichoDK  a,).  eihslt  man  hiogegeo: 


■Ti- 


=  2,^—  oder  =  e 


Aoalog  wie  in  AaflOsoDg  der  Aufgabe  165 
gesagt,  erbfilt  man  naub  der  in  der  Erkl. 
152  anfgeetellten  Gleicbang  b).: 


:/!■ 


d.i.  eine  unbeBtimmte  Gr&sse, 
oder  fOr  den   Fall,  dass  — <»   nnd  +° 
gleiche  entgegengesetzte  Grössen  sind: 


■/i« 


Nach  der  in  der  ErkL  149  anfgeGtellieii 
Oleichang  a,).  erb&lt  man  hingegen: 


■/i' 


Da:  fe'dx  =  ^+C 


ist  nnd  far  den  Wert  0  der  Variablen  x 
sowohl  die  Fanktion:  e^'  in  e+"  oder  in  1 
als  anch  die  Fnnktion:  e"'  !o  e'"  oder  in  I 
Obergeht,  so  kann  man,  wenn  analog  wie  in 
AaflCsnng  der  Anfgabe  156  gezeigt  wnrde. 
nach  der  in  der  Erkl,  152  angegebenes 
Weise  integriert  wird,  die  in  dieser  Erkl. 
anfgestellte  abgekürzte  Gleicbang  A).  be- 
nutzen; man  erhilt  nach  derselben: 


/' 


«'dx  ^  e''"'" — e    "*  oder  ;=  i 


1 


A).  .   .     le'dx  =  0 


oder  =  0 


-0  oder  : 


Wird  hingegen  integriert,  analog  wie  in 
der  Erkl.  184  gezeigt,  nach  der  in  der  Erkl. 
149  angegebenen  Weise,  so  darf  man  nicht 
die  in  dieser  Erkl.  anfgestellte  abgektlrzte 
Gleicbang  b).  benutzen,  sondern  man  mnss, 
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da  e""^  =  1  und  e^^  ebenfalls  =  1  ist,  die 
in  dieser  Erkl.  aufgestellte  Gleichung  a^). 
benutzen.    Nach  dieser  erhält  man: 

fe'dx  =  [e-«>-e-^]-h[c+ «>-€+«] 

XrkL  188.    Dasselbe  durch   nebenstehende  *L  oo 

Gleichnnf^  B)   dargestellte  Resultat  erh&lt  man  ,,         .q         +0j            •■ 

auch,  wenn  man  nach  der  in  der  Erkl.  149  auf-  o^er,  da:    e       =  e^    oder  =  1 

gestellten  abgekürzten  Gleichung  b).  integriert,  «+^  =  oo 
aber  nnr  aus  dem  Grunde,  weil  die  unendliche 

Grösse  «  stets  wieder  vorkommt.  c""  °°  =  -  —  oder  =  -  -  oder  =  0 

gOO  00 

ist: 

/•-hoo 
e'dx  =r  [0-l]  +  [oo-l] 

—  00 

oder  =  0  -f-  00  —  2 
mithin: 

/-foo 
^  dx  =  00     (siehe  Erkl.  188). 

—  00 


a'dx Nach  der  in  der  Erkl.  152  aufgestellten 

_i  Gleichung  b).  erhält  man  in  Rücksicht  da- 

rauf, dass: 

J  ^9^ 


ist: 


y         *        V^y«        Jga  /'^\lga       Iga) 
oder,  da:  oT^  und  i&^  =  1  ist: 


—  1 


oder  = 


a« 


Srkl.  189.    Man  hätte  auch,  da: 


a"'  -+' 


Iga  a 

mithin : 

A) /a'dx  =    — =-  -    (liebe  Erkl.  189). 

J  a.tga 

Nach  der  in  der  Erkl.  149  aufgestellten 


^jj^  ^  Gleichung  aj.  erhält  man  hingegen : 


'^"^            '^"^                                 /-  +  '            /a-i      a-n       /a+i       a+'\ 
für  den  Wert  x  =  0  dasselbe  Integral  dar-     /a'iaß  =  I  -,     . — »  l  +  l  -= -^ —  I 

stellen,  die  in  der  Erkl.  152  aufgestellte  abge-  «Li                V  '^'»       '^«  /       ^  '^*       '^'*  / 

kürzte  Gleichung  A).  bei  der  Integration  an-  «Oj4-o 

Inenden  können;  man  würde  dasselbe  Integral  oder,  da:  a       und  a~^    =  1  ist: 

Als  das  durch  nebenstehende  Gleichung  A).  dar-  ^4.1 

gestellte  Integral  erhalten  haben.  1  oT  dx  =  (— 1  _|_  a  —  1 ) 

J  Iga  \a  "^  / 

mithin: 


-1 
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no).  Jsinxdx Nach  der  iB  der  Erkl.  162  aufgestellten 

„  Gleichung  b).  erhält  man,  io  Rflcksicht  da- 

~  ~2  rauf,  dass  nach  der  ErkL  160: 

fsinxdx  =  — cosx  —  0 
ist:  •' 

7t 

Jsin  xdx^^-^  co8(^0) eo8(-^  ^)]  + 1"-  cot  (+  ^) c(w(+0)] 

—  -g-  oder 


=    —  coäO  +  co«(— -^n  +  j  —  co«^-{~<^^^l 


Da  nun  nach  den  Erkl.  162  ond  163: 

008  0  =  1 

ond  nach  der  Erkl.  190: 

co«(-f)=cM(+|)  =  0 
ist,  60  erhält  man: 


KrkL  190.    In  den  Abschnitten  9).  und  12).  n 

des  Lehrbuchs  der  Goniometrie  ist  gezeigt,  dass  /*    ' 

die  Eosinuslinie,  welche  zu  dem  Bogen  —-^ 

eines  Kreises  mit  dem  Radius  =  1  gehört,  gleich  ^        "  ~2~ 

der  Kosinuslinie  ist,  welche  zu  dem  Bogen  +  ^  '        tt 

gehört,  in  Zeichen:  /*    s 

{      7i\              /.    ;r\  A).,.j8inxdx  = 


Jsinxdx  =  [— 1+0]+[— 0  +  1] 


2 

Nach  der  in  der  Erkl.  149  anfgestellten 
Gleichung  aj.  erhält  man  hingegen: 

7t 

jsinxdx  =  I  —  eosi — -^j eaB{ — 0)1+ 


7t 

"2 


|^-co*(+~) cos(+0)j 


oder,  in  analoger  Weise  wie  vorhin: 

7t 


' 


+  2 


Binxdx  =  [-0+l]  +  [—O+l] 

7t 

oder: 


B).  .  .   isi 


.+  T 


wnxdx  =  2 

7t 

2 
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-+-:- 


Ml).  J cos  xdx Nach  der  in  der  Erkl.  152  aufgestellten 

^  n  Gleichung  b).  erhält  man,  in  Rücksicht  da- 

"T  rauf,  dass: 

ist:  -^  ^ 

n 

-I 

feosxdx  =  [«n(-0)-«n(- j)]  +  [^*»ii(+-j)-«n{-hO)] 

^  Da  nun: 

«n(— 0)  und  «n(+0)  =  0 

.      TT  .     , 

und  nach  der  Erkl.  191: 

•*"  (""  t)  =  ""•***  (+  y)  *^*®  ==  ■"  ^ 
ist,  so  erhält  man: 

XrkL  191.    In  den  Abschnitten  9).  und  12).  ^  ^. 

des  Lehrbuchs  der  Goniometrie  ist  gezeigt,  dass  r    ' 

Je.       1..  ,v  ^       T.  ^  /eosxdx  =  [0 l]-|-[l-0] 

die  Sinuslinie,  welche  zu  dem  Bogen  — -^  J  ^ 

einn  B^reises  mit  dem  Radius  =  1  ffehört,  gleich      .        *"  ~s' 
itt  negativen  Sinuslinie  ist,  welche  zu  dem  ^der:  ^ 

Bogen  -f-  ~  gehört;  in  Zeichen:  /*    *    , 

^  A)  . . .  /  CO«  X  ax  =  2 

2" 

Nach  der  in  der  Erkl.  149  aufgestellten 
Gleichung  ai).  würde  man  erhalten: 

■f -=- 


1).  .  .  .  Hn  (—  y )  =  —  »»•  y 


/cos  xdx  =  [—  1  —  0]  +  [1  —  0] 


TT 
""2 

oder:  „ 

B). . . ,  /  C09xdx  =  0 


+« 


^"^'  J  ~o~  ^^^V^9 Man  beachte,  dass  die  Variable  durch  ^, 

>a  deren  Differential  durch  dtp  dargestellt  ist. 

Nach  der  in  der  Erkl.  152  aufgestellten 
Gleichung  b).  erhftlt  man  in  Rücksicht  da- 
rauf, dass: 


^-costpdtp  oder  -^  l  co8(pd(f  =  -^8in(p+C 


-ho 


ist: 


J  -^g-  co$(pd(p  =  ^  [«in  (-  0)  —  sin  (-  a)]  -|-  -^^    [m  (+  «)  —  sin  (+  0)] 


—  a 
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und  hieraas  ergibt  sich,  analog  wie  in  voriger 
Auflösong : 

da         sinO  =  0 
1  „  sin  (—  tt)  =  —  sina   ist, 

-^  cos  (f  dtp  =  -^  «in  o -f- -Q- «in  a  oder  =  -Q-wno 

—  « 

Nach  der  in  der  Erkl.  149  aufgestellten 
Gleichung  a^).  wird  man  erhalten: 

+  o 

/^3                                             fS  ^3 

-^C08(pd<p  = ^  sin  a -\- -^  sin  a  oder  =  0 

-  a 


1*^^)-  /"nZ"^^^ Nach  der  in  der  Erkl.  152  aufgestellten 

Gleichung  b).  erhält  man  in  Rücksicht  da- 
rauf, dass: 


—  a 


«) /  hP^  ^*  ~  arc{tg  =  «)  +  C 

und  dass  nach  der  Erkl.  176  auch: 

y'    1 
.        ,  <£«  =  —  arc  (ctg  ä  at)  —  C 


ist: 


)  •  "J  l-tx^^^  ~  [arc(/^  =  --0)  — arc(eflf  =  — a)]  +  [arc(*^  =  +a)— arc(tp  =  +0)] 


a, 

—  a 


und  auch: 

b) ItT^^^  ~  [— arc(c/<7  =  — 0) arc(c«^  =  — a)]+ [— arc(c^  = +a)  — 

""*  —  arc(c^^  =  -i-Oj 

Da  nun: 

arc  (tg  =  —  0)    und    arc  {tg  =  +  0)  =  0 

arc  {tg  =  —  a)  =  —  arc  {ig  =  +  a) 

_!_„  ist,,  so  erhält  man: 

r  1     ^ 

A). . . .  I  yr:^  »^  =  «»»"c  (<<7  =  a)  +  arc  («^  =  a)  oder  =  2.arc(^^  =  a) 
""  Da  ferner: 

arc  (c^^  =  —  0)  und  arc  (ctg  =  4-  0)  =  ^ 
arc  {ctg  =  —  a)  =  —  arc  {ctg  =  4-0) 
ist,  so  erhält  man  auch: 

-^i)-  •  -Jy+x^  e?a?  =  j^—  y  —  arc  (ce^  =  a)J  +  [^—  arc  (c<^  =  a)  +  ^ J 


—  a 


oder  =  — 2.arc(c^^  =  a) 

Nach  der  in  der  Erkl.  149   aufgestellten 
Gleichung  a^).  würde  man  erhalten: 

—  a 


174) 


—  00 
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+  00 

.   /         ^  dx .       Analog  wie  in  der  Auflösung  der  vorigen 

J  ^"T"*  Aufgabe  173  erhält  man,  nach  der  in  der 

Erkl.  152  aufgestellten  Gleicbong  b).: 

+  00 

»)••••  J~l+x^  ^*  ~  2. orc  (t^  =  oc ) 

—  00 

und  auch: 

+  00 

b) JjT—idx^'-2.arc{ctg  —  co) 


—  00 


Da  nun:         ,.  ^        ^ 

arc  {tg  =:cd)  =  -^ 

are  (etg  =  oo )  =  0 
ist,  so  erhält  man: 

+  00 

A). . . /np^ä  «J«  =  « 

—  00 

und  auch: 

+  00 

—  00 

Nach  der  in  der  Erkl.  149  aufgestellten 
Gleichung  a^).  erhält  man: 

+  00 


—  00 


Aufgaben:  LöBiingen: 


Man  soll  die  im  nachfolgenden  angedeute- 
ten Integrationen  ausführen  und  zwar  nach 
forheriger  Zerlegung  des  gedachten  Integrals 
in  die  Summe  mehrerer  anderer  Integrale. 


175).   fmx^  dx Zerlegt  man  z.  B.  wie  folgt: 

fmx^dx  =  Imx^dx-^lmx^dx+Jmx^dx 

1  1  32  4 


(liehe  Erkl.  192) 

und  fflhrt  die   einzelnen   auf  der  rechten 


ErkL  192.    In  Betreff  dcir  Zerlegung  eines  Seite    dieser    Gleichung    angedeuteten    In- 
bestimmten Integrals  in  die  Summe  mehrerer  tegrationen  aus,  so  erhält  man  in  Rücksicht 
anderer,  beachte  m&ä  den  in  Antw.  auf  Frage  21   darauf,  dass : 
aufgestellten  Satz  2.  /*  ^^ 

Imx^dx  =  — ^7 \-0 

ist:  ^  ^ 

Jmx^dx  =  [—^ 4~/  + 

/tn.4*        m  2*\   ,   /m.7*        «».4*^ 

\~i  4    /"^V    4  4     / 

oder: 
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iirt  nun  die  in  den  Aufubeo  /■?  m  7^       m  1* 

deatcten  Integrationen  direkt  Jl)..  .  ./mx*dx  =  — j j —  oder 

erige  Zerlegnag,  ao  muBB  •{  4  4 

Resnltftte  erhalten  als  durch  m 

ier  Zerlegung.  -^  (7*  —  1*)  oder  =  6 

(ifshs  dla  Erkl.  ISS). 


Setzt  man,  der  Earze  halber : 
*'  — 8a:'  +  28ai  — 15  = 
and  zerlegt,  wie  folgt: 


»)■ 


,   lydK  =  ft/dx+lj/dx 


jyAx  d  L   /(x- 


80  erh&lt  man,  in  Rücksicht  darauf,  dasi: 


i4L_„.  +  ^-.s.3)-(^-a...+ 


oder: 
der  AnflOsuDg  der  Aufgabe  /•*  Vi      ^\      (     26 \T 

-9ji!'-|-23a;  —  25)diB   durch  /^        ~  L*-      *'       '>       *  ' J 

ing  Oder: 

le  erhalt,  welche  gleich  und  «s  .„       „,.        ..        ,, 

t  sind,  deren  Samme  also  =  0   b).  .  .    lydx  =  —  (_— — )  -|_  (_  _  — 

(ilihe  Zrkl.  IM) 

n  mau  ein  Integral  so  in  die  mithin: 

Ter  Integrale  serlegeD,  daaa  /•$ 

und  eDtgegengesetit  sind,    a).  .  .   /(x*  —  9x*-\-2&x  —  15)dK  =  Q 

rol  =  0;  kann  man  es  hin-  J 

ime  zweier  anderer  Integrale 

gleich   and  beide   positiv 

iv  sind,  so  ist  jenes  lotegral 

leiten  des  einen  dieser  In- 

Erkl.  156). 


/- 


2a»  ix 


-    '    -       Zerlegt  man  z.  B.  nie  folgt: 

/S  /»S  /«B 

-Zx^dx  =  /  — 2ir>(((B  +  /— 2jB*dJ- 

S  B  8 

so  erhält  man  in  Rücksicht  daranf,  dass: 

f—2x^dx  =  _-?■-  — C 
ist:        •'  ^ 

:  (      2 .(3)* 2.(2)*\   ^  /      2.(5)»  2.(3tn 
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5 


/*»  9  Q  O  9 

-2«Maj  =  — y3»+y -2»— y-5»+y-  8» 


s 

oder: 


A). . .  . y  —  2  «*(l«  =  y  (2*  -  5»)  oder  =  —  y  (5*  —  2*) 

2 


78).    ß  —  mx^dx Zerlegt  man  z.B.  wie  folgt; 

1  /•?  /»i  /»7 

/  —  mos'dx  s=  /  —  mx^ dx-^ I  —  mx^ dx 


1  1  4 

so  erhält  man  in  Rflcksicbt  darauf,  dass: 


«««•       J 


mx^dx  = ^•x*  — (7 

ist: 


flmx^dx  =  (— J--4* JJ..l*)  +  (--J-.7* -J..4*) 


oder: 


1 

mithin: 

A)  . . . /-  w««  d«  =  ^  (1*  —  7*)  oder  =  —  ^  (7»  —  1*) 


179).     /2(— x)»daj Zerlegt  man  z.  B.  wie  folgt: 

2  /'S  /»8  /»5 

j2('-x)^dx  =  /2(— «)*da:  +  /2(— a;)»dar 


und  berücksichtigt,  dass  nach  Gleichung  A). 
in  der  £rkl.  69: 


/»8  /•  — 2 

2(— «)*da:  =  hx^dx 

2  —  8 

/•5  /»— 8 


8  -5 

dass  also: 

/•5  /»  — 2  /»-S  /•— 8  /•— 2 

2(— a;)*da?  =  l2x^dx+ hx^dx  oder  =  hx^dx+hx^ 

2  _3  -5  •  -5  —8 


ist,  80  erhält  man  nach  der  in  der  Erkl.  141 
aufgestellten  Gleichung  2).  unter  Bertick- 
sichtigung,  dass: 

ßx^dx  =   ?  Ä^+Cr  ist: 
f2(^x)^dx  =  [|-  •  (-  3)*  - 1 .  (-  5)*]  +  [y  •  (-  2)6  - 1 .  (-  8)»] 
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milhio : 

oder 

=  -|(— 2' 5»)  oder  =  y(&»-2>' 

Nach  der  in  der  Erkl.  141  anfgeBteUten 
GleicbuDg  1).  wOrde  man  hiogegen  aas  vor- 
Etebender  Gteicbang  a).: 


ß\-.i>ä^  =  [|(-»)'-  r<-s)*]+[|- 


.      ..    (-S)'-T-<-2''] 

B)....ß(-xyax  =  l.(_5)'-A(-2.i' 

'  oder 


E  .    .  ' .    .    .' Z»legt  Bum  z.  B.  wie  folgt: 

fml-xydx  =fm(-x)>dx+f,n[-xydx 
1  1  « 

and  berOcksicbtigt,  dass  nach  Gleichoog  A). 
in  der  Krkl.  69  (analog  wie  in  Toriger  Aaf- 
lösnng) : 

).  . .  .  I m{—xydx  =  I mx* dx-\- 1 mx* dx  oder  =  Imx^dx+I  mx'dx 

ist,  so  erhält  man  nach  der  in  der  Erkl.  Ul 
anfgestellten  Gleichnng  2).  noter  Berltck- 
sichtignng,  dass: 

ymx^dx  =  ^x*-\-C 

fn.(_-xydx=  [.J..f-4)t-™.(-7)»]  +  [.5-.(-l)'--^-(-4)'] 

oder: 
fm{~  x)>dx  =  -^-  (-  7)'  +  ^  .  (-  !)•  oder  =    J-  [(-!)•  _  (-7)'] 


mitfaia: 


.J«{-xydx  =  -"  Cl*-7')oder  =  --J(7»-lt) 

Nach  der  in  der  Erkl. 
Gleichung  1).  würde  mi 
Gleichnng  a).: 


Nach  der  in  der  Erkl.  141  anfgestellteD 
Gleichung  1).  würde  man  hingegen  nach 
Gleichnng  a).: 
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/■ 


m(^x)^dx  =  ^(-7)*--J(-l)*  oder  ^  -J-CV^-PJ 
erbalten. 


181).     /2x*dx Zerlegt  man,  wie  folgt: 

2x^dx  =  /2x^dx+j2x^dx 


—  5  /.— 8  /•— 8  /»-8 

al 

"--S  '—6  -3 

ond  berücksichtigt,  dass: 


/ 


2x^dx  =  -|-«»  +  C7 


/ 


ist,  so  erb&lt  man  nach  der  in  der  Erkl.  141 
aufgestellten  Gleichnng  2: 


oder: 
A).  .  .  ßx^dx  =  A  [_  (— 5)*  +  (— 2)*]    oder  =  A(5»  — 2») 

—  5 

[Tergleiohe  bi«nnit  die  Gleichnng  A).  in  der  Anflöeung  der  Aufgabe  179]. 

Nach  der  in  der  Erkl.  141  aufgestellten 
Gleichung  1  w&rde  man  hingegen  aus  obiger 
Gleichung  a).: 

*^^  -2    ,    ...      2    .     ^..1  .  r2    ,    _.      2 


" 


l^i*  =  [A.  (-5)«- -^.(-3)»] +  [-^-(-8)»- 4.  (-2)»] 


oder: 

•—8 


B).  .  .  ßx^dx  =  1"  [(— 5)»  —  (— 2)»]   oder  =  — 1-(5*  — 2») 
—  5 

[yergleiohe  hiermit  die  Qleichnng  B).  in  der  AuflOtnng  der  Aufgabe  179] 

erhalten. 


182).  Jmx^dx Zerlegt  man,  wie  folgt: 

i).  .  .  jmx^dx  =  I tnx*  dx  -^ I mx^  dx 


a] 

^—7  —7  —i 

und  berQcksichtigt,  dass: 


/■ 


mx^  dx  =  —  ac*  +  ^ 


/• 


ist,  so  erhält  man  nach  der  in  der  Erkl.  141 
aufgestellten  Gleichnng  2: 

^i..=[=.,-.,-f.,-..]+[=.,-,,_-:..,_..] 

oder: 
A).  .  .  fmx^dx  =  -  I  [(-  7)»  -  (- 1)*]   oder  =  -  ^J  (?*  -  1*) 

—  7 
[rergleiche  biermit  die  Oleichnog  A).  in  der  AafiOsung  der  Aufgabe  180]. 


160 


Integralrechnung  I.  —  1.  Teil 


B). 


Nach  der  in  der  Erkl.  141  aofgesteUten 
Gleichung  1  würde  man  hingegen  aas  obiger 
Gleichung  a).: 

y««Mx=[|.(-7)»-:J.(-4)»]  +  [^.(-4)»-:J.(-l)«] 

oder: 


—  7 
[vergleiche  hiermit  die  Gleichung  B).  in  der  Anflöiang  der  Aufgabe  180] 

erhalten. 


183) 


.  jcosxdx Zerlegt 


man  z.  B.,  wie  folgt  : 


n 


I' 


Erkl.  196.    Berücksichtigt  man,  dass: 

«n  2-  =  1 

sinn  und  ^nO  =  0 

8ind,  so  erhält  man  aus  nebenstehender  Glei-   . 
chung  a).: 

JC08X  dx  =  (1  —  0)  -h  (0  +  1) 

•o 
oder: 

1) icosxdx  =  0 

0 
[Tergl.  hiermit  die  nebenstehende  Oleichung  A).]. 


cosxdx  =  feosxdx  -\-l eosxdx 

0  0  n 

2 
und  berücksichtigt,  dass: 

eosxdx  =  sinx  -f-  ^ 

ist,  so  erhält  man: 

a).  .  .  I eosxdx  =  («w-ö — ««Ol-(- 

0  /  •  •    ^\ 

Da  nun: 

sinn  ^=  sin 0  (nämlich  =  0) 
ist,  80  kann  man  statt  Gleichung  a).: 

b).    .  .Icosxdx  =  (sin  -^  —  ir»n  0  j  -)- 

I«n0  —  ***-5") 
und  auch: 

b|).  .  .Icosxdx  =  («n--— *»»*'») 4" 

isinn — mn  ^  1 
setzen;  da  ferner: 

sin-^  —  «n  0  =  —  Isin  0  —  sin  ^- j 

und  auch: 

.71.  i  .  .    »\ 

sxn  ^ — fm;r  =  — l«wi;r  —  »tn  ^-j 

ist,  so  erhält  man  aus  jenen  Gleichungen: 


y*n 
C0{ 


cosxdx  =  0  (aiehe  die  Erkl.  195  u.  196). 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ansflUirllche  Inhalts- 

yerzeichnis  der  „Tollständig  gelösten  Anfgabensammlimg  toh 
Dr.  Ad.  Kleyer"  kann  von  jeder  Bachliandlnng,  sowie  Ton  der 
Verlagshandlnng  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  and  gut  brochiert  am  den  sofortigen  und  dauern- 
den Oebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

8).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3— 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
seichnis  ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersiohtlich,  ohne  jede  Bedeutung 
für  die  Interessenten, 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  Überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen ,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuoh  fOr  Schüler  alier  Schulen,  das 
beste  Handbuch  fttr  Lehrer  und  Examinatoren,  das  yorsüglichste  Lehrbuch 
sum  Selbststudium,  das  yortrefflichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

Inh  alt  syerz  ei  Chilis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


HaRij8brlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Dmok  Ton  Carl  ilAmmer  in  Stuttgart. 
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eI  fJfJfJ%     JJLvll/«  I    ^^   _^     i  Fortsetzung  von  Heft  532. 

^"^         ^  Seite  161-176. 


Vollständig  gelöste 

Aufgaben  -  Sammlung 

—  Debst  Anbangen  ungelöster  Aufgaben,  fQr  den  Schul-  &  Selbstunterricht  — 

mit 

iBgibe  ud  EBtficklflBis  der  beratitni  Sitxe,  Fomili,  RogelB  in  Fn|«D  ud  intiorten 


P  erUutert  durch 


viele  Holzschnitte  &  lithograpk  Tafeln, 

ans  allen  Zweigen 
der  Beeheakuist,  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  spliiriachen 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  n.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  u.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  — 
.  ans  allen  Zweigen  der  Physik,  Mechanik,  Graphostatik,  Chemie,  Geodftsie,  Nautik, 
l  matlieBiat.  Geographie,  Astronomiei  des  Maschinen-,  Strafeen-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
l  Brtckea-  n.  HochbaiPs;  der  Kenstnüctionslehren  als:  darstelL  Geometrie,  Polar-  u. 
1  Parallel-PenpeetiTe,  Sehattenkonstmktionen  etc.  etc. 

l  für 

I       Sebfller,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militto  et<% 

zum  einzif  richtigen  und  erfolgreielien 

Stttdium,  znr  Forthülfe  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 
[  der  exakten  Wissenschaften, 

herausgegeben  von 

Dr.  Adolph  Klc^yer  ^ . 

I  Hafltbeautikar,  Tereid«ter  kOnigL  preoM.  Feldineiser,  Tereideter  groHh.  hMiiioher  O«oawtei  L  KIms« 

F  in  Frankfurt  a.  IL 

e. 

unter  Mitwirkung  der  bew&hrtesten  Kr&fte. 


Integ^ralrechnoiig^  I,  i  Teii. 


Fortsetzung  v.  Heft  532.  —  Seite  161—176. 

Inhalt: 

mr  Hebung  in  dem  Auffinden  botti 
IiLtegrationi 


KxxfiOkhmi  %nt  Hebung  in  d«m  Auffinden  bottimmtor  Integrale,   Fortsetzung.    -    Uober   einige   ^e'^o^; 
Aufg^Wm  »^.^;,^^i/„„^  .B^g^l„.  _  ueberdie  Jntegratiü«8regel:  „Intogration  durch  Subetitution- 


im  allgemeinen. 


'  Stuttgart  1889, 
Verlag  von  Julius  Maler. 

Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kam 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 
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Vm       '..,.  '   ' 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  fthnllehes  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3 — 4 
Heften  sn  dem  bilUgon  Preise  Ton  25  ^  pro  Heft  and  bringt  eine  Sammlang  der  wichtig- 
sten and  praktischsten  lafgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  MatJiematfky  Pkjf^ik, 
Mechanik,  nath«  Geographie ^  Astronomie ^  des  Maschinen- y  Strassen- ^  Eisembahn-, 
Brücken-  und  Hochbanes^  des  konstruktiren  Zeidineus  etc.  etc.  and  zwar  in  Tollständii; 
gelallter  Form,  mit  yielen  Figuren,  Erkl&rnngen  nebst  Angabe  and  Entwiekelmi^  der 
lienntiten  Sfttse,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösune 
jedermann  yerstAndlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  gr98sere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ilirer  Gesamtheit  ergftnien  and  alsdann  ancli  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbstindigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  yorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngelSsten  Anfgaben  beigegeben,  welcbe  der 
eigenen  Lösang  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gol6sten  Aufgaben)  des  Studierend«"!: 
flberlassen  bleiben,  und  rugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  L5snngen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsrerxelch- 
nis,  Beriehtignngen  und  erlftatemde  ErklAmngen  über  das  betreffende  Kapitel  zur  Aasgahf 

Bas  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch -natiirwissec 
schaftlichen  Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realsehnlen  I.  nnd  II.  Ord.,  gleich 
berechtigten  höheren  BOrgerschnlen,  PrlTatschnlen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gjmnaslen,  Schallehrer -Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerkscbiiien. 
Gewerbeselinien,  Handelsschulen,  techn.  Torbereitangssehnlen  aller  Arten,  gewmrblichr 
Fortbildnngssehnlen,  Akademien,  üniTersItftten ,  Landr  nnd  Forstwissensehaflssebulen. 
Militärschnlen,  Torbereltnngs- Anstalten  aller  Arten  als  s.  B.  für  das  EliJUirlg^. Frei- 
willige- nnd  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  Schiller,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  techniscben  nnt! 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung Immerw&hrend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  llberaas  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  Yorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stlltae  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematiachec 
Disziplinen  —  snm  Auflösen  TOn  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen»  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  Torwerten.  List,  Ueb<« 
und  Yerst&ndnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Mllit&rit 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  Tielleicht  TergeBseiicr. 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  aUen  Beniffi- 
iweigen  rorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  Terleihen  iif.l 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertnngen  und  weiteren  Forschungen  gebon 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  nnd  praktische  Auf- 
gaben  werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namco 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigocc; 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Yerlagshandluiig. 
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184).   Isinxdx Zerlegt  man,  wie  folgt: 

0  ^ 

sinxdx  =  I  iinxdx-^-  j  sinxdx 

0  an 

2 

und  berQcksichtigt,  dass  nach  der  Erkl.  160 : 
isinxdx  =  — eo8x  —  C 

ist,  80  erhält  man: 

/sin xdx  =  l —  cos  ^ cos Oj -\-  (-^  cos n cos  y  l 


oder: 


a).  .  .  / sinxdx  =  I  —  cos  „  4- cos Oi  +  ( —  cos n  -f-  cos  -^1 


Da  nan  : 

cos  O'*  =  —  cos  Tty  nämlich  =  —  (—1) 

und 

—  CO»  „-  =  CO»  „    (nämlich  =r  0) 

Erkl.  197.     Berücksichtigt  man,  dass:  ,  ^,  .  . 

ist,  so  kann  man  statt  Gleichung  a).: 

b).  . .  .  I sinxdx  =  {cos  «  -4- co« Ol  + 
CO»  0=+l  J  \2^/^ 

COS  n   =  —  1  I  CO»  0  -f-  cos  -^  \ 

ist,  80  erhält    man  aus  nebenstehender  Glei-  ^^^^  auch: 
cbanga).:  .;r  /  .r  v 

y^j,  bi).  .  .  Isinxdx  =  l  —  co»  ^  — cos7fj-|- 
»wx  dar  =  [(-  0)  -h  (-^  1)1  +  ^Q  .  ^  . 

[^(^l)  +  (0)]  (-CO». -CO»  2) 

oder:  setzen,  and  man  erhält: 


!)• 


A).   .  .  Isinxdx  =  2.  fco»-'   -|-co»Oj 

r^^rgl.  blennit  die  nabenttebenden  Oleich.  A).  Q.  Ai>.].  oder  =   2.(0-4-1)  oder  =   2 

und  auch: 

Ai).  .  .  j  sinxdx  =  2.  l—co»  ^ — co»  tt) 

oder  =  2.(— 0 1)  oder  =  2 

(siehe  Erkl.  197). 


(3x'  +  2ä  — 3)(ia; Zerlegt  man  z.  B.,  wie  folgt: 

—  4 

(3x»+2«— 3jdx  =  /(3x'+2ar  — 3)da;+ /(3x'+2x  — 3)da;-|- 


-4  -4  -f2 

1  +  3  /»-f-lO 


(3x«+2a;— 3)dx+/(3a:'  +  2a:-3)da;*) 


-5  +3 

Kleyer,  Integral  rech  nun  g  I,  l.  Teil.  H 
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nnd  fahrt  die  rechts  angedeuteten  Integra- 
tionen einzeln,  und  zwar  die  drei  erstereD 
nach  der  in  der  Erkl.  152  anfgestellten 
Gleichang  A).  aus,  so  erhält  man: 

+  10 

(3«'  +  2«  —  3)  d«  =  (+  42)  +  (—  91)  +  (+  112)  -f  (+  HM3) 

[siehe  die  AnflOiungen  B)    der  Anfgaben  159,  161  und  162  towie  die 

AuflOrang  der  Aufgabe  98] 


/< 


fi 


oder: 

/»  +  10 

A).  .  .  .  /(3a!'  +  2Ä  — 3)da:  =  1106 
-4 

nämlich  dasselbe  Resultat,  das  man  erhält, 
wenn  man  die  durch 

4-10 
(3Ä'  +  2a;  — 3)da: 

—  4 

angedeutete  Integration  direkt  nach  der  in 
der  Erkl.  152  aufgestellten  Gleichung  A). 
ausfährt. 

Führt  man  die  drei  ersten,  auf  der  rech- 
ten Seite  der  Gleichung  a).  angedeuteten 
Integrationen  nach  der  in  der  Erkl.  149 
aufgestellten  Gleichung  b).  aus,   so  erhält 

man: 

-fio 

(3a;2  +  2a;  -  3)  d«  =  (—  30)  +  (+  79)  +  (—  58)  -f  (+ 1048) 

—  4 

oder: 

(3x'  +  2a;  — 3)dic  =  1034 

—  4 

nämlich  dasselbe  Resultat,  das  man  erhält, 
wenn  man  die  durch 

/.  +  10 
(3x^  +  2«  — 3)  rZ« 

—  4 

angedeutete  Integration  direkt  nach  der  in 
der  Erkl.  149  aufgestellten  Gleichung  b). 
ausführt. 

*)  Die  Aufgabe  185  und  die  in  deren  Auflösung  vor- 
genommenef  durch  Oleichung  a).  dargestellte  Zerlegnn^r 
ist  dem  Lehrbuch  Dr.  Stt>gmnMH^  entnommen. 


/< 


Anmerkung  10.    Weitere  Aufgaben  über   das  Aufsuchen   bestimmter  Integrale   sind  in 
dem  späteren  Abschnitt  £  3).  enthalten. 
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£.  üeber  einige  weitere  Integrations-Formeln  und 

•Regeln. 

Anmerkimg  11.    In  den  vorhergehenden  Abschnitten  wnrde  gezeigt,  auf  welche  Weise  man 
eine  Differentialgleichung  von  der  allgemeinen  Form: 

1) dy  =z  f{x)dx 

auflösen  oder  integrieren  kann,  wenn  f{x)  irgend  einen  mathematischen  Ausdruck  be- 
deutet, in  welchem  anner  konstanten  Grössen  nur  die  unabhängige  Variable  x  vor- 
kommt, oder  wenn  f{x)  irgend  eine  expliaiete  Funktion  von  x  bleutet  (siehe  die  fol- 
genden Anmerkungen  12  bis  14);  —  es  wurde  gezeigt,  dass  die  Auflösung  oder  die 
Integration  jener  allgemeinen  DäTerentialgleichnng  zu  der  allgemeinen  Integralgleichung: 

2) /dy=/f{x)dx^C 

führt,  dass  sie  schliesslich  in  der  Bestimmung  desjenigen  ifXr  J'f{x)dx  —  C  zu  setzen- 
den Integrals  F{x)  besteht,  angedeutet  durch: 

a). ff(x)dx--G  T=z^F{x) 

oder  durch: 

«i) /fix)dx  ^  F(x)  +  C 

welches  mit  dem  i^  fdy  gesetzten  Integral  y,  angedeutet  durch: 

ß) fdy  =  y 

abereinstimmt,  wodurch  man  als  Auflösung  jener  Differentialgleichung  die  Integral- 
gleichung : 

3) y  =  -F(a:)      . 

erhält.  Femer  er^ab  sich,  dass  die  Probe  für  die  Richtigkeit  der  Auflösung 
einer  Differentialgleichung  darin  besteht,  dass  die  Differentiation  der  erhaltenen 
Integralgleichung  die  gegebene  (vorgelegte)  und  integrierte  Differentialgleichung  wieder 
ergeben  muss,  oder  dass,  nach  der  Anmerkung  14  kürzer  gesagt,  f(x)  die  (erste) 
aus  F(x)  abgeleitete  Funktion  von  x  oder  der  (erste)  Differentialquotient  von 
F(x)  sein  muss. 

Anmerkung  12.    Wie  früher  gesagt,  wird  in  der  durch  die  Integralgleichung: 

1) y  =  F{x) 

ausgedrückten  Beziehung  y  eine  expliziete  Integral-Funktion,  kurz  eine  expliziete 
Funktion  von  x  genannt,  wenn  mit  jeder  Aenderung  von  x  eine  entsprechende  Aenderung 
von  y  stattfindet,  damit  jene  Beziehung  nicht  alteriert  wird.  Da  nun  durch  das  Sym- 
bol F{x)  nicht  allein  der  Vorgang  angedeutet  ist,  welchem  die  Variable  x  unterworfen 
gedacht  wird,  sondern  da  zugleich  F(a;)  das  Resultat  dieses  Vorgangs  selbst  dar- 
stellen muss,  nämlich  eine  Grösse  darstellen  muss,  die  mit  der  Grösse  y  für  jeden  Wert 
von  X  übereinstimmt,  so  kann  man  diese  (Wert-)  Identität  der  durch  y  und  F(x) 
dargestellten,  die  Seiten  jener  Gleichung  bildenden  Grössen  dazu  benutzen,  um  die  Grösse 
y,  welche  in  der  durch  die  Gleichung  1  ausgedrückten  Beziehung  eine  expliziete 
Funktion  von  x  ist,  durch  die  Grösse  F{x)  zu  ersetzen  und  man  kann  dementsprechend 
sagen:  F{x),  d.  i.  jeder  denkbare  Ausdruck  in  x  (in  welchem  nur  x  als  Variable  vor- 
kommt), stellt  eine  expliziete  Integral-Funktion  von  x  dar.  —  Richtig  ist  diese 
Definition  der  durch  F(x)  dargestellten  Grösse  nur  in  dem  hier  gegebenen  Sinn;  man 
hat  sich  hierbei,  nach  dem  soeben  gesagten,  F{x)  durch  y  ersetzt  und  obige  Integral- 
gleichung zu  denken. 

Wie  früher  gesagt,  wird  ferner  in  der  durch  die  Differentialgleichung: 

2) dy  =  f(x)  .  dx 

ausgedrückten  Beziehung  die  Grösse  y,  bezw.  deren  Differential  dy  eine  expliziete  Dif- 
ferential-Funktion von  X  bezw.  von  dem  Differential  dx  genannt,  wenn  mit  jeder  Aen- 
derung (jedem  Wachstum)  von  dx  eine  entsprechende  Aenderung  von  dy  stattfindet,  da- 
mit jene  Beziehung  nicht  alteriert  wird.  Da  nun  durch  f{x),dx  nicht  allein  der 
Vorgang  angedeutet  ist,  welchem  die  durch  f(x)  dargestellte  Grösse  und  das  durch  dx 
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dargestellte  Differential  dx  unterworfen  sind,  sondern  da  zugleich  f(x).dx  das  Resul- 
tat dieses  Vorgangs  selbst  darstellen  muss,  nämlich  (eine  Grösse  oder)  ein  Differen- 
tial darstellen  muss,  das  mit  dem  Differential  dy  übereinstimmt,  so  kann  man  diese 
(Wert-)  Identität  der  durch  dy  und  f{x).dx  dargestellten,  die  Seiten  jener  Gleichung 
bildenden  Differentiale  dazu  benutzen,  um  das  Differential  d^,  welches  in  der  darch  die 
Gleichung  2  ausgedrückten  Beziehung  eine  expliziete  Funktion  von  dx  ist,  durch  das 
Differential  f{x}dx  zu  ersetzen  und  man  kann  dementsprechend  sagen:  f{x\dx  stellt 
eine  expliziete  Differentialfunktion  von  dx  oder  von  x,  deren  Differential  dx 
ist,  dar.  Richtig  ist  diese  Deffoition  des  durch  f{x)dx  dargestellten  Differentials  nur 
in  dem  hier  gegebenen  Sinn;  man  hat  sich  hierbei,  nach  dem  soeben  gesagten,  f(x\dx 
durch  dy  ersetzt  und  obige  Differentialgleichung  zu  denken  (siehe  Anmerk.  13).  Jede 
Differentialfunktion  von  dx  ist  somit  identisch  mit  dem  Differential  einer  Grösse, 
welche  in  einer  durch  eine  Gleichung  ausgedrückten  Beziehung  eine  Integralfunktion  von 
der  Variablen  x  ist,  deren  Differential  jenes  dx  ist. 

Anmerkung  13.    Wie  in  der  Integralgleichung: 

1) y  =  Fix) 

durch  das  Symbol  F(x),  durch  welches  nach  Anmerkung  12  eine  expliziete  Funk- 
tion von  X  dargestellt  ist,  ganz  allgemein  irgend,  ein  solcher  Vorgang  markiert  sein  soll 
(der  an  und  für  sich  nicht  näher  bestimmt  sei,  aber  näher  bestimmt  wird  durch  einen 
besonderen,  für  F{x)  gesetzten  mathematischen  Ausdruck  in  x),  welchem  die 
Grösse  x  unterworfen  ist  und  dessen  Besultat  eine  Grösse  ist,  die  selbst  durch 
F{x)  bezeichnet  wird,  so  ist  in  der  Differentialgleichung: 

2) dy  =  f(x) .  dx 

durch  das  Symbol  f(x),  durch  welches,  analog  wie  vorhin,  eine  expliziete  Funktion 
von  X  dargestellt  ist,  irgend  ein  anderer  Vorgang  markiert  (der  ebenfalls  an  und  fQr  sich 
nicht  näher  bestimmt  ist,  aber  näher  bestimmt  wird  durch  einen  besonderen,  für 
f(x)  gesetzten  mathematischen  Ausdruc-k  in  x),  welchem  die  Grösse  x  unterworfen 
ist,  und  dessen  Besultat  eine  Grösse  ist,  die  selbst  durch  f(x)  bezeichnet  wird. 

Stehen  die  Gleichungen  1  und '2  in  der  Beziehung,  dass  Gleichung  2  eine  solche  ist, 
die  aus  Gleichung  1  mittels  Differentiation  abgeleitet  wurde,  oder  dass  umgekehrt  Glei- 
chung 1  eine  solche  ist,  die  aus  Gleichung  2  mittels  Integration  abgeleitet  wurde,  so 
stehen  auch  die  durch  F(x)  und  fix)  dargestellten  Vorgänge  und  dargestellten  Grössen 
in  einer  bestimmten  Beziehung  (siehe  Anmerkung  14). 

Anmerkung  14.    In  der  allgemeinen  Integralgleichung: 

1) y=-  Fix) 

stellt,  wie  in  den  Anmerkungen  12  und  13  gesagt,  das  Symbol  Fix)  irgend  einen 
denkbar  möglichen  Ausdruck  in  x  dar,  ebenso  stellt  in  der  allgemeinen  Differential- 
gleichung : 

2) dy  =  fix)dx 

das  Symbol  f(x)  irgend  einen  denkbar  möglichen  Ausdruck  in  x  dar.  Da  diese 
beiden  Gleichungen  in  der  Beziehung  zu  einander  stehen,  dass  die  erste  differentiiert  die 
zweite  gibt,  oder  dass  umgekehrt  die  zweite  integriert  die  erste  gibt,  und  da,  wie  früher 
gezeigt,  das  Besultat  jener  gedachten  Differentiation  lediglich  von  dem  besonderen, 
für  JP(x)  gesetzt  gedachten  mathematischen  Ausdruck  in  x  abhängig  ist,  da  umgekehrt 
das  Besultat  jener  gedachten  Integration  lediglich  von  dem  besonderen,  für  f(x)  ge- 
setzt gedachten  mathematischen  Ausdruck  in  x  abhängig  ist,  so  stehen  die  Ausdrücke 
Fix)  und  fix)  in  solcher  Beziehung  zu  einander,  die  durch  das  Differentiationsver- 
fahren oder  durch  das  diesem  inverse  Verfahren,  das  Integrations verfahren,  bestimmt 
ist.  —  Um  dies  zu  kennzeichnen,  wird  der  aus  F(x)  durch  (einmalige)  Differentiation 
erhaltene  Ausdruck  f(x)  eine  (sog.  erste)  abgeleitete  Integral -Funktion  von  x 
genannt  (siehe  Anmerkung  15);  umgekehrt  wird  der  aus  fix)  durch  (einmalige)  Inte- 
gration erhaltene  Ausdnick  Fix)  eine  (sog.  erste)  ursprüngliche  oder  Stamm- 
Funktion  von  X  genannt. 

Anmerkung  15.    Aus  der  Integralgleichung: 

1) y  =  Fix) 

wurde,  wie  in  der  Differentialrechnung  gezeigt,  durch  einmalige  Differentiation, 
bei  welcher  man  zu  der  Zwischengleichung: 
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2) /1y  =  f^.Jx  —  C 

konstant        konstant 

gelangte,  die  Differentialgleichung: 

3) dy  =  f{x)»dx 

abgeleitet;  in  umgekehrter  (inverser)  Weise  wurde  aus  dieser  Differentialgleichung  3, 
wie  in  vorstehendem  gezeigt  (siehe  Anmerkung  11),  durch  einmaligeintegration,  bei 
welcher  man  zu  der  Zwischengleichung: 

3a) fdy  =  f{x)./dx-'C 

gelangte,  die  mit  Gleichung  2  identisch  ist,  indem  fdy  und  fdx  in  Gleichung  3a  bezw. 

die  StQcke  Jy  und  Jas  in  Gleichung  2  bedeuten,  jene  Integralgleichung  1  wieder  ab- 
geleitet. -^  Entsprechend  der  Herleitung  der  Differentialgleichung  3  aus  der  Integral- 
gleichung 2,  welche  ans  der  Integralgleichung  1  abgeleitet  wurde,  und  ebenso  entspre- 
chend der  (umgekehrten)  Herleitung  der  Integralgleichung  3  a  oder  2  (aus  welcher  die 
Integralgleichung  1  abgeleitet  wird)  aus  der  Differentialgleichung  3,  ist  in  der  durch  die 
Gleichung  2  oder  3a  ausgedrückten  Beziehung  die  Grösse  y  (bestimmter  gesagt:  das 

Stack  dy  oder  J'dy  derselben)  stetig  abhängig,  eine*  stetige  Funktion  von  der 

Grösse  x  (bestimmter  gesagt:  von  dem  Sttlck  Jx  oder  fdx  dieser  Grössen);  femer  ist 

in  der  durch  die  Differentialgleichung  3  ausgedrückten  Beziehung  die  Grösse  y,  deren 
Bildungseinheit  durch  dy  dargestellt  ist,  stetig  abhängig,  eine  stetige  Funktion 
von  der  Grösse  x,  deren  Bildungseinheit  durch  dx  dargestellt  ist,  d.  h.:  wächst  in  der 
durch  diese  Gleichung  3  ausgedrückten  Beziehung  die  Bildungseinheit  dx  kontinuierlich 
je  um  ein  dx,  oder  entsteht  die  Grösse  x  (oder  ein  Stück  derselben),  deren  Bildungs- 
eüiheit  jenes  dx  ist,  indem  dx  fortgesetzt  ie  um  eine  Bildungseinheit  dx  vermehrt 
gedacht  wird,  so  wächst  auch  dy  kontinuierlich  je  um  ein  dy  oder  es  entsteht  die  ge- 
dachte Grösse  y  (oder  ein  Stück  derselben),  indem  dy  fortgesetzt  je  um  eine  Bildungs- 
einheit dy  vermehrt  gedacht  wird. 

Wird  nun  die  Differentialgleichung  3  in  der  Form: 

^) Ä  =  ^(^) 

geschrieben,  so  heisst,  in  Bücksicht  auf  die  durch  diese  Gleichung  ausgedrückte  Ueber- 
einstimmung,  die  durch  f  (x)  dargestellte  Grösse  oder  das  durch  f{x)  dargestellte  Integral, 
d.i.  der  Differentialkoefficient  f(x)  in  Gleichung  3  [d.i.  das  Restprodukt,  welches 
übrig  bleibt,  wenn  in  dem  Differential  f{x).dx  der  Faktor  dx  als  solcher  ausgeschieden 
gedacht  wird]  oder  der  durch  f{x)  dargestellte  Ausdruck,  welcher  nach  Anmerkung  15 
eine  aus  F(x)  erste  abgeleitete  Integralfunktion  von  x  genannt  wird,  der  (erste)  Dif- 
ferentialquotient oder  das  Differentialverhältnis  der  Grösse  y  [oder,  nach  An- 
merkung 12,  der  Grösse  F(x)]  genommen  nach  der  Grösse  Xy  von  welcher  jene 
Grösse  in  der  durch  Gleichung  2  oder  3  ausgedrückten  Beziehung  stetig  abhängig  ist; 
dieser  Ausdruck  f{x)  heisst  auch  kurzweg  (erster)  Differentialquotient  von  F{x). 
Die  Bezeichnung  Differentialquotient  oder  Differentialverhältnis  ist  dem 
rein  arithmetischen  Begriffe  entsprechend  gerechtfertigt,  sobald  dx  in  den  Glei- 
chungen 3  und  4  als  Masseinheit  betrachtet  wird,  mit  welchem  die  Differentiale 
f{x)dx  und  dy  [oder  dFx)]  gemessen  oder  verglichen  gedacht  werden. 

Anmerkimg  16.    Seither  wurde  als  allgemeinste  Form  der  Integralgleichungen,  in  wel- 
chen y  als  eine  expliziete  Integralfunktion  von  x  vorkommt,  stets  die  Gleichung: 

a) y=^F(x) 

angenommen,  es  wurde  gesagt,  dass  in  der  durch  diese  Gleichung  ausgedrückten  Be- 
ziehung durch  den  Buchstaben  F  (Funktionszeichen  genannt)  irgend  ein  Vorgang 
ganz  allgemein  symbolisch  dargestellt  sei,  welchem  die  Grösse  a;  unterworfen  ist,  dass 
das  Symbol  F  {x)  die  Grösse  darstellt,  welche  das  Resultat  jenes  Vorgangs  ist  und  welche 
nach  jener  Gleichung  mit  der  durch  y  dargestellten  Grösse  (an  Wert)  übereinstimmt, 
femer  wurde  gesagt,  dass  in  der  durch  diese  Gleichung  ausgedrückten  Beziehung  y  eine 
Fanktion  von  x  ist.    £s  soll  hier  gezeigt  werden,  dass  durch  die  Gleichung: 

b) y  =  F(x)-F{0) 

in  welcher  ^(0)  das  Resultat  des  durch  F  markierten  Vorgangs  ist,  wenn  diesem  ge- 
dachten Vorgang  „0^  (Nichts,  oder  die  Summe  zweier  gleicher,  aber  entgegen- 
gesetzter Grössen,  siehe  die  £rkl.  118  und  119)  unterworfen  gedacht  wird,  das  durch 


.166  Integralrechnung  I.  ~  1.  Teil. 

Gleichung  a).  gesagte  allgemeiner  ausgedrückt  mrd,  und  zwar  in  RQcksicht  da- 
rauf, dass  einige  durch  mathematische  Symbole  dargestellten  Yorg&nge  für 
0  (also  far  keine  bestehend  gedachte  Grösse)  nicht  das  Resultat  0,  sondern  be- 
stimmte, konstante  Grössen  ergeben. 

Ist  in  den  durch  die  Gleichungen  a).  und  b).  ausgedruckten  Beziehungen  y  eine  Funk- 
tion Ton  X,  d.  h.  findet  bei  jeder  (Wert-)  Aenderung  der  Grösse  x  eine  entsprechende 
Aenderung  der  Grösse  y  statt,  so  dass  die  durch  diese  Gleichungen  ausgedrückten 
Uebereinstimmungen  nicht  alteriert  werden,  und  man  denkt  sich  in  dem  durch  F  an- 
gedeuteten Vorgang  die  Grösse  x  um  das  Stück  Jx  abnehmend,  angedeutet  durch 
F{x  —  /ix),  so  muss  sich  auch  nach  dem  soeben  gesagten  die  Grösse  y  m  entsprechen- 
der Weise  um  ein  bestimmtes  Stück  Jp  ändern,  angedeutet  durch  y^  Jy,  es  müssen 
also  die  Beziehungen: 

ai) y  —  Ay  ^=-  F{x  —  Ax) 

und  [ergibt  sich  aus  Oleichwig  a).] 

bi) y  —  Jy  —  F{x—Ax)  —  F{0) 

[ergibt  sich  ans  Gleichung  b).] 

bestehen.  Aus  den  durch  die  Gleichungen  a).  und  a^).,  ebenso  aus  den  durch  die 
Gleichungen  b).  und  b|).  dargestellten  Uebereinstimmungen  ergibt  sich  [durch  Subtrak- 
tion der  Gleichung  a^).  von  a).  oder  der  Gleichung  bi).  tou  b).  die  weitere  Beziehung: 

c) Ay  =  F{x)  —  F{x  —  Ax) 

Denkt  man  sich  in  dieser  Beziehung  das  Stück  Ax  der  Grösse  x  so  geändert,  dass  es 
zur  Grösse  x  selbst  wird  (wie  bei  dem  Integrationsverfahren,  siehe  Antwort  auf 
Frage  22),  so  geht  F(x  —  Ax)  in  F{x^x)  oder  in  JF'(O)  Ober.  —  Soll  nach  dieser 
gedachten  Aenderung  die  durch  die  Gleichung  c).  ausgedrückte  Uebereinstimmung  nicht 
alteriert  werden,  so  muss  sich  das  Stück  Ay  [welches  in  jener  Beziehung  c).  als  eine 
Funktion  von  Ax  gedacht  werden  kann]  so  ändern,  z.  B.  in  Ay^  übergehen,  dass  nach 
jener  Aenderung  die  Beziehung: 

d) Ay^  =  F{x)'-'F(0) 

besteht.    Da  nun  nach  den  Gleichungen  b).  und  d).: 

«) ^Vi  =  y 

sein  muss,  so  ergibt  sich  hieraus,  dass  jene  Gleichung  d).  die  ursprüngliche  Gleichung: 

b) .       y    =  F(a;)-F(0) 

darstellt,  und  zwar  ganz  einerlei,  was  JP(0^  darstellt. 

Ist  speziell  F(0)  =  o,  so  geht  jene  Gleichung  d).  über  in: 

dj. Ay,=  F{x) 

und  da  nach  den  Gleichungen  d^).  und  a).: 

ß) Ayi=  y 

sein  muss,  so  ergibt  sich  hieraus,  dass  für  diesen  besonderen  Fall  jene  Gleichung  dj., 
bezw.  jene  Gleichung  d^).  die  ursprüngliche  Gleichung: 

a) y  =  F{x) 

sein  muss. 


Anmerkung  17.    Wie  in  der  Anmerkung  11  gesagt,  ergibt  die  Auflösung  oder  die  Inte- 
gration der  allgemeinen  Differentialgleichung: 

1) dy  =  f(x)dx 

die  Integralgleichung: 

2a) fdy  —  ff{x)dx  —  C 

und  als  endgültige  Auflösung  die  Integralgleichung: 

2) y  =  F{x) 

aus  welcher  durch  Differentiation  jene  Differentialgleichung  entstanden  gedacht  wurde 
(siehe  Anmerkung  16). 

Da  es  nun,  wie  früher  gezeigt,  bei  der  Differentiation  einer  Integralgleichung  von 
der  allgemeinen  Form:  y  =:  F(x)  auf  den  besonderen  Ausdruck  in  sc,  oder  auf  die 
Art  der  aus  x  entstanden  gedachten  Grösse  ankommt,  welche  allgemein  durch  F{x\ 
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dargestellt  ist,  da  es  ebenso,  in  umgekehrter  Weise,  bei  der  Integration  einer  Diffe- 
rentialgleichung von  der  allgemeinen  Form  dy  ^=^  f{x).dx^  welche  aus  jener  Integral- 
gleichung entstanden  gedacht  werden  mnss,  auf  den  besonderen  Ausdruck  in  x  oder 
aaf  die  Art  der  aus  x  entstanden  gedachten  Grösse  ankommt,  welche  allgemein  durch 
f(x)  dargestellt  ist,  so  w&re  die  Aufgabe  desjenigen  Teils  der  Integralrech- 
nung, welcher  sich  mit  dem  Auflösen  oder  dem  Integrieren  solcher  Differentialgleichungen 
beschäftigt,  die  jener  allgemeinen  Form  entsprechen,  gelöst,  wenn  man  alle  mög' 
liehen,  alle  denkbaren  besonderen  Integralgleichungen,  welche  der  allgemeinen 
Form  y  =  F(x)  entsprechen,  differentiieren  und  berQcksichtigen  würde,  dass  die  Auf- 
Idsungen  der  somit  erhaltenen  Differentialgleichungen  jene  differentiierten  Integral- 
gleichungen seien,  oder  kürzer  gesagt  (siehe  Anmerkung  12),  wenn,  man  alle  mög- 
lichen, alle  denkbaren  [allgemein  durch  F{x)  dargestellten]  Integralfunktionen  von 
X  differentiieren  und  berücksichtigen  würde,  dass  die  Integration  der  somit  erhaltenen 
[und  durch  f(x)dx  allgemein  dargestellten]  Differentialfunktionen  jene  durch  F{x)  all- 
gemein dargestellten  Integralfunktionen  von  x  ergeben  müssen.  Würde  man  alle  diese 
erhaltenen  Differentialfunktionen  mit  ihren  zugehörigen  Integralfunktionen  in  einer  Tabelle 
zusammenstellen,  so  könnte  man  solche  Tabellen  bei  dem  Auflösen  solcher  Probleme 
benutzen,  in  welchen  IntegraJfunktionen,  welche  der  allgemeinen  Form  F  (x)  entsprechen, 
differentiiert  werden  müssen,  oder  in  welchen  Differentialfunktionen,  welche  der  all- 
gemeinen Form  fix).dx  entsprechen,  integriert  werden  müssen. 

Nun  ist  aber  die  Anzahl  der  möglichen  Ausdrücke  in  a;,  welche  allgemein  durch 
F{x)  dargestellt  sind,  somit  auch  die  Anzahl  der  allgemein  durch  f{x)  dargestellten 
Ausdrücke  in  x,  unbestimmbar,  ihre  Mannigfaltigkeit  ist  so  zu  sagen  unendlich, 
indem  unzählig  oder  unendlich  viele  yon  einander  verschiedene  Ausdrücke  in  x 
bestehen  können,  welche  der  allgemeinen  Form  F{x)  bezw.  der  allgemeinen  Form  f{x) 
entsprechen;  aus  diesem  Grunde  ist  die  Ausführung  des  vorhin  erw&hnten  Planes: 
alle  möglichen,  allgemein  durch  F{x)  dargestellten  Funktionen  von  x  einzeln  zu 
•  differentiieren,  und  damit  die  zu  allen,  allgemein  durch  f{x).dx  dargestellten  Differen- 
tialfunktionen von  X  gehörenden  Integrale  (Integralfunktionen  von  x)  zu  wissen,  nicht 
allein  zu  umständlich,  sondern  auch  unmöglich. 

Um  dennoch  zu  jeder  Integralfunktion  von  der  Form  F{x\  die  zugehörige  Diffe- 
rentialfunktion f{x)dx  und  umgekehrt  zu  jeder  Differentialrunktion  von  der  Form 
f{x)dx  die  zugehörige  Integralfunktion  F^  ermitteln  zu  können,  und  zwar  auf  die 
einfachste,  rascheste  und  sicherste  Welse,  werden  die  mannigfsJtigen,  unz&hlig 
vielen  denkbar  näöglichen  Ausdrücke  in  a;,  welche  nach  dem  vorstehenden  allgemein 
durch  F(x)  oder  durch  f{x)  dargestellt  sind,  je  nach  ihren  besonderen  Eigen- 
schaften, Bedeutungen  etc.  in  Gattungen  und  Arten  (von  höherer  und  niederer  Ord- 
nung etc.)  eingeteilt  und  es  wird  versucht,  allgemeine  Regeln  oder  Formeln  auf- 
zustellen, nach  welchen  man  ganze  Gattungen  und  Arten  solcher  durch  F(x)  darge- 
stellten Integralfunktionen  von  x  differentiieren  kann,  nach  welchen  man  umgekehrt 
ganze  Gattungen  und  Arten  der  durch  f{x)dx  dargestellten  Differentialfunktionen  von 
X  integrieren  kann.  Die  Aufstellung  solcher  allgemeinen  Regeln  und  solcher  For- 
meln, nach  welchen  man  alle  Gattungen  und  Arten  der  durch  f{x)dx  dargestellten 
Differentialfunktionen  integrieren  kann,  und  welche  deshalb  Integrationsregeln 
bezw.  Integrationsformeln  heissen,  ist  das  Endziel  desjenigen  Teils  der  reinen 
Integralrechnung,  welcher  in  dieser  Encyklopädie  als  Integralrechnung  I  bezeichnet  ist 
(siehe  Anmerkung  18). 

Anmerkung  18.  Zu  allgemeinen  Integrationsregeln  oder  Integrationsformeln,  nach 
welchen  man  ganze  Gattungen  und  Arten  von  Differentialfunktionen,  welche  der  all- 
gemeinen Form  f{x).dx  entsprechen,  integrieren  kann,  gelangt  man  mittels  dreier, 
ihrem  Wesen  nach  verschiedener  Hauptverfahren. 

1).  Das  erste  dieser  drei  Hauptverfahren  besteht  seinem  Wesen  nach  darin,  dass 
man  eine  Reihe  von  Integralfnnktionen,  welche  die  Grundformen  der  betreffenden 
Gattungen  und  Arten  der  Integral funktionen  darstellen  und  der  allgemeinen  Form 
F{x)  entsprechen,  differentiiert,  dann  die  somit  erhaltenen  Differentialfunktionen, 
durch  welche  die  Grundformen  der  verschiedenen  Gattungen  und  Arten  der  Diffe- 
rentialfunktionen  dargestellt  sind ,  die  der  allgemeinen  Form  f{x).dx  entsprechen, 
integriert,  indem  man  in  umgekehrter  Weise  wie  bei  jenem  Differentiationsver- 
fahren (und  wie  früher  gezeigt)  auf  jene  differentiierten  Integralfunktionen  zu  kommen 
sucht,  und  schliesslich  die  Beziehungen,  welche  nach  diesem  der  Differentiation  inversen 
Verfahren  zwischen  jenen  Differentialfunktionen  und  deren  zugehörigen  Integralfunktionen 
bestehen  müssen,  feststellt  und  solche  sich  als  sogenannte  Fundamental-Integra- 
tionsformeln  und  -regeln,  wie  solche  schon  früher  aufgestellt  wurden  und  in  wei- 
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terem  noch  werden,  Bich  ein  für  allemal  merkt.  Dieses  Verfahren  stimmt  mit 
demjenigen  über  ein,  das  von  mehreren  Autoren  als  „Integration  nach  vorausge- 
gangener Differentiation^  bezeichnet  wird. 

Man  gelangt  bei  diesem  Verfahren  zu  weiteren  Fund  amen  talregeln  oder  -formelD, 

nach  welchen  Integrationen  ausgeführt  werden  können,  und  die  besondere  l^amen, 

wie  z.  B.: 

Integration  durch  Zerlegung  (diese  Regel  ist  beroitt  in  Antw.  auf  Frage  16,  dft' 
lelbit  als  Begel  II  ansgMproohen  und  in  der  Erkl.  49  hergeleitet), 

Integration  durch  Substitution  (ober  diese  Regel  ist  nftheres  gesagt  in  dem  fol- 
genden Abschnitt  1), 

Integration  nach  Teilen    (Uber  diese  Regel  ist  n&heres   gesagt  in  dem  folgenden 
Abschnitt  2) 

führen,  aus  welchen  sich  wiederum  (mittels  Anwendung  des  zweiten  Hauptverfahrens) 
weitere  Regeln  und  Formeln  (wie  z.  B.  die  in  den  Erkl.  209,  212,  218, ....  aufgestellten 
Regeln  und  die  in  dem  Abschnitt  2  aufgestellten  Rekursionsformeln)  ergeben. 

2).  Das  zweite  jener  Hauptverfahren  besteht  seinem  Wesen  nach  darin,  daes  man 
eine  vorgelegte  Differentialfunktion,  welche  der  allgemeinen  Form  f{x).dx  entspricht, 
auf  erlaubte  Weise,  d.  h.  ohne  die  Bedeutung  und  den  Wert  der  vorgeleg- 
ten Differentialfunktion  zu  ändern,  nach  arithmetischen  Regeln  auf  irgend  eine 
Weise  so  umzuformen  sucht,  dass  man  eine  andere  Differentialfunktion,  welche  eben- 
falls der  allgemeinen  Form  f(x).dx  entspricht,  erhält,  welche  aber  nach  einer  (oder 
mehreren)  der  nach  dem  ersten  Hauptverfahren  aufgestellten  Fundamental-Integrations- 
formeln  oder  -regeln  integriert  werden  kann,  dass  man  also  die  Integration  einer  vor- 
gelegten Differentialfunktion  von  der  Möglichkeit  der.  Integration  einer  oder 
mehrerer  anderer  Differentialfunktionen  abhängig  macht.  Dieses  zweite  Haupt- 
verfahren wird,  da  es  seinem  Wesen  nach  in  einer  Umformung  oder  einer  Transfor- 
mation der  vorgelegten  Differentialfunktion  besteht,  „Integration  durch  Umfor- 
mung" (durch  Transformation)  genannt. 

Bei  den  nach  diesem  Hauptverfahren  vorzunehmenden  Umformungen  (Transfor- 
mationen) vorgelegter  Differentialfunktionen  muss  man  ein  bestimmtes  Ziel  zu  er- 
reichen suchen,  welches  darin  besteht,  dass  man  mittels  der  betreffenden  Umformung 
zu  einer  solchen  Differentialfunktion  zu  gelangen  sucht,  die  man  nach  einer  im 
voraus  bestimmten  (nach  dem  ersten  Hauptverfahren  erhaltenen)  Fundamental- 
Integrationsformel  oder  -regel  integrieren  kann. 

Hat  man  im  voraus  eine  Fundamental-Integrationsregel  bestimmt,  nach  der 
man  irgend  eine  vorgelegte  Differentialfunktion  glaubt  integrieren  zu  kOnnen,  und  die 
erlaubte  Umformung  dieser  Differential f unk tion  ergibt  nicht  die  Differentialfunktion, 
welche  nach  der  im  voraus  bestimmten  Fundamental-Integrationsregel  integriert 
werden  kann,  erreicht' man  also  durch  erlaubte  Umformung  jenes  erwähnte  und 
nunmehr  bestimmte  Ziel  nicht,  so  kann  man  im  voraus  eine  andere  Fundamen- 
tal-Integrationsregel bestimmen  und  versuchen,  ob  man  nunmehr  zu  diesem  hier- 
durch bestimmten  Ziele  gelangen  kann] 

Aus  dem  soeben  gesagten  lässt  sich  bereits  erkennen,  dass  zur  erfolgreichen  An- 
wendung des  zweiten  Hauptverfahrens  es  ganz  besonders  auf  eine  entsprechende 
Uebung  ankommt.  Oft  müssen  hierbei  mehrere  jener  Regeln  in  entsprechender 
Weise  verbunden  werden,  und  zwar  nicht  allein  deshalb,  um  nur  die  zu  der  vor- 
gelegten Differential funktion  gehörende  Integralfunktion  zu  finden,  sondern  um  sie 
auch  auf  die  möglichst  einfachste  Weise  zu  finden. 

8).  Das  dritte  jener  Hauptverfahren  besteht  seinem  Wesen  nach  darin,  dass  man 
durch  Einführung  neuer  Begriffe  und  Vorstellungen  (wie  schon  in  der  Erkl.  63 
angedeutet)  einem  gedachten  Differential  eine  bestimmte  Bedeutung  beilegt  und  in 
Rücksicht  darauf  aus  diesem  Differential  nach  einem  bestimmten,  durch  mathematische 
Zeichen  dargestellten  Gesetz  („Entstehungsgesetz")  ein  solches  Integral  sich  ent- 
standen denkt,  welches  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  es  mit  einem  andern  Integral  in 
einer  durch  eine  Gleichung  ausgedrückten  Beziehung  übereinstimmt,  dessen  Differential 
in  einer  durch  eine  Gleichung  ausgedrückten  Beziehung  mit  jenem  gedachten  Differen- 
tial übereinstimmt. 

(Ansfflhrliches  bierflber  ist  in  den  Teilen  gesagt,  welche  ttber  die  besonderen  Gattungen  und  Arten 
▼on  Differentialfunktionen  bezw.  Ton  Differentialen,  Über  die  Integration  durch  Reihen  und  Aber  die  An- 
wendungen der  Integralrechnung  handeln.) 

Nach  dem  soeben  gesagten  kann  die  Integralrechnung  von  zwei  verschiedenen  Ge- 
sichtspunkten aus  betrachtet  werden,  sie  kann  nach  dem  vorstehend  unter  1).  und  2). 
gesagten  einesteils  als  der  Inbegriff  von  Vorgängen  oder  Operationen  betrachtet  werden, 
welche  entsprechenden  Vorgängen  oder  Operationen  in  der  Differentialrechnung  invers 
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oder  umgekehrt  sind;  sie  kann  andernteils  als  der  Inbegriff  von  Vorgängen  oder 
Operationen  betrachtet  werden,  zu  welchen  es  in  der  Differentialrechnung  solche  geben 
muss,  die  diesen  invers  oder  umgekehrt  sind.  —  Von  dem  ersten  dieser  Gesichts- 
punkte ans  erscheint  die  Differentialrechnung  als  der  Inbegriff  von  Zerstörungs-, 
Yernichtungs-  oder  YergehungSTorgftngen  (-Operationen),  von  welchen  die  Vor- 
gänge oder  die  Operationen  in  der  Integralrechnung  in  der  Weise  abhängig  sind,  dass 
sie  denselben  invers  oder  umgekehrt  sein  müssen;  von  dem  zweiten  jener  Gesichts- 
punkte aus  erscheint  die  Integralrechnung  als  der  Inbegriff  von  „Entstehungs- 
vorgänge n^,  von  welchen  die  Vorgänge  oder  die  Operationen  in  der  Differentialrech- 
nung in  der  Weise  abhängig  sind,  dass  sie  diesen  invers  oder  umgekehrt  sind.  Jede 
dieser  Wissenschaften  lotnn  somit  als  erste,  als  Grundwissenschaft  betrachtet 
werden;  jede  dieser  Wissenschaften  muss  als  eine  solche  betrachtet  werden,  welche 
die  Vorgänge  näheren  Betrachtungen  unterzieht,  welche  den  in  der  andern  Wissen- 
schaft der  Betrachtung  unterzogenen  Vorgänge  invers  oder  umgekehrt  sind.  Die 
Kesultate  einer  jeden  dieser  Wissenschaften  mttssen  sich  mit  den  Voraussetzungen, 
den  Annahmen,  mit  den  der  andern  Wissenschaft  zu  Grund  liegenden  Gesetze  decken. 


Axunerknng  19.  In  den  nachstehenden  Abschnitten  1  und  2  sind  einige  weitere  Integrations- 
regeln, und  zwar  diejenigen,  welche  unter  den  Namen  „Integration  durch  Substi- 
tution*' und  „Integration  nach  Teilen''  bekannt  sind,  hergeleitet;  es  ist  in  weiterem 
gezeigt,  wie  man  nach  dem  in  Anmerkung  18  unter  2).  angeführten  zweiten  Haupt- 
verfahren „Integration  durch  Umformung''  Differentialfnnktionen,  welche  der  allgemeinen 
Form  f{x)  dx  entspreehen,  mittels  Anwendung  jener  und  früherer  Integrationsregeln  in- 
tegrieren kann,  wie  man  sich  mittels  jener  Regein  besondere  (Neben-)  Kegeln  herleiten 
kann,  wie  man  femer  mittels  der  Integration  nach  Teilen  Rekursionsformeln  her- 
leiten kann.  —  Weitere  Integrationsregeln  und  Integrationen,  besonders  auch  solche, 
welche  mittels  Umformung  in  konvergierende  Reihen  etc.  ausgeführt  werden,  sind  in  den 
Teilen  aufgestellt,  welche  über  besondere  Gattungen  und  Arten  von  Differential- 
fnnktionen etc.  handeln. 

Amnerkimg  20.  Dem  Studierenden  wird  empfohlen,  sich  von  der  Richtigkeit  der  im  nach- 
st^enden  ausgeführten  Integrationen  dadurch  zu  überzeugen,  dass  er  die  nach  diesen 
Integrationen  erhaltenen  Resultate  differentiiert  und  sich  davon  überzeugt,  ob  die 
somit  erhaltenen  Differentialfunktionen  die  integrierten  sind.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  so 
ist  entweder  die  von  ihm  ausgeführte  Differentiation  unrichtig  oder  es  ist  (was  nicht  der 
Fall  sein  dürfte)  die  vorgeführte  Integration  unrichtig  (siehe  Anmerkung  II,  was  daselbst 
über  die  Probe  einer  ausgeführten  Integration  gesagt  ist). 


1).  lieber  die  Integrationsr^gel  „Integration  durcli  Substitution'' 

im  aligemeinen. 

Frage  22.  Zu  welchem  Resultat  ge- 
langt man,  wenn  man  entsprechend  dem 
in  Anmerk.  18  erwähnten  ersten  Haupt- 
verfahren die  Integralgleichung: 

^\  y  -_  0/^\  Antwort.     Hat    man    die  Integral- 

*  £rleichunfi[  * 

in  welcher  y   eine  expliziete  Funktion 

von  der  Variablen  u  darstellt,  in  welcher      «) y  =  *  (u) 

femer  m,  in  der  durch  die  Gleichung:  in  welcher  die  veränderliche  Grösse  y 
b) u  =  G  (x)  eine   expliziete  Funktion  von  der  Va- 

ausgedrückten  Beziehung,  eine  expliziete  l'^^^^f.  ^  i«>  .^^  ^^^^^^^  J^^««/  ^'l  '^'^r 

Funktion  von  der  Variablen  .:  ist,  nach  anderliche  Grosse  u  in  der  durch  die 

X  differentiiert  und  dann  die  somit  ^^eicnung: 

erhaltene  Differentialgleichung  in  um-      b) u  =  G{x) 
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gekehrter  Weise  (auflöst  oder)   in-  ausgedrückten  Beziehung  eine  (expliziete) 
tegriert?  Funktion  von  der  veränderlichen  Grösse 

X  ist  (siehe  die  ErkL  198),  und  man  lei- 
tet aus  dieser,  wie  in  dem  Beweis  zu 
dem  Lehrsatz  7  in  dem  1.  Teil  der  Dif- 
ferentialrechnung gezeigt  wurde,  die 
erste  Differentialgleichung  ab,  in- 
Erkl.  198.    In  der  Integralgleichung:  dem  man,  analog  wie  in  der  Erkl.  27 

a) y  =  €/,(a)  gezeigt,  X  (bezw.  w)  um  dx  (bezw.  um 

ist,  wie  schon  öfter  angedeutet,  durch  den  ^^)  abnehmend  denkt,  SO  erhält  man 

3uch8taben  </^  (Funktionszeichen  genannt)  zunächst  aus  Gleichung  b). : 

irgend  ein  bestimmter  Ausdruck  gekennzeich-   ,.  f  j    \2    \ 

net,  in  welchem  die  Variable  u  vorkommt  und  "i/-  •  •  ^^  — p  »nX      p^^  .yAx)    -|- 

durch  welchen  ein  Vorgang  symbolisch  darge-  p   AAx)^ .... 

stellt  ist ,  dessen  Resultat  eine  solche  [selbst  ^  * 
durch  <#>(x)  dargestellte]  Grösse  ist,   die  mit  und  aus  Gleichung  a). : 
der  ver&nderlich  gedachten  Grösse  ^  (an  ab-  .            .                 ,               /  ^   \  2    i 
solutem  Wert)  übereinstimmt,  einerlei,  wel-  *t)-  •  •  -^2/  ==  q^^du  — q^.\Ju)   + 
chen  Wert  die  yeränderliche  Grösse  1»  selbst  ?2  •  (^**) '  —  •  •  •  • 
annimmt,  da  letzteres  nur  dann  stattfinden  kann,  [Gleichungen,  weiche  den  in  dem  Beweu  .u  dem  Lehr- 
wenn  sich   der  Wert    der    Grösse   y   mit   jeder  eatz  7  in  dem  1.  Teil  der  nifferontlalrechnung  aufge- 

Wert&ndening  der  Grösse  «  in  entsprechender  stauten  oieiohmngen  d).  und  0).  analog  lindj. 

Weise  indert,  hctest  y  [welche  nach  der  An-  j^  j^^^^^  Gleichungen  Stellen  J),  1)., 
merkung  12  auch  durch  *(«)  bezeichnet  wird]  -nix-  j        * 

eine  von  u  abhängige  Grösse  oder  eine  fti  •  •  •  ;  FunkUonen  von  x  oder  Aus- 
Funktion von  u\  um  zugleich  auch  anzuden-  drücke  in  X  dar;  femer  stellen  g,  9^, 
ten,  dass  die  Grösse  y  von  der  Grösse  ««  ab-   g^,  .  .  .  .  Funktionen   von   u   oder    Aus- 

hangig  ist,  eine  Funktion  von  dieser  ist  wenn  drücke  in  u  dar.  Setzt  man  dement- 
diese,  wie  vorstehend  gesagt,  einem  bestimm-  -^      ^, 

ten,  durch  ^  markierten  Vorgang  unter-   sprecnena: 

liegt,  sagt  man,  die  Grösse  y  [welche  nach  der  ^  ^  gir^y  p,  =  ^' {^x)\  p,  =  (/"'(a:); .... 
Anmerkung   12   auch   durch   *  (u)   bezeichnet  -^        */v/'^i        ^    \  /^  x-z        j     v/» 

wird]  ist  eine  ngross-Phi-Funktion^  von  u;   und 

durch  diese  Bezeichnung   „gross-Phi"   wird       ,  ^.         ///  \.  /,   iu(^\ 

also  angedeutet,  dass  ein  ganz  bestimmter   2  —  ^W\  2i  —  <P   W)  S2  —  9>    W?  •••• 

Ausdruck  gemeint  ist  in  welchem  die  Variable  go  nimmt  die  Gleichung  b,).  die  Form: 

tf  vorkommt,  bezw.  dass  em  ganz  bestimm-  ^     ^' 

ter  (durch  einen  mathematischen  Ausdruck  sym-  b, ).  .  .  du  =^  g  {x) .  Jx  —  (/"  {x) .  {dx)  ^  + 

bolisch   dargestellter)   Vorgang    gemeint  wird,  /////'  \   f /i   \3 

welchem  die  Variable  u  unterworfen  ist  und  ^    W-V^^;        •••• 

dessen  Resultat  eine  durch  «*»(«)  dargestellte  ^ie  Gleichung  aj.  die  Form: 
Grösse  ist,  die  ftlr  jeden  Wert  von  u  mit  der  ^     ^^ 

Variablen  y  übereinstimmt.  a,).  .  .  dy  =  q){u).du  —  <p"(w).(Jtt)'  + 
Durch  die  Aussagen:  »-(«).(J«)'- . ... 

y  ist  eine  gross-Phi-Funktion  von  ti  ^     \  /   \      / 

"°  ^,  , . ,  .  T.,..  t;.     w  Diese  beiden  Gleichungen  müssen  dem 

'/»(tt)  ist  eine  gross-Phi-Funktion  von«   c;,»-^   ;i,^^«   xj^.i^;?,,,,^   -*«4.e*v*« 

.  j       1-  j     *        1        to      j     •      V      Sinne  ihrer  Herleitung  entspre- 

wird  nach  der  Anmerkung  12  und  wie  schon      u       j    •  ^1^1.^^  -d^  -«t Z.   

vorstehend  angedeutet  ganz  dasselbe  gesagt,      chend   m   einer   solchen  Beziehung  zu 
Ist  der  vorstehend  erwähnte,  bestimmte  einander  Stehen,  dass  das  Stück  du  in 

Ausdruck,  in  welchem  u  vorkommt  und  welcher   Gleichung  b,).    dasselbe  wie   das   in 

durch 'ji  bezeichnet  wurde,  ein  anderer,  oder  Gleichung  a,).  enthaltene  Stück  du  ist. 

ist  der  bestimmte  Vorgang,  welcher  vorhin  j.   ^„^  P  V/   j.,^„i   ni^;«!,«-«  v*  \    ««c 

durch  *  bezeichnet  wurde  und  welchem  die  ^^t  nun  m  der  durch  Gleichung  b,).  aus- 

Variable  u  unterworfen  ist.  ein  anderer,  so  gedrückten  Beziehung  du  Stetig  und 
bezeichnet  man  dies  allgemein,  indem  man  nur  VOU  dx  (in  der  ersten  Potenz)  ab- 
statt  <i>  ein  anderes  Funktionszeichen,  z.  B.   hängig,  und  ist  in  der  durch  Gleich,  a,). 

wie^vorh?n  Tl        '"  enuprechender  Weise  ^usledrückten  Beziehung   in  derselben 

y  oder  y(u)  ist  eine klein-Phi-Funktion  Weise  ^y  Stetig  und  nur  von  du  (in 

von  u  [damit  wird  gewöhnlich  die  aus  der  der  ersten  Potenz)  abhängig,  SO  müssen 
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groBS-Pbi-Funktion  von  u  durch  ein- 
malige Differentiation  abgeleitete  erste 
Funktion  von  u,  der  erste  Differentialquo- 
tient von  «/>(t<)  bezeichnet]  bezw. 
ff  oder  V'(i4)  ist  eine  gross-Psi-Funktion 
von  «,  etc. 

In  analoger  Weise  ist  z.  B.  durch  die  Sym- 
bole G  {x)  oder  g{x)  gesagt,  dass  x  einem  be- 
stimmten durch  Gf  oder  einem  andern  be- 
stimmten durch  g  markierten  Vorgang  unter- 
worfen ist,  bezw.  dass  G{x)  ein  bestimmter 
durch  G  markierter  Ausdruck  in  x,  dass  g{x) 
ein  anderer  bestimmter  durch  p  markierter 
Ausdruck  in  x  ist;  in  entsprechender  Weise 
sagt  man,  die  durch  G  (x)  bezeichnete  Grösse 
(welche  mit  der  Grösse  übereinstimmt,  die  das 
Resultat  jenes  Vorgangs  ist,  siehe  Anmerk.  12) 
ist  eine  gros8-6r-Funktion  von  x,  bezw.  die 
durch  gjx)  bezeichnete  Grösse  ist  eine  klein- 
^•Funktion  von  x,  u.  s.  f. 


alle  in  diesen  Gleichungen  vorkommen- 
den Grössen,  welche  nicht  z/t^,  /tu  und 
Jx  (in  den  ersten  Potenzen)  sind,  kon- 
stant sein,  angedeutet  durch  : 


b,).. 


und 


^lu  =  g{x),Jx  — 

konitant 

[rix) .  i^ixy-g'yiUJx) ' + . .  J 

kon8t*nt  =1  C^ 


aj). . .  Jy  =  y  (t4) .  Jtt  — 

konstant 

[v"(«) .  {duY-i(>"'(u).{äu) '+....] 


konsUnt  =  (- 


CrkL  199.    Aus  der  Integralgleichung: 

») y  =  •/'(«) 

in  welcher: 

b) u  =z  G(x) 

ist,  ergab  sich  nach  Antw.  auf  Frage  22  die 
Differentialgleichung : 

c) dy  ^=^  (f>(u).du 

Da  nun,  wie  sich  aus  der  Herleitung  ergibt, 

if  (u)  den  ersten  Differentialquotienten  -^  der 

IntegnJfonktion  *P(u)  darstellt  (siehe  die  An- 
merkungen 12  bis  15),  da  also : 

fesetzt  werden  kann,  da  femer  du  die  aus  der 
Integralfonktion  G{x)  erste  abgeleitete  Diffe- 
rentialfnnktion  g{x)dx  darstellt,  da  also: 

ß] du  :=z  g[x)dx 

gesetzt  und  hiernach  auch: 

du 

gesetzt  werden  kann,  so  kann  man  jene  Diffe- 
rentialgleichung c).  auch  in  der  Form: 

1  ■»  dy     du     . 

1) dy  ^=z  -T^-.-^ — dx 

'  ^         du     dx 

schreiben  (siehe  die  Erkl.  201  u.  202). 

(Vergleiche  hiermit  den  Lehrsats  7  oder  die  Differen- 
tUtionsfonnel  18  im  1.  Teil  der  Differentialrechnung.) 


Aus  diesen  beiden  Gleichungen  erhält 
man  (analog  wie  in  dem  Beweis  zu  dem 
Lehrsatz  7  in  dem  1.  Teil  der  Differen- 
tialrechnung gesagt  ist)  die  Differential- 
gleichungen : 

B) du  =  g{x),dx 

und 

A) dy  =  fp(u).du 

Diese  beiden  Differentialgleichungen 
müssen  dem  Sinne  ihrer  Herleitung  ent- 
sprechend in  einer  solchenBeziehung 
zu  einander  stehen,  dass  das  Differen- 
tial du  in  Gleichung  A).  dasselbe  als 
in  Gleichung  B).  ist,  dass  dieses  Diffe- 
rential du  eine  expliziete  Differential- 
funktion von  X  bezw.  von  dx  ist,  und 
zwar  in  einer  solchen  Beziehung,  die 
sich  durch  einmalige  Differentiation  aus 
der  durch  u  dargestellten  Integralfunk- 
tion: ^,  . 

ergab. 

Ist  nun  die  Differentialgleichung  (siehe 
Erkl.  199): 

A) dy  =^  ip  {u) ,  du 

gegeben,  welche  die  Bedingungen  er- 
füllt, dass  in  derselben  u  in  der  Be- 
ziehung : 

AJ u=  G(x) 

eine  expliziete  Funktion  von  x  ist,  dass 
d  u  eine  expliziete  Differentialfunktion  in 
der  durch  einmalige  Differentiation  aus 
dieser  Gleichung  abgleiteten  Beziehung : 


A,). 


du  =  g{x).dx 
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Erkl.  200.    Aus  den  Integralgleichungen: 

a) y  =  <P(u) 

und 

h) ti  =  G(x) 

erhält  man,  analog  wie  in  Anmerkung  16  mehr- 
mals angedeutet  ist: 

1).    .    .    ^y  =  «#»(ti)  —  e^  (u  —  Ju) 

und 

2).   .   .    Ju  =  G(x)  —  G(x^Jx) 

Da  nun  auch,  wie  in  nebenstehender  Antw. 
mehrmals  kurz  angedeutet: 

1  a).  .  .    Jy  =  (p{u)  /tu  — 

=  c 
und 

2a).  .  .    Ju  =  <7  (ar)  Jx  — 

[9''ix).(Jxy-^g'"{x),{^xyj^.,..] 

ist,  so  ergibt  sich  hieraus,  dass: 

Ib). . .  ip{u),Ju  —  C  =  «#»(14)— «/>(u  — z/u) 

und 
2b)...  g{x),^X'-Ci=:  Q(x)  —  G{x—Jx) 
ist.    Da  femer  nach  nebenstehender  Antwort: 

(p(u)J'du  —  C  =  <p{u).Ju^C 

g{x)fdx  —  Cj  =  g{x)  .  Ax  —  G^ 

ist,  so  ergibt  sich  hieraus,  dass: 

A).  .  .  (f{u)fdu  —  C  =  'P{u)  —  ^{u  —  Ju) 

und 
B)-  •  .  9{x)fdx--C^—  G{x)^G(x-'Jx) 

gesetzt  werden  kann. 


von  dem  Diiferential  dx  ist,  und  man 
will  in  umgekehrter  Weise,  wie  vor- 
hin, die  zu  jener  Differentialgleichung 
gehörende  Integralgleichung  suchen,  will 
man  also  jene  Differentialgleichung  auf- 
lösen oder  integrieren,  so  gelangt  man 
zunächst,  analog  wie  in  Antwort  auf 
Frage  10  gezeigt  wurde,  zu  der  In- 
tegralgleichung : 

1).     ...  fdy  =  <f  (u)  ./du 

in  welcher  fdy  stetig  von  /du  ab- 
hängig ist,  in  welcher  ferner  /du  das- 
selbe Stück  sein  muss,  das  in  der 
aus  Gleichung  A^).  in  derselben  Weise 
sich  ergebenden  Integralgleichung: 

la).  .   .  .  /du  =  g{x)./dx 

stetig  von  /dx  abhängig  ist  Diese 
stetige  Abhängigkeit  muss  (in  dem 
gedachten  umgekehrten  Verfah- 
ren) so  lange  stattfinden,  bis  das  Stfick 
/dx  in  Gleichung  !&).  zu  dem  Stück 
Ja;  in  Gleichung  b,).  geworden  ist,  bis 
also  infolgedessen  das  Stück  /du  in 
Gleichung  la).  zu  dem  Stück  Ju  in 
Gleichung  bj).  geworden  ist,  bis  also 
auch  infolge  der  in  jener  Differentiation 
vorausgesetzten  Abhängigkeit  das  Stück 
/dy  in  Gleichung  1).  zu  dem  Stück  Jy 
in  Gleichung  a,).  geworden  ist. 

Da  nunmehr,  dem  umgekehrten  Gang 
der  Differentiation  entsprechend,  das 
Stück  /dx  [welches  nunmehr  mit  dem 
Stück  yia;  in  Gleich,  b,).  übereinstimmt] 
das  Stück  Jx  der  Grösse  x  sein  muss, 
um  welches  x  in  dem  durch  G(x)  all- 
gemein dargestellten  Vorgang  abnimmt, 
da  ferner  /du  das  Stück  Ju  der  Grösse 
u  sein  muss,  um  welches  die  Grösse  » 
als  Funktion  von  x  in  der  durch  Glei- 
chung AJ.  ausgedrückten  Beziehung  ab- 
nimmt, wenn  x  um  jenes  Stück  Jx  ab- 
nimmt, da  ferner  /dy  das  Stück  Jy 
der  Grösse  y  sein  muss,  um  welches  die 
Grösse  y  als  Funktion  von  u  in  der 
durch  Gleichung  a).  ausgedrückten  Be- 
ziehung abnimmt,  wenn  die  Variable  f^ 
um  jenes  Stück  du  abnimmt,  und  da 
die  zwischen  diesen  Stücken  /tXy  Ju 
und  Jy  bestehenden  Beziehungen  nach 
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dem  Gang  der  Differentiation  durch  die 
Gleichungen  b,).  und  a,).  ausgedrückt 
sind«  so  müssen  die  vorstehenden  In- 
tegralgleichungen 1).  und  lA).  in  Ver- 
knüpfung des  inversen  Verfahrens  (In- 
KrkL201.  Aus  der  Antw.  auf  die  Frage  22  tegrationsverfahrwis)    mit    dem    direk- 
erkennt  man,  dass  man  bei  dem  Auflösen  einer  ten  Verfahren  (Differentiationsverfahren) 
Differentialgleichung,  welche   der   allgemeinen   bezw.  Übergehen  in: 

T':  ...    äy=.  ^.iu).äu  '2).     .   .  fdy  =  <p(u).fdu-C 

entspricht,  und  welche  die  Bedingung  er-   ^^^ 

füllt    dass  in  derselben  i*  eine  expliziete  In-   2a).  .    .  /du  =  ff(x)./dx  ^  C, 

tegralfunktion  von  x,  du  eine  expliziete  Difre-        '  ^  ^  \  j  j  i 

rentialfunktion  ron  dx  ist,  welche  also  die  Be-  in  welchen  Gleichungen  die  Buchstaben 
din^g  erfallt,  dass  in  derselben  nach  der  An-   q  y^^^  q^  die  Ausdrücke  oder  Grössen 

^^^  ^°^  darsteUen,  welche  in  den  Gleichungen 

^i) M  =  G(ar)  n^j   m,^j  jj^^    jjgj  jjgjjj  weiteren  Diffe- 

oderallgemeiner=ö(«)-(?(0)  rentiaüonsverfahren    als    konstante 
Aj) dtt  ==  p(ar).da5  Grössen  mit  C  bezw.  mit  C^  gekenn- 

ist,  wenn  die  Differentialgleichung  A,).  aus  der   zeichnet  wurden. 

Integralgleichung  Ai).  durch  einmalige  Differen-  Djese  beiden  Gleichungen  Stehen  dem 

ÄnlTc^w^LlI^^^^^^^^^             '""^  "  Sinne  ihrer  Herleitung  entsprechend  in 

Man  setze  in  der  allgemeinen  Differential-  der  Beziehung  ZU  einander,   dass   das 

gleichung:  Stück  f  du  der  Grösse  u  in  Gleichung  2 

A) dy  —  ^^}^),du  dasselbe  Stück /(2ti  in  Gleich.  2 &).  ist. 

anstelle  der  Bildungseinheiten  du  und  dy  die  Denkt  man  sich  im  weiteren  in  der 
anbestimmten  (gleichen)  Summen  fdu  und  durch  die  Gleichung  2a).  ausgedrückten 
j^y  dieser  Bildungseinheiten,  wonach  man:       Beziehung   das   Stück  fdx  (=  Ax)   SO 

1) fduz=,  (f^{u),fdu  ändern,  dass  es  schliesslich  jene  Grösse 

*/'_,,,  ^^  ^  selbst  wird ,  so  wird ,  da  nach  der 

oder  nach  der  Erkl.  30:  Frkl    200* 

'*> /du=/y(«).d«  g'(x)/dx-C,  =  G(a,)-Gix-Jw) 

erhält,  dann  denke  man  sich  auf  der  rechten   .  .  ,     .  j     1.4.        a      j 

beite  dieser  Gleichungen  die  an  und  für  sich  ^st,    nach  jener  gedachten  Aenderung: 

nnbestimmte  Grösse  C  weggenommen,   wo-        a(x\fdx C  =  G(x) Ct(0^ 

nach  man:  "\)J  i  \  )  \  ) 


h 


.   .   .  J'dy  =  (f  (m)  '/du  —  C 


oder: 


oder:  S)...fffix)dx  —  C,  =  G  (x)  —  G  (0) 

2a)..  .  .fdy  =  f(p{u).du  —  C  und  CS  wird  infolge  der  Abhängigkeit 

erhalt    Nunmehr  setze  man,  indem  man  sich   des  Stücks  /du   der  Grösse  U  von  Jx, 

das  Stück  yd u  so  geändert  denkt,  dass  es  zu  nach  der  Anmerkung  16: 

dem  Integral  u  wird  [welches  in  der  durch  die   g^^  fdu  =  u 

Oieichung  AJ.  ausgedrückten  Beziehung  eine        ' •' 

«^^pliziete  Integral funktion  von  x  ist],  für:  Wird   aber   in   der   durch    die  Glei- 

ff{u)fdu  —  C  chung    2  a)     ausgedrückten    Beziehung 

oder  für:  /du  ZU  jener  Grösse  w,  wird  also  auch 

/<f{u)du  —  C  in  der  Gleichung  2).  /du  (=  du)  zu  w, 

das  Integral:  SO  wird,  da  nach  der  Erkl.  200: 

</» (M)  oder  *b (ti) -  •/> (0)  y  {u)/d u  —  C=0(u)  —  (I>(U'-Ju) 

^on  welchem  eine  inr  /dy  gesetzte  Grösse  y,  ist,  nach  jener  Aenderung: 
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&3iiita  fdy  gesetztes  Integral  in  der  durch  ip{u)fdu — C  =  <^(m)  — 0(0) 

die  Integralgleichung:  -, 

oder  durch  die  Integralgleichung:  '  '  'J     \  J                           \  J          \  J 

3  a) y  r=  *(tt)  — «|i(0)  ^^^  es  wird  infolge  der  Abhängigkeit  des 

ausgedrücktenBeziehungeineexpIizieteFunk.  Stückes /dy  der  Grösse  y  von  ^te,  nach 

tion  ist.  der  Anmerkung  16: 

Das  hier  gesagte  kann  man  als  Regel  kurz  ^ 

wie  folgt  ausdrücken:  4a) Jdy  =  y 

Regel.    Hat  man  (siehe  Anmörkudg  12)  eine  Je  nachdem 

Differentialfunktion  von  der  allgemeinen  Form:  r^  rtw       j  ^  //^\ 

*  Cr(0)  und  *(0) 

*^ Vi*)*»  __  Q  giu^j  Q^j^p  [nach  den  mathemaü- 

und  ist  in  derselben  u  eine  Integralfnnktum  von  g^jj^u  Gesetzen]  irgendwelche  andere  ge- 

Qer  aiifirememen  J^  orm  •  ^i_xi          a.      a.       r^  —          ^^n 

®  dachten  konstanten  Grossen  darstellen, 

**^ ^^^^  erhält  man  somit  die  Integralgleichung: 

ist  femer  cfveineans  dieser  Integralfunktion  durch     x  rf  (  \ 

einmalige  Differentiation  abgeleitete  Differential-  */ V  —  ^\U) 

funktion  von  der  Form:  j^  welcher* 

^^ J/(^)d«  b) u=  G{x)  —  G(0) 

hat  also  Jene  Differentialfnnktion  die  Form: 

,       T  oder: 

^       ^  bi) u  =  G(x) 

welche  nach  der  Erkl.  202  in  der  allgemei- 
nen Form  f(a;)dx  enthalten  ist,  so  bestimme  ist,  oder  man  erhält  die  Integralgleichung: 
man  die  zugehörige,  aUgemein  durch  ..                            _  (h(u\  —  (b((S\ 

'ü  (ti)  oder  durch  cii  («)  — <^  (0)  ^ ^        ^^'  ^^ 

dargestellte  Integralfunktion,  indem  man  jene  ^^  welcüer: 

Differentialfunktion  ip(u)du  nach  u  integriert,  jjt\                        w  =  G(x) G((y\ 

wie  früher  f{x)dx  nach  x  integriert  wurde,       ^ ^  ^  ^  -^ 

und  berflcksichtige,  dass  u  die  durch  G{x)  dar-  oder: 

gestellte  Integral  funk  tion  von  x  ist.  ^ 

b*i) ««  =  Cr(a?) 

ist. 

Aus  dem  vorstehend  Gesagten  ergibt 
sich,  dass  die  Auflösung  oder  die  In* 
tegration     einer     Differentialgleichung, 

Erkl.  202.  Die  in  Antw.  auf  Frage  22  her-  welche  der  allgemeinen  Form: 
geleitete  und  in  umgekehrter  Weise  integrierte 

Differentialgleichung:  A) äy  =:  (p(u).du 

A) dy  =  ff{u)du  entspricht,  und  welche  die  Bedingung 

entspricht,  da  u  in  der  durch  die  Integral-  erfüllt,   dass  in  derselben  u  in  einer, 

gleichung:  allgemein  durch: 

AJ.    .     .     .    U:=G{X)  ^j ^^    ^    ß(^) 

ausgedrückten  Beziehung  eine  expliziete  ,        ,       .  ^ 

Funktion  von  x  ist,  da  ferner  du  in  der  O^er  (lurcn: 

durch  die  Differentialgleichung :  i  \                        ^^  >__  ^^  (^\    i    q.  /q\ 

>).  .  .     u  —  g{x)   X  dargestellten  Beziehung,  eine  expliziete 

ausgedrückten  Beziehung  [welche  durch  Funktion  von  x  ist,  dass  das  DiflFerential 

emmalige  Differentiation  aus  der  Integral-  •,.,       ,       ,•         i-       t^-ä        a-^- 

gleichung  A^).  abgeleitet  gedacht  werden  ^«  »^  der  durch  einmalige  Differentiation 

muss]  eine  expliziete  Funktion  von  dx  ist,  aus    der    einen    oder   der    andern    der 

der  allgemeinen  Differentialgleichung:  Gleichungen  AJ.  und  A,).    abgeleiteten 

1) dy  =  f(x)dx  Beziehung: 
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denn  aas  den  Gleichungen  A).,  A|).  und  A,). 
erhält  man  durch  Substitution: 

B).  .  .  .  dy  =  tp[G(x)].g(x).d9 

in  welcher  Gleichung: 

^[Gix)].gx  =  fix) 

gesetzt  werden  kann,  da  9r6l^(x)].^a;  irgend 

einen  der  Ausdrücke  in  x  darstellt,  in  welchen 
nur  die  Variable  x  vorkommt,  und  welche  in 
fraherem  ganz  allgemein  durch  f(x)  be- 
zeichnet wurden. 


ErkL  208.    Differentiiert  man  die  Integral- 
gleichung: 

a) y  =  *(«) 

in  welcher: 

b) u  =  V^(ü) 

and 

c) V  =  G(x) 

ist,  und  integriert  man  die  erhaltene  Differen- 
tialgleichung : 

1) du  ^  (p  (ü)  du 

in  welcher: 

u  =  ^'(r) 

du  =  \f/  (v)  dv 

ist,  wenn  in  letzterer: 

V  ^  G{x) 
und 

dv  =  g  {x)  dx 

ist,  in  umgekehrter  Weise,  wie  in  Antwort 
anf  Frage  22  gesagt  ist,  so  gelangt  man  zu 
einer  Regel,  welche  der  in  der  Erkl.  201  auf- 
gestellten Regel  analog  ist. 


B) du  =  g{x)dx 

eine  expliziete  Differentialfunktion  von 
dx  ist,  lediglich  in  der  Möglichkeit 
der  Bestimmung  der  durch  einen 
mathematischen  Ausdruck  darzu- 
stellenden Grösse  oder  des  durch 
einen  mathematischen  Ausdruck  darzu- 
stellenden Integrals  besteht,  welches  in 
der  Gleichung: 

fdy  =ftf>{u)du—C 

für  /(p{u)du—  0  gesetzt  werden  muss, 
wenn  Vir  fdy  eine  Grösse  y  gesetzt 
wird,  und  wenn  hierdurch  eine  Gleichung 
entstehen  soll,  in  welcher  die  Grösse  y 
fds  eine  expliziete  Funktion  von  der 
(von  X  abhängigen)  Grösse  u  dargestellt 
ist  und  aus  welcher  jene  Differential- 
gleichung A).  durch  einmalige  Differen- 
tiation abgeleitet  werden  kann. 

Solche  für  f<p(u)du — G  zu  setzenden 
(durch  mathematische  Ausdrücke  darzu- 
stellenden) allgemein  durch  (b{u)  oder 
durch  0(m)  —  0(0)  bezeichneten  Inte- 
grale sind  abhängig  von  den  beson- 
deren Formen  der  Ausdrücke,  welche 
in  jener  Differentialgleichung  A).  ganz 
allgemein  durch  <p{u)  dargestellt  sind. 
Zur  Kenntnis  einer  Anzahl  solcher 
Integrale  gelangt  man,  wenn  man  solche 
besondere  Differentialgleichungen, 
deren  Integralgleichungen  im  vor- 
aus bekannt  sind,  analog  wie  in  dieser 
Antwort  gezeigt,  integriert  (siehe  die 
Erkl.  201  bis  208). 


Frage  23.  Zu  welchen  besonderen 
Integrationsformeln  gelangt  man  nach 
dem  in  Antwort  auf  die  Frage  22  all- 
gemein Gesagten  und  nach  der  in  der 
Erkl  201  angedeuteten  Kegel? 

ErkL  204.  Analog,  wie  in  nebenstehender 
Antwort  gesagt,  erhält  man  aus  den  in  der 
Erkl.  48  aufgestellten  Integrationsformeln  durch 
Substitution   die  weiteren  Integrationsformeln: 


11 


f^-^du=   ?+C 
J        u^  w 

J    u^  w     ' 


Antwort.  Denkt  man  sich  in  den 
Differentialfunktionen,  welche  in  den  in 
Antw.  auf  die  Frage  14  bezw.  den  in 
Antw.  auf  die  Frage  15  aufgestellten 
allgemeineren  Integrationsformeln 
vorkommen,  an  Stelle  der  durch  x  dar- 
gestellten Grösse  die  Variable  u  gesetzt 
(substituiert),  welche  eine  expliziete  In- 
tegralfunktion von  der  allgemeinen  Form: 

G{x) 

sei,  denkt  man  sich  ferner  an  Stelle  des 
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3) Ja  ,  äu  ^=^  a  ,u 

4) f    ^i     rfu  =  a^ti  +  C 

5) /-F^^«  ==  2aVt«  +  C 

In  diesen  Integrationsformeln  bedeutet,  eben- 
so wie  in  den  in  nebenstehender  Antw.  aufge- 
stellten Integrationsformeln,  u  eine  expliziete, 
allgemein  durch  G  (x)  [oder  nach  der  Anmer- 
kung 16  durch  (r  (x) -— (7  (0)1  dargestellte  In- 
tegralfunktion Ton  x^  äu  bedeutet  eine  expli- 
ziete, allgemein  durch  ^(x)(2x  dargestellte  In- 
tegralfunktion von  dx,  welche  durch  einmalige 
Differentiation  aus  jener  Integralfunktion  G  (x) 
[oder  Ö  (05)  —  ö  (0)]  abgeleitet  wurde. 

Erkl.  205.  Jede  der  in  Antw.  auf  Frage  28 
und  in  der  Erkl.  204  aufgestellten  Integrations- 
formeln kann,  analog  wie  in  Antw.  auf  Frage  22 
allgemein  gezeigt  wurde,  hergeleitet  werden 
(siehe  auch  die  Anmerkung  18  und  die  Antworten 
auf  die  früheren  Fragen  12  bis  14). 

1).   .  .  .    /  a.v!'.au  =  a-  — -  --fC 
J  n-f-1 

2).   ...    /  a  •      'Au  =  aAgu-\-C  oder  =  a  •  -^-^ 1-  C 

Z),  .  ,  .  j a-    "-  -du  =  a.7o^M+  C 
4).  .  .  .  I m .  a^  lg  a .  du  =  m.a^  -^  C 

5).  ...    I m,a**  ,  du  =  m-  ■     — \-  C 

J  iga 

6).   .  .  .    /a.e"  .du  =  a .  e**  +  C 
7).   .  .  .   I a.cosu.du  =  a, sin  u-\-  C 


durch  dx  dargestellten  Dififerentials,  das 
Differential  du  jener  Variable  u  gesetzt, 
welches  eine  aus  jener  Integralfonktion 
G(x)  durch  einmalige  Differentiation  ab- 
geleitete   Differentialfunktion   von   der 

^^™-  g{x)dx 

sei,  so  erhält  man  solche  Differential- 
funktionen, welche  der  allgemeinen,  in 
Antw.  auf  Frage  22  bestimmten  Form: 

<p{u)du 

entsprechen,  welche  nach  vorstehen- 
dem die  in  Antw.  auf  Frage  22  fest- 
gestellten Bedingungen  erfüllen  und  so- 
mit, wie  in  jener  Antwort  oder  in  der 
Erkl.  201  kürzer  gesagt  ist,  integriert 
werden  ^können. 

Durch  jene  gedachte  Substitution  er- 
hält man  somit  nach  der  Erkl.  201  die 
Integrationsformeln: 


8) 


••••/" 


sinu 


du  =  a.secu-]-  C 
oder  =  _*_  +  C 

€08  U     ' 

9).   .  .  .   I a,  — sinu. du  =  a.cosu-\-C 
10).   .  .  .   I a. sinu. du  =  — a.cosu-^C*) 
11).   .  .  .   Ja, — 


cosu 


sin^  u 


du  ==  a.co8€cu-{'  C 
a 


In  diesen  Integrations- 
formeln bedeutet  u  eine  ex«! 
pliziete ,  allgemein  darchl 
G(x)  [oder  nach  derAnmer*! 
kung  16  durch  G(a:)-(?{0)1 
dargesteUte  Integralf anktiaaj 
Ton  X,  du  bedeutet  die  ex- 
pliziete ,  allgemein  durc]i| 
g{x)dx  dargestellte  Diffc 
rentialfunktion  von  dXf  vel« 
che  durch  einmalige  Diffe- 
rentiation aus  jener  Inte- 
gralfunktion G  (x)  [oder 
G(x)^G  (0)]  abgeleitet 
wurde  (siehe  Erkl.  205). 


oder  =     .-  -  +  C 

smu  ß 

*)  In  Torttebenden  Integrationsformeln  ist,  entspraohend  dena  in  der  Anmerkung  6  Oesagten,  auch 
da  aberall  die  GrOsse  -f  C  gesetzt,  wo  nacb  der  Entwickelung  der  betreffenden  Integrationsformeln  —  <*  ttebea 
mflsste,  indem  die  Oröese  C  docb  eine  (im  allgemeinen)  unbestimmte  Grösse  bedeutet. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M>  1881, 

Der  ansführliehe  Prospekt  und  das  ausführliche  Inhalts- 
Ferzeichnis  der  „vollständig  gelösten  Aufgabensammlung  Yon 
Dr.  Ad.  Kleyer**  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von  der 
Verlagshandlung  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aafgeschnitten  und  gut  brochiert  am  den  sofortigen  and  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enth&lt  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtignngen 
und  Erklärungen  am  Schlosse  desselben. 
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durch  iede  Buchhandluna  bezooen  werden. 
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Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  &kiiliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  8—4 
Heften  sn  dem  billifiren  Preise  Ton  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten nnd  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik y  Pliysik, 
Mechanik,  matlu  Oeographie,  Astronomie 9  des  Maschinen- 9  Strassen- ,  Eisenbahn-^ 
Brücken-  nnd  Hoehbanes^  des  konstraktiyen  Zeichnens  etc.  etc.  nnd  iwar  in  Tollständig 
geldster  Form,  mit  tlelen  Figuren |  ErklSrungen  nebst  Angabe  nnd  Entwiekelmigr  der 
benntiten  SKtze^  Formeln^  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Liösong 
jedermann  yerst&ndlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  H&od  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTeneleh- 
nls,  Berichtigungen  und  wl&ntemde  Erklärungen  Aber  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-natorwisseD- 
schaftlichen  ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealsehulen  I.  und  IL  (>rd.,  grl^leh 
berechtigten  höheren  BOrgerschulen,  PrlTatschulen,  Ojmnasieny  Bealgjmnasieay  Fr*- 
gjmnasien,  Schullehrer -Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  BangewerksM^mlen. 
Rewerbesehnlen,  Handelsschulen,  techn.  Yorbereitnngsschnlen  aUer  Arten,  gewerbliche 
Fortbildnngsschnlen,  Akademien,  UnlTcrsitäten,  Land-  nnd  ForstwissensehaflaBeliiden, 
Militärschnlen,  Yorbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Eii^fthrii^-Frei- 
wllUge-  nnd  Offliiers-Examen,  etc. 

Die  Schaler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung Immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soU  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Sttttee  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  inm  Auflösen  Ton  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  kdne  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  yoU- 
ständige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  au  lösen^  die  ^rv- 
habten  Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  jerwerten.  Lnsl,  Uebe 
und  Terständnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  MilltSr» 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  e;rworbenen  und  vielleicht  Tergeaaeneu 
mathematiBchen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  aUen  Bervfs- 
Bweigen  Torkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Forschungen  gebec. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet  —  Wünsche,  Fragen  etc,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfsaaer, 
Pr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigtuig 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stattgart  Die  YerlagshandliiBK. 
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12) 


....fa 


C08U 


«•'n'  H 


'du  =  — a.casecu+C 


oder  =  — 


sin« 


+  c 


du  =  a,igu  +  C 


13).  .  .  ,  fa'^\ 

'  J  CO«*  tt 

14).  ...  /  a . .- ,—  •  cJw  =  a .  etgu  +  C 

'  J  ixn^u  ^      ' 


...fa 
....Ja 


--.  , —  du  —  — a,ctgu-\-C 


(7u  =  a .  arc  («in  =  ti)  +  C 


17). 


/•- 


18) fc 


Vi  — 14» 

oder  auch  =  —  a .  arc  {cos  =  tt)  +  C 
— -_-  •  dtt  =  a .  arc  (co«  =  tt)  +  0 

oder  auch  =  —  a,  are  {sin  =  tt)  +  C 
1 


du  =  a. arc  {ig  =  u)  +  C 


19). 


^. 


21). 


A- 


/•■ 


/"- 


Frage  24.  Auf  welche  Weise  kann 
man  die  in  Antw.  auf  Frage  23  aufge- 
stellten Integrationsformeln  zur' Integra- 
tion von  Differentialfunktionen  benutzen, 
welche  der  allgemeinen  Form: 

f{x) ,  dx 

entsprechen,  und  welchen  besonderen 
Namen  fQhrt  das  hierbei  einzuhal- 
tende Verfahren? 


1  +  tt» 

oder  auch  =  —  a .  arc  {ctg  =  «)  -|-  C 

-r-— — r- •  dtt  =  a .  arc  (ctg  =  tt)  +  C 
1  -[-  w  '   ' 

oder  auch  =  —  a .  arc  {tg  =  «)  +  C 
-      -   •  dtt  =  a .  arc  («cc  =  u)  +  C 

oder  auch  =  —  a .  arc  (co«cc  =  m)  -f-  C 
du  =^  a.  arc  (cosec  =  m)  4-  C 

oder  auch  =  —  a .  arc(8€c  =  u)-^  C    , 


In  diesen  Integrations- 
formeln bedeutet  u  eine 
expliziete,  allgemein  durch 
G{x)  [oder  nach  der  Anmer- 
kung 16  durch  ö  (a?)  —  ö  (0)] 
dargestellteintegralfunktion 
Ton  X,  du  bedeutet  die  ex- 
pliziete ,  allgemein  durch 
g{x)dx  dargestellte  Diffe- 
rentialfnnktion  Ton  dx,  wel- 
che durch  einmalige  Diffe- 
rentiation ans  jener  Inte- 
gralfunktion G  {x)  [oder 
G{x)  —  G  (0)]  abgeleitet 
wurde  (siehe  Erkl.  205). 


Antwort.     Jede  Differentialfunktion 
von  der  allgemeinen  Form: 

(f  {u) .  dti 

in  welcher  u  eine  expliziete,  allgemein 
durch  G{x)  [oder  nach  der  Anmerk.  16 
auch  durch  (t(x)  —  G  (0)]  dargestellte 
Integralfunktion  von  x  bedeutet,  in  wel- 
cher ferner  du  diejenige  expliziete,  all- 
gemein durch  g  (x) .  dx  dargestellte  Dif- 
ferentialfunktion von  dx  bedeutet,  welche 
durch  einmalige  Differentiation  aus  jener 
Integralfunktion  G{x)  [oder  G{x)—G(0)] 
abgeleitet  wurde,  entspricht,  wie  in  der 
Erkl.  202  gesagt,  der  durch: 


*leyer,  Integralrechnung  I,  1.  Teil. 


V  [G{a^)].g(x)dx 
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Erkl.  206.    Hat  man  eine  Differentialfunk- 
tion zu  integrieren,  welche  der  allgemeinen  Form : 

f{x).dx 

entspricht,  und  eine  Betrachtung  derselben 
ergibt,  dass  dieselbe  aus  zweiFaktoren  be- 
steht, von  welchen  der  eine  der  idlgemeinen  Form : 

<p[G(x)] 

entspricht,  der  andere 

=  g(x)dx 

also  die  aus  der  Integralfunktion  O  (x)  abge- 
leitete erste  Differentialfunktion  ist,  hat  also 
jene  allgemeine  Differentialfunktion  f{x) . d x 
die  speziellere  Form: 

V  [ö  (or)] .  g  (x)  dx 

so  kann  man  die  Integration  ohne  vorherige 
Umformung  (Transformation)  ausfahren,  in- 
dem man: 

G(x)  =z  u 

g(x)dx  =  du 

setzt,  wonach  man  eine  Differentialfunktion  von 
der  allgemeinen  Form: 

ip(u)du 

erhält,  in  welcher: 


und 


u  =  G(x) 
du  =  g(x)dx 


ist  und  welche  nach  einer  der  in  Antw.  auf 
Frage  23  aufgestellten  Integrationsformeln  (oder 
allgemein  wie  in  Antw.  auf  Frage  22  gesagt) 
integriert  werden  kann. 

Dieses  Verfahren,  nach  welchem  Integratio- 
nen (ohne  vorherige  Umformung)  vorgenommen 
werden  können,  wird  gemeinhin  „Integration 
durch  Substitution'^  genannt.  Gehen  der 
Integration  Umformungen  voraus,  wie  in 
nebenstehender  Antw.  erwähnt,  so  wird  das  Ver- 
fahren gemeinhin  Integration  durch  Um- 
formung (oder  durch  Transformation)  genannt 
(siehe  die  späteren  Erkl.  207  und  208). 


dargestellten  Form.  Diese  besondere 
Form  einer  Differentialfanktion  ist,  ^ie 
iii  der  Erkl.  202  gesagt,  in  der  durch: 

f{x).dx 

dargestellten  allgemeinen  Form  ent- 
halten. 

Ist  nun  eine  Differentialfunktion  ge- 
geben, welche  der  allgemeinen  Form: 

f{x)  .dx 

entspricht  und  man  kann  (auf  erlaubte 
Weise,  d.  h.  ohne  die  Bedeutung  und 
den  Wert  der  vorgelegten  Differential- 
funktion zu  ändern)  eine  solche  Diffe- 
rentialfunktion so  umformen,  dass  sie 
zu  einer  solchen  wird,  welche  der  in 
jener  allgemeinen  Form  enthaltenen  be- 
sonderen Form: 

y  [G{x)'\.g{x)dx 

entspricht,  so  kann  man  durch  Einfüh- 
rung (durch  Substitution)  einer  neuen 
Variablen  u  für  G  {x\  sowie  durch  Ein- 
führung des  Differentials  du  derselben 
für  g  (x)  dx  eine  Differentialfunktion  von 
der  allgemeinen  Form: 

(f  (h)  .  du    . 

herstellen,  welche  für  jene  gesetzt  wer- 
den kann.  Da  nun  nach  jener  Um- 
formung und  dieser  Substitution 
die  vorgelegte  Differentialfunktion  durch 
eine  solche  ersetzt  ist,  welche  der  all- 
gemeinen Form  entspricht,  zu  der 
auch  die  in  Antw.  auf  Frage  23  enthal- 
tenen und  daselbst  integrierten  beson- 
deren Differentialfunktionen  gehören,  so 
kann  man  je  nach  dem  besonderen 
für  <p  (u)  erhaltenen  Ausdruck  die  durch 
Umformung  und  Substitution  erhaltene 
Differentialfunktion  <p  (u)  du  nach  der 
einen  oder  der  andern  jener  Formeln 
integrieren. 

Das  nach  vorstehendem  einzuhal- 
tende Verfahren  besteht  seinem  Wesen 
nach  aus  vier  Teilen,  nämlich  in  jener 
erwähnten  Umformung  einer  gegebe- 
nen Differentialfunktion,  in  jener  er- 
wähnten Substitution  einer  neuen 
Variablen,  in  der  eigentlichen  Inte* 
gration  und  in  der  sog.  Rücksub* 
stitution,   d.  i.   die  Entfernung   der 
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bei  jener  Substitution  eingeführten  Va- 
riablen aus  dem  nach  der  eigentlichen 
Integration  bestimmten  Integral,  indem 
man  für  diese  eingeführte  Variable  in 
umgekehrter  (inverser)  Weise  wieder  die 
betreffende  Integralfunktion  von  x  setzt, 
für  welche  jene  gedachte  Variable  bei 
jener  Substitution  gesetzt  wurde  (siehe 
Erkl.  206). 


a).  Aufgaben  zur  Einübung  in  dem  Auffinden  unbestimmter 
Integrale  mittels  Integration  durch  Substitution. 

Anmerkung  21.    Die  in  nachstehenden  Aufgaben  186  bis  228  enthaltenen  Differentialfunk- 
tionen können  mittels  Benutzung  der  in  Antw.  auf  Frage  23  aufgestellten  Integrationsformel: 

a.u*"  ,du  =  a r-^  +  C 

n  +  1 

in  welcher: 

11  =  Q(x)\    du  =  g(x)dx 

ist  und  welche  nach  der  Erkl.  40  keine  Gültigkeit  für  n  =  —1  hat  (siehe  Anmer- 
kung 22),  integriert  werden. 

Diese  Aufgaben  sind  in  vier  Gruppen  eingeteilt: 

Die  erste  dieser  Gruppen  (Aufgabe  186  bis  192)  enthält  solche  Differentialfunk- 
tionen, die  mittels  entsprechender  Substitution  einer  Variablen  u  direkt 
nach  jener  Integrationsformel  integriert  werden  können  (siehe  Erkl.  207); 

die  zweite  dieser  Gruppen  (Aufgabe  193  bis  202)  enth&lt  solche  Differential- 
funktionen, welche  nach  erfolgter  einfacherUmschreibung^j  einzelner 
Ausdrücke,  wie  die  in  der  ersten  Gruppe  enthaltenen  Differentialtunktionen, 
integriert  werden  können; 

die  dritte  Gruppe  (Aufgabe  203  bis  211)  enthält  solche  Differentialfunktionen, 
welche  nach  vorheriger  Umformung*),  wie  die  in  der  ersten  Gruppe  ent- 
haltenen Differentialfunktionen,  integriert  werden  können; 

Die  vierte  Gruppe  endlich  (Aufgabe  212  bis  228)  enthält  solche  Differentialfunk- 
tionen,  welche  nach  einfacher  Umschreibung  einzelner  Ausdrücke,  und 
nach  entsprechender  Umformung,  wie  die  in  der  ersten  Gruppe  ent- 
haltenen Differentialfunktionen,  integriert  werden  können. 

*)  Unl«r  einer  Umschreibung  eines  gegebenen  Ansdrucks  soll  die  Darstellung  det  beireffenden 
Audraek«  in  uiderer  Üblicher  Weite  rersUnden  werden;  unter  einer  Umformung  eines  gegebenen  Ausdrucks 
Zugegen  soll  die  Daretelinng  des  betreffendes  Ausdrucks  durch  einen  solchen  andern  Ausdruck  verstanden 
Verden,  der  entsteht,  wenn  mit  jenem  Ausdruck  solcheOperationen  Torgenommen  werden,  wodurch  dessen 
Verl  und  dessen  Bedeutung  an  und  fUr  sich  nicht  geändert  wird. 

Aufgabe  186.    Man  soll  die  durch: 

/(a +  &«)'. 6. (Zx                            AaflÖBiing.    Setzt  man,  siehe  Erkl.  207: 
angedeutete  Integration  ausführen.  a) a  -|-  &«  =  u 

und  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 
Erkl.  207.    Bei  näherer  Betrachtung  der  in  h    7     __    7 

ler  Aufgabe  186  vorgelegten  Differentialfunk-       ß) ö.dx  —  au 

^'  so  erhält  man: 

a).    .    .    .     {a-^bx)\hdx  .  f(ai-bx)ndx  ^/u\du 

ersieht  man  sofort,  dass  diese  Differentialfunk- 
tion za  denjenigen  gehört,  welche  der  Form:  Nach  der  Anmerkung  21  ist  hiemach: 
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b) u'\du 

entsprechen,  denn  setzt  man: 

a) a-{'hx  =  u 

so  ergibt  sich  hieraus,  dass: 

ß) hdx  =  du 

ist. 


J(a  +  bxybdx  =  -2TT  +  ^ 


oder  =  -^  +  C 


Hieraus  erhält  man  nach  der,  mittels  der 
Gleichung  a).  ausznftthrenden  Rücksabstitn- 
tion : 

A).  .^.    f{a  +  bx)ndx  =  l*-:t^^-|„c 


Aufgaben: 

Man  soll  die  im  nachstehenden  angedeute- 
ten Integrationen  ausfuhren  : 

187).   /(a  +  hx  +  cx^y.(b  +  2cx)dx    .    .    . 


Lösungen: 


Man  beachte,  dass  wenn: 

«)....  a-^bx-^-cx^  =  u 

gesetzt  wiFd,  nach  der  sich  hieraus  ergeben- 
den Differentialgleichung: 

ß).   .    .    ,    {b-^2cx)dx  =  du 

gesetzt  werden  kann. 

Nach  dieser  gedachten  Substitution  erhält 
man: 

f{a  +  bx  +  ex^)*.{b-\-2cx)dx  =  /u^.du 
Hieraus  ergibt  sich  nach  der  Anmerkung  2 1 : 


A) 


fla  +  bx  +  cx^)^.{b'\'2cx)dx  =  ^^  +C 

und  nach  der  mittels  der  Gleichung  a).  aus- 
zufahrenden Rficksubstitution: 

.  .  .  f{a  +  bx  +  cx^)^.(b  +  2cx)dx  =  -^'ia  +  bx  +  cac^)^  +  C 


188).   /(x3  +  7a;V".(3a'^+14ar)da; 


A) 


.    .    .       Setzt  man: 

a) x^  +  lx^  =  u 

so  kann  man  nach  der  sich  hieraus  ergeben- 
den (ersten)  Differentialgleichung: 

ß)..   .    {Sx^']-I4x)dx  =  du 

setzen. 

Nach  dieser  gedachten  Substitution  erhält 
man: 

f{x^  +  lx^r.{Zx^  +  Ux)dx  =fu*".du 
Hieraus  ergibt  sich  nach  der  Anmerkung  2 1 : 

ßx^-\-lxT'(^x^  +  l^^)äx  =  ^^J--h  C 

und  nach  der  mittels  der  Gleichung  a).  aus- 
zuführenden Bücksubstitution : 

.  ..   /(r^3+7a:7^(3a;'+14rr)dfa;  =  — ^  -{x^+lxT'^^  -i-  C 
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189).  /(3«*  +  5x— l)M6Ä  +  5)daj  •    .    .    .       Setzt  man : 

o).   .    .    .    3aß'-|-o«  —  1  =  u 

so  kann  man  nach  der  sich  hieraus  ergeben- 
den (ersten)  Differentialgleichung: 

ß) (6X'\-b)dx  ==  du 

setzen.  Nach  dieser  gedachten  Substitution 
erhält  man: 

/(3a;«  +  5a;  — l)^(Gx^-5)(^a;  =  fu\du 

Hieraus  ergibt  sich  nach  der  Anmerkung  21 : 


ß 


^7+1 


A) 


(3a:»+5rr— lV.(6a;  +  5)da?  =  -"      ,-  +  C 

7-|-  1 

und  nach  der  mittels  der  Gleichung  a).  aus- 
zuführenden Rucksubstitution: 

. .  .  f(Sx^-{-bX'-iy(Qx  +  b)dx  =    g- (3a;» +  5ä —1)8  +  0 


190).  /(«»—5a: 4- 2). (2«  — 5) ix    ....       Setzt  man: 

«).    .    .    .    ä'  —  5  Ä  +  2  =  u 

so  kann  man  nach  der  sich  hieraus  ergeben- 
den (ersten)  Differentialgleichung: 

ß).    ,    ,    .      (2x  —  b)dx  =  du 

setzen.  Nach  dieser  gedachten  Substitution 
ist: 

/(«»  — 5x  +  2).(2a:  — 5)da?  =  fuKdu 

Hieraus  ergibt  sich  nach  der  Anmerkung  2 1 : 

^1+1 
(x»  — 5aj  +  2).(2a?  — 5)daj  =  ~~.^  +Ö 


/ 


A) 


191).  /(a-\-bx  +  cx^)^.(b  +  2cx)dx  .    .    .       Setzt  man: 


und  nach  der  mittels  der  Gleichung  «).  aus- 
zufahrenden Rücksubstitution: 

. .  .  /(x»  — 5a;  +  2).(2Ä  — 5)(iaj  =  -^  •  («' -  5a;-f2)»+ p 


«)....    a'\'bx-\-cx^  =  u 

so  kann  man  nach  der  sich  hieraus  ergeben- 
den Differentialgleichung: 

ß),    .    .    .     (b-\-2cx)dx  =  du 

setzen.  Nach  dieser  Substitution  erhält  man: 

2  2 

f(a  +  bx  +  cx^j^\(b  +  2cx)dx  =  fu^du 
Hieraus  ergibt  sich  nach  der  Anmerkung21 : 


/ 


.2.4-1 
8  ^* 


\a  +  bx  +  cx'^f,{b-\-2cx)dx  =    ^ h  C 


3+^ 
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A) 


und  nach  der  mittels  der  Gleichang  «).  aas- 
zuführenden  Rticksabstitation: 

•  •  •  l(a-{-hx-\-cx^)^,{h^2cx)dx  =  -|-  •  Y(fl  +  hx  +  ex')*  +  C 


192).   f[f  +  x^Y ,{e''^2x)dx 


Setzt  man: 

a) e^-|-x2  -_  II 

80  kann  man  nach  der  sich  hieraus  ergeben- 
den Differentialgleichung: 

ß),    .    .    {e^-\-2x)dx  =  du 

setzen.   Nach  dieser  Substitution  erhält  man: 

f{f-\-x'^Y.{f  +  2x)dx  =  fu^.du 
Hieraus  ergibt  sich  nach  der  Anmerkung  21 : 


/' 


{f-\-x'^Y.{€'-\'2x)dx  =  - 


ti 


64-1 


6-1-1 


A). 


und  nach  der  mittels  der  Gleichung  a).  aus- 
zuführenden Rücksubstitution: 

.  .  f(e'  +  x^)^.(e''-\-2x)dx  =   l^itf'  +  xy  -|-  C 


Aufgaben : 

Man  soll  die  im  nachstehenden  angedeute- 
ten Integrationen  ausfuhren: 


Lösungen: 


198). 


/•--^-     dx 


Beachtet  man,  dass: 

ist,  und  setzt: 

a) X  —  a  =  M 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 

ß) dx  ^=  du 

SO   erhält  man   nach    jener  Umschreibung 
und  dieser  Substitution: 

1 


/ 


dx  =  «-""*. rf« 


Hieraus  ergibt  sich  nach  der  Anmerkung  2 1 : 


/ 


1 


dx  = 


u 


—  wi-fl 


—  tw-l-l 


+  C 


und  nach  der  mittels  der  Gleichung  a).  aus- 
zuführenden Rucksubstitution: 


A).  .  . 


J  (x-ä] 


tn 


da;  = — ,- 


»1-1     {x^ar 


^r-^^ 
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194).    /      ^  -.s-^« Analog  wie  vorhin  erhält  man: 

'       J  {x±af  n— 1     (a.±a)'— 1 


195).  yv 


x^2,dx Beachtet  man,  dass: 


V«+2.da;  =  («  +  2)«.  dar 
ist,  and  setzt: 
o) »  +  2  =  11 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 

ß) dos  =  du 

so  erhält  man  nach  jener  Umschreibung  und 
nach  dieser  Substitution  i 


/' 


yx-^-^.dx  =  t<7.dti 


Hieraus  ergibt  sich  nach  der  Anmerkung  21 : 

lVx+2.dx  =  -^ \-C 

J  —4- 1 

2  ^ 

und  nach  der  mittels  der  Gleichung  a).  aus- 
zufahrenden Rücksubstitution: 


A) 


. .  .    fYx^2,dx  =  |-.V'(a:+ 2)8  +  0 


5  + 2c« 


1%    /  -7 — — ^;^  dx Beachtet  man,  dass: 

J  Y ^'i-^^'\-cx^ 


—^~— dx  =  (a-\-bxJ^cxiTi 


dx  =  (a  +  6aß  +  ca;i)    T.{b-{'2cx)dx 


Ya+bx  +  ex'^ 

ist,  und  setzt: 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 

/?)....     (!b-\-2cx)dx  =  du 
so  erhält  man: 

Va+öx  +  cx^  J 

Hieraus  ergibt  sich  nach  der  Anmerkung  21 : 

J  y a-^-bx-^-cx"^  \ 11 

2  "^ 

und  nach  der  mittels  der  Gleichung  a).  aus  - 
zuführenden  Rücksubstitution: 

A)..  .  /*-— L±J-^ dx  =  2V^a+6a:  +  ca;2+  C 

y  ya  +  fta;  +  Cd:* 
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197).     / — dx Beachtet  man,  dass: 


J  xlg'^x 


dx  = dx  oder  =z  Ugx)    "*  •  -    dx 

x.lg'^x  QgxT     ^  ^^    '         x 

ist,  und  setzt: 

a) Igx  =  u 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung : 

ß) — dx  ^  du 

X 

so  erhält  man  nach  jener  Umschreibung  and 
dieser  Substitution: 


/ 


dx  =  tt-"*. du 


x.lg'^'x 
Hieraus  ergibt  sichnachderAnmerkang21: 


/ 


1  t«"*"-*-^ 

- —  dx  =  — -^  +  C 

x.lg"'x  — m+l 


und  nach  der  mittels  der  Gleichung  a).  aus- 
zufahrenden Rücksubstitution: 


A).  .  .  f — ^ dx  = Kr ~~  ,+C  oder  = ^-, ~,      +C 

J  x.lg'^'x  "»-1     P^«r~^  "»-1     Ig'^-^x 

.    I~^^^ Beachtet  man,  dass: 


^  -dx  =  (loxY'  —  dx 

X  ^^     '        X 

ist,  und  setzt  man: 
a) igx  =  u 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung : 

ß).    .    .    .  — '  dx  =  du 

^  X 

so  erhält  man: 

/-^J-dx  =  fuKdu 
Hieraus  ergibt  sich  nach  der  Anmerkung  21 : 


/ 


Igx   ,  u^+^     ,   ^ 

-^ —  dx  = \-  C 

X  1  +  1  ^ 


und  nach  der  mittels  der  Gleichung  a).  aus- 
zuführenden Rücksubstitution: 


A) 


,..,ß^;dx^-\-Ig^x  +  C 


199).     fy—.'^llR^.dx Beachtet  man,  dass: 


X 

ist,  und  setzt  man: 
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a).    .    .     l-\-lgx  ^=  u 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung : 

ß).    ,    .    .     —dx=^du 

X 

so  erhält  man: 
Hieraas  ergibt  sich  nach  der  Anmerkung  fi  I : 

2  ^ 


/ 


oder  nach  der  mittels  der  Gleichung  a).  aus- 
zufahrenden Rtlcksubstitution : 

A). .  .yYi±s^d,  =  i  -Vii+i^+c 


■/ 


,    1 

€08  XA 

X  " 

,7^ ; —  dx Beachtet  man,  dass: 

V  sin  x-\-lgx  • 

cos  x-\ 

'    X  --1    /  1\ 

^ ^=^,^irdg  =  {8inx-{-lgx)    ^,\C08X'\ )  dx 

ysinx  +  lgx  ^  ^' 

ist,  und  setzt  man: 

o).    .    .    .    «inac  +  l^x  =  M 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 


ß).    .    Acosx-^ \dx  =  du 

so  erhält  man  nach  jener  Umschreibung  und 
dieser  Substitution: 

^  1 

/-- - —    — — z^—dx  =  I  u    ^.dtt 
•^    ysin  x-^-lg  X  ^ 

Hieraus  ergibt  sich  nach  der  Anmerkung  2 1 : 

1 

cosx-K — -J-+1 

X  u      ^ 

,    .  -dx  =  -^ \-C 

\  8inx-\-lgx  — -1-1 

und  nach  der  mittels  der  Gleichung  a).  aus- 
zuführenden Rttcksubstitution: 

.    1 

/cosx  -|- 
^  dx  =  2,Y8inx  +  lgx  +  C 
ysinx  -^Igx 


I- 
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201).   f  9irC^  xcosxdx 


Beachtet  man,  dass: 

ain^x.cosx.dx  =  (8inx)'^,co8xdx 

ist,  und  setzt: 

a) sinx  =  w 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 

ß).    .    .     cosx.dx  =  du 
so  erhält  man: 

fsin^  xcosxdx  =  J'u'^.du 
Hierans  ergibtsich  nach  der  Anmerkung  21: 


/■ 


sin^  xcosxdx  =  -ö3:-r  +  ^ 


und  nach  der  mittels  der  Gleichung  a).  ans- 
zuftlhrenden  Kücksnbstitution: 


).  .  .  I  Sil 


1 


A).  .  .  / sin^ xcosxdx  =  -„  'sin^x+  C 


202).   fsin xcosxdx 


Beachtet  man,  dass: 

sin  xcosxdx  =  (sinxy.cosxdx 

ist,  und  setzt: 

a) sin  ac  =r  « 

also  nach  der  sich  hieraus  ergehenden  Diffe^ 
rentialgleichung: 

ß).    .    .    cosx.dx  =  dit 

so  erhält  man: 

fsinx.cosxdx  =  J^u^.du 
Hieraus  ergibt  sichnach  der  Anmerkung  21 : 

sin x.cosxdx  =    ^    .   ,  +  C 


1+1 


A) 


und  nach  der  mittels  der  Gleichung  o).  aus- 
zuführenden Rttcksubstitution : 

.  .  .  /sin x,C03 xdx  =  -^* sin^ «  +  C 


Aufgabe  203.    Man  soll  die  durch 

f{a.xy*  dx 
angedeutete  Integration  ausführen. 


AallÖBung  1.  Setzt  man,  siehe  Erkl.  208: 

jia.xf  dx  =  j—'{axf.adx 


ax  =  u 


Erkl.  208.  Bei  näherer  Betrachtung  der  in  der  uq(j[  hierin: 

Aufgabe  203  vorgelegten  Differentialfunktiou:  . 

.'''**'.      ^.^       .  ,^    ,  also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  DifFe- 

ersieht  man  sofort,  dass  diese  Differentialfunk-  rentialffleichunff* 

tion  zu  denjenigen  gehören  würde,  welche  der  ^            ®" 

allgemeinen  Form:  ß).    .    .    .    a.dx  =  du 
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b) u'\dn  80  erhält  man  nach  jener  Umformung  und 

entsprechen;  wenn  dx  den  Faktor  a  bei  sich  dieser  Substitution: 

hätte,  denn  hätte  man:  r  r\ 

(a.xf.adx  J(a,xTdx=J  ^'u\du 

oüd  man  setzt:  ffieraus  ergibt  sich  nach  der  Anmerkung  21 : 

80  ergibt  sich  hieraus,  dass:  l(a,xY  dx  = r-  +  C 

j  7  J  a     n  -)- 1    ' 

ß) a,dx  =  rtti  ^ 

ist.   Jene  vorgelegte  Differentialfunktion:  ^^fiL^*^5  ^^Ä^^wu  Gleichung  «).  aus- 

,     ,n  -,  znftihrenden  Rtlcksubstitution: 

a) {a,oc)  ,dx 

kann  man  aber  so  umformen,  dass  sie,  ab-  f(a.x\*dx  =  ^  »-^5^ UO 

gesehen  von  einem  konstanten  Faktor  (-  -j  jener  oder: 

Form  entspricht,  wenn  man  berücksichtigt,  dass:  1 1^  x^**  dx  =  — - h  C 

M-      (a.x)'*d«  =     -*(a,xY,adx  mithin: 

ist.  A) [{a.xfdx  =  —^-^•«'•+^  +  0 

Durch  diese  Umformung  erleidet  die  vor-  *f                         n  +  l 

gelegte  Differentialfunktion  ihrer  Bedeutung  und  (•i«!^«  £rki.  210}. 
itrem  Werte  nach  keine  Aenderung,   man 

erhält  aber,  wie  vorbin  erwähnt,  eine  solche  _.^.... 
Differentialfunktion,  die  nach  der  in  der  An- 
merkung 21    erwähnten  Integrationsformel  in- 
tegriert werden  kann,  indem  in  der  Differential-  Aoflösung  2.     Nimmt  man  nach  der  in 
fiuiktion:  der  Erkl.  209  aufgestellten  Regel  an,  dass 
1  die  durch  a .  x  dargestellte  Grösse  die  Ya- 
~'{a.xf,adx  mv  a.x  =  u  rjal^le  u  nn^  dx  deren  Differential  sei,  so 

iin.1  k;^^«^u  ^ft.      j         j  *  *        j      erhält  man  (dieses  gedacht,  nicht  ausgeftlhrt) 

und  hiernach  für  a,dx  =  du  gesetzt  werden  ^^^  jener  Regel  und  nach  der  früheren 

kann  und--  ein  konstanter  Faktor  ist.  Integrationsformel: 

tion  von  der  allgemeinen  Form:  (.i^^.  ^t^.  ^^,  p,.ge  23) 

m  integrieren,  und  beachtet  man,  dass:  c).  .  .  .   /(a.«)"  d«  =  1  —  [^^^ h  ^i  I  •  « 

fia.x)dx  =  ^  -f{a.x).adx  oder  nach  gehöriger  Reduktion: 

ist  setzt  alsdann:  r  o**         «^1       1     ,, 

.  .  d).  .  .  .  ha.xfdx  =  -T-V«  "^   +--*^i 

nnd  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  ersten  ^^^  jn  Rücksicht  auf  Anmerkung  6 : 
l>ifferentialgleichung :  ,, 

^  .   .   .  a.dx  =  (2ti  Ai).   .  .  [{a.xTdx  =  -^-^--Ä^'^^  +  Cf 
so  erhält  man:  J  ^-T 

y/,.  nämlich  dasselbe  Resultat  wie  in  Auflösung  1 

/•(a.x)  dx  =  /  ^  /"(w)  dti  (siehe  Erkl.  210). 

oder  =  —  I  fMdti 
ist  nun: 

ff{a.x)dx=    \  [F{u)  +  C,]  oder  =    J-^W+i^-C. 
<^ef  nach  Anmerkung  6 : 
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.  .  .  .  jf{a.x)dx  =  —  F(m)  +  C 


b) 

und  berücksichtigt  man,  dass  nach  der  mittels 
der  Gleichung  «).  auszuführenden  Rücksub- 
stitution: 

A)..  .  .  ff(a.x)dx  =  —  •F(a.ar)  +  C 

ist,  so  kann  man  nach  dieser  allgemeinen  In- 
tegraticnsformel  die  Integrationsregel  auf- 
stellen: 

Regel.  Hat  man  irgend  eine  Differentialfunk- 
tion zu   integrieren,    welche  der    allgemeinen 

f(a,x),dx 

entspricht,  in  welcher  a  irgend  eine  konstante 
Grösse  bedeutet,  so  integriere  man  eine  solche 
Differentialfunktion  gerade  so,  als  ob  an  Stelle 
von  a,x  nur  die  Variable  x  stünde,  dividiere 
aber  das  hiernach  erhaltene  Integral  (in  welcher 
nicht  X,  sondern  a.x  die  Variable  darstellt) 
durch  jenen  konstanten  Faktor  a,  in  Zeichen: 

ff(a,x)dx  =  [F{a.x)  +  Ci]:a 

oder  =   —  •  F(a,x)-\ C.    oder   =         •  F(a.X)  4-  C   (siehe  Anmerkung  6). 

Erkl.  210.    Setzt  man  nach  den  Kegeln  der 
Potenzierung: 

a),    .    .   {a,xy\dx  =  a'*,x**.dx 

also: 

a).  .  .  fia.xy'dx  =  fa*\x'\dx  oder  =  a'^fx'^dx 

so  erhält  man  nach  der  Integrationsformel  1  a). 
in  Antw.  auf  Frage  15: 

b).  .  .  j^ia.xydx  =  a"(^^  +  C.) 

oder: 

c).  .  .  ßa.xTdx  =   ^^^  *a^+^-l-a^*.C2 

oder  nach  der  Anmerkung  6: 

A). .  .  ßa.xrdx  =  --^^-aj"+i  +  C 

(Vergleiche  hiermit  die  Beioltate  in  nebenstehenden  Auf- 
lösungen 1  und  2  und  siehe  die  Erkl.  211.) 

Erkl.  211.    Sollen  die  Resultate  der  durch: 

fiaxY.dx  und  durch  fa*\x'*  dx  oder  durch  a^J'x"dx 

angedeuteten  Integrationen,  für  welche  sich  nach 
den  in  nebenstehender  Auflösung  2  enthaltenen 
Integralgleichungen  d).  und  A^)  : 

-"*"-. »"+^+  ^  'C,  oder  -?'*-. aj»+i+C 

bezw.  nach  den  Gleichungen  c).  und  A).  in  der 
Erkl.  210: 
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_J_    aj"+i  +  a\C,  oder  — ?,_aj'*  +  ^  +  C 

ergibt,  dieselben  sein,  so  müssen  zwischen 
der  unbestimmten  Grösse  C,  C|  und  Cj  die  Be- 
ziehungen: 


2). 

3). 
bestehen. 


a».0,  =  C 
1 


•    .    • 


a 


Ci  =  a  ^€2 


Aufgabe  204.    Man  soll  die  darch 
angedeutete  Integration  ausführen. 


Erkl.  212.    Hat  man  eine  Differentialfunk- 
tion von  der  allgemeinen  Form: 

f(a-\-hx)dx 

zu  integrieren,  und  beachtet  man,  dass 

f{a-{'hx)dx  =  -Yf{(i-\-hx).hdx 

ist,  setzt  alsdann: 

ff) a-\-hx  =  u 

nnd  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 

1     ß] hdx  =  du 

;  Eo  erhält  man: 

I  »i.  .  .    ff(a^hx)dx  =   A^  f{u)du 

oder  =     -  I  f(u)du 


Ist  nun: 


also: 


ff{u)du  =  F{u)^G, 


Jf[a^hx)dx  =  l[F(u)  +  C,\ 


AuHösimg  1.  Setzt  man  (analog  wie  in 
der  Erkl.  208  für  die  Aufgabe  203  ange- 
deutet) nach  einer  näheren  Betrachtung  der 
vorgelegten  Differentialfunktion : 

(a  +  fta^y'dx 
f{a-\-hxYdx  =   f^ia  +  hxf  .Idx 

setzt  man  ferner  hierin: 

a) a-{-hx  =  tt 

und  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Dif- 
ferentialgleichung: 

ß) h  .  dx  =  du 

SO  erhält  man: 

Ha  +  hxY  dx  =  I  ^'  I*"  •  du 

Hieraas  ergibt  sich  nach  der  Anmerk.  21 : 

oder  nach  der  mittels  der  Gleichung  a).  aus- 
geführten Rücksubstitution: 


ß 


oder: 


(a+5xr.x=|.(«±^^i-t^C 


«i-l 


oder  =  |.F(tt)+  l  C, 

oder  nach  Anmerkung  0: 

^'■'ff(a  +  hx)dx=    J.F(w)  +  C 

und  berücksichtigt  man,  dass  nach  der  mittels 
der  Gleichung  a).  ausgeführten  Rücksubstitution: 

^i,.  ff(a-\-bx)dx  =    ^^-'F{a  +  hx)  +  C 

i^t,  so  kann  man  nach  dieser  allgemeinen  In- 


A).  .  .ßa+bt^Tdx  =  ^-"±^''^1^  +C 


AuilÖBung  2.  Nimmt  man  nach  der  in 
der  £rkl.  212  aufgestellten  Regel  an,  dass 
die  durch  a  +  h,x  dargestellte  Grösse  die 
Variable  u  und  dx  deren  Differential  du 
sei,  so  erhält  man  (dieses  gedacht,  nicht 
ausgeführt)  nach  jener  Regel  nnd  nach  der 
früheren  Integrationsformel: 
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tegrationsformel  die  Integrationsregel  auf-  n  u"~^^ 

stellen :  /  w"  äu  —  — —  -  +  C 

Regel.    Hat  man  irgend  eine  solche  Diffe-  (gieh«  Antw.  aof  Fng«  2S) 

rentialfnnktion  zu  integrieren,  welche  der  all-  ^  ,  ^ 

gemeinen  Form:  f{a  +  hxfdx  =  f  (^+M_4.c,l :  b 

entspricht,  in  welcher  a  und  &  irgend  welche  ^^^^' 

konstante  Grössen  bedeuten,  so  integriere  man  /J  j_ä  ^'•/7     —  (^  +  ^^r'^^_i    ^     ^ 

eine  solche  Dififerentialfunktion  gerade  so,  als  J(a-^ox)  dx  ^    ~Mn-l-l)      '  ^      ' 

ob  an  Stelle  von  a  +  6  .  x  nur  die  Variable  w,  \   t^  / 

an  Stelle  von  dx  deren  Differential  du  stünde,  und  in  Rücksicht  auf  die  Anmerkung  6: 

dividiere  aber  das  hiemach  erhaltene  Integral  ^  /     i_i,  \n  \  i 

(in  welchem  i«  =  a  +  6«  zu  setzen  ist)  durch  a).  . .  /(a4-bx)**dx  =  ^^TLr^^ l(J 

jenen  konstanten  Faktor  &,  in  Zeichen:  "J  6(n-|-lj      "^ 

0,    ,  r  X  ,         Ptp/    I  1.  X  1  All   ».  nämlich  dasselbe  Resultat  wie  in  Auflösung  1. 
/^(a  +  oa:)rf«  =  l-F(a+ftx)  +  CJ  :6  ^ 


/' 


oder  =  ■^-F(a  +  hx)  +  -j--  C 
oder  =    y.F{a  +  hx)+C 

(siehe  Anmerk.  6). 


1 


Lösungen :  j 


Aufgaben: 

Man  soll  die  im  nachstehenden  angedeute- 
ten Integrationen  ausführen: 

205).  /{Sx'\-b)^dx Setzt  man: 

(Sx  +  b)^dx  =   ^  .(3«  +  5)ß.3dx 

und  in  weiterem: 

•«) Soj  +  S  =  ti 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Dif- 
ferentialgleichung : 

ß) Sdx  =  du 

so  erhält  man  nach  jener  Umformung  und 
dieser  Substitution: 


f(Zx  +  b)^dx  =    f-^uKdu 


Hieraus  ergibt  sich  nach  der  Anmerk.  21  : 

oder  nach  der  mittels  der  Gleichung  a).  aus- 
zuführenden Rücksubstitution: 


fi 


A) 


. . .  /(3x  4-  5)6  dx  =   g^j-  •  (3«  +  5)'+  <' 


206). /(ax-\-b)"dx Analog  wie  vorhin  erhalt  man: 

ßax+bydx  =  ;i(„^^iy  •(«*+»)"+'  +  ''• 
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207).  J {a  +  hx)^dx Setzt  man,  analog  wie  in  Auflösung  der 

Aufgabe  205  r 

(a-\-bxy  dx  =  -^(a-^-bxy.hdx 

0 

Erkl.  213.    Die  durch  /(a  +  bx^dx  ange-        ,  . 

j  *  *   T  *      *•  k''     1.  A  rix         j      iiod  im  weiteren: 

deutete  Integration  ergab  nach  Auflösung  der  ' 

Aufgabe  207  (mittels  Umformung  und  Substi-       a) a+bx  =  u 

tution)  als  Resulut:  ^j^^  ^^^^  ^^^  ^.^j^  hieraus  ergebenden  Diffe- 

fa  +  6x)5  -      _  rentialgleichung: 

3  5        -f  *-  «.  J.  — 

a»4-3a»&a;+3ad»g»+63g3  Ä b.dx  =  du 

3  5  1    ^  so  erhält  man  nach  jener  Umformung  nnd 

also:  dieser  Substitution: 

a)...  /i«  +  6x)Mx  =  f^+a^x  +  abx^+  f(a+bx)^ dx  =  /-J  -uVdu 

~3       1"  ^'  Hieraus  ergibt8ichnachderAiiiiierkung21 : 

Führt  man  die  durch  f{a  +  bx^  dx  ange-  f(a^hx)^  dx  ==  1  -  — —  4-  C 

deutete  Integration   aus ,    indem    man    vorher  J  '    ^     2-|-l~ 

(a^hxY  entwickelt,  also:  ^^^^  ^^y^  ^^^  ^^^^^  ^^^  Gleichung  a).  aus- 

j\a-\-bxYdx  =y'(a?  +  2a6aj  +  &*x')da;  zuführenden  Rttcksubstitution : 

^^^       .  A).  .  .  f(a+bxy  dx  =     ~  •  (a  +  bxy  +  C 

setzt,  analog  wie  in  den  Auflösungen  der  frühe« 
ren  Aufgaben  64  bis  66,  so  erhält  man: 


(liehe  die  Erkl.  218  und  214). 


/ 


oder: 


{a-^-bxydx  =  (rt'a;  +  Ci)4- 

{abx^  +  c,)  +  (^  +  c) 


bi. ..  Ua-^-bxYdx  =  a' ac  4"  *  ^ ^''  + 

3     ^^^ 

Die  beiden,  auf  den  rechten  Seiten  der  Glei- 
cbungen  a).  und  b).  stehenden  Integrale  unter- 
scheiden sich  in  den  unbestimmten  Grössen  C, 
femer  dadurch,  dass  in  dem  Integral  rechts  in 

üleicbang  a).  das  Glied  ^  enthalten  ist,  wel- 
ches m  dem  Integral  rechts  der  Gleichung  b). 
Qicbt  enthalten  ist. 

Der  Grund  dieser  Unterscheidung  ist  darin 
zu  suchen,  dass  bei  vorheriger  Ausführung  der 
üi  (a-^-bxy  angedeuteten  Potenzierung  und  der 
darauf  folgenden  Integration  (durch  Zerlegung), 
^e  Yorstehend  geschehen  ist,  eine  Reihe  von 
Grössen  Cj,  Cj,  (^  (deren  Summe  =  <\  gesetzt 
»urde),  welche  den  durch 

fa^dx,   f^abxdx  und    fb^x^dx 

^gedeuteten  Integrationen  entsprechen,  unbe- 
stimmt bleibt,  während  bei  dem  in  Auflösung 
der  Aufgabe  207  angewandten  Verfahren  (Me- 
thode der  Umformung  und  Substitution)  nur 
^ine  durch  0  bezeichnete  Grösse  unbestimmt 
bleibt,  welche  der  durch 
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ju^.du  oder  auch  durch  .  •  / {a-^-bxy.h.dx 

angedeuteten  Integration  entspricht. 

Zwischen  den  Grössen  C  und   C^  muss  so- 
nach die  Beziehung: 


«) C,=  C  + 


a» 


36 
hestehen  (siehe  auch  die  Erkl.  211  und  214). 

Erkl.  214.  Aus  der  Erkl.  213  ergibt  sich, 
dass  die  Integration  der  Differentialfunktionen, 
welche  der  Form: 

entsprechen,  bestimmtere  Resultate  er- 
geben, wenn  dieselben  nach  der  Methode  der 
Substitution  ausgeführt  werden,  als  wenn 
vorher  das  Binom  (a-^bx)*^  entwickelt  und 
dann  erst  integriert  wird. 


208).   /(2a;»+6)^a?«(fa; Setzt  man: 

1 


(2x*+by.x^,dx  =:   g-(2a:«+5)\6ir«(Jx 

und  in  weiterem: 
o).    .    .    2«3-|-5  =  u 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung : 

ß).    .    .    .  Gx^dx  =  du 

so  erhält  man  nach  jener  Umformang  und 
dieser  Substitution: 

/(2x»+5)^Ä^drc  =  f^-u^du 
Hieraus  ergibt  sich  nach  der  Anmerkung  21 : 

l(2x^+by,x^dx  =  -i-.- _--|-C 

oder  nach  der  mittels  der  Gleichung  a).  aus- 
zuführenden Rücksubstitation: 


A).  .  .  f(2x^+by.x'^dx  =    }^~'(2x^+by+C 


48 


209).  /(a+hx"y\^"-'dx Setzt  man: 


(a+öxT-x'—^rfa;  =     ^^{a+bx^T.nhx"'^  dx 

n,b 

und  im  weiteren: 

o) a-\-bx**  =  u 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 

ß).    .    •    n.b.x^^^^dx  =  du 

so  erhält  man  nach  jener  Umformung  nnd 
dieser  Substitution: 

fi.a^bx'T.x''-'^  dx  =  f^   •«"•.  dt« 
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Preisgekrönt  in  Frankfart  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Diesei  Werk,  welchem  kein  ftknliches  lar  Seite  steht,  encheiat  moiutilicli  in  ^— i 
Heften  sa  dem  biUlgren  Preige  ron  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlang  der  wichtif- 
sten  und  praktischBten  Aufgaben  ans  dem  Cfesamtgeblete  der  Mathematik  9  Physik, 
Meehanik,  math«  Geographie,  Istronomiey  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbshi-, 
Brtteken-  nnd  Hoehbanes,  des  konstrakttren  Zeielmens  etc.  etc.  and  swar  in  TollstiBdlg 
gelMter  Fenn,  mit  fielen  Figuren,  Ei^ISmngen  nebst  Angabe  and  Entwickelniig  der 
benntiten  Sitae,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lteang 
jedermann  Terst&ndlich  sein  kann,  bezw.  wird^  wenn  eine  grossere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sieh  in  ihrer  Gesamtheit  eri^ien  and  alsdann  anch  alle 
Teile  der  reinen  and  angewandten  Mathematik  — -  nach  besonderen  idbstindigeo  Kapi- 
teln angeordnet  —  Torlieg^L 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngelSsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
ftberlassen  bleiben,  und  zugleich  Ton  den  Herren  Lehrern  fftr  den  Schulunterricht  bennttt 
werden  können.  —  Die  Usangen  hierzu  werden  spftter  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  dei 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTorseieli- 
nls,  Beriehtignngen  nnd  erlintemde  ErklSrungen  Aber  das  betreifende  Kapitel  zur  Ausgabe 

Das  Werk  behandelt  zunftchst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-natnrwiBsen- 
schafüichen  ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealsehnlen  L  nnd  !!•  Ord.,  gleich 
bereehtlgten  höheren  Bllrgersehnlen,  Priyatschnlen,  djminasien,  Realgymnasleii,  Pre- 
gymnasien,  Sehnllehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerkaehnlen, 
Gowerbesehnlen,  Handelssehnlen,  teehn.  Torbereitangssehnlen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildnngsoehnlen,  Akademien,  üniTersitftten ,  Land-  nnd  ForstwissensehallaaehnleD, 
MiUtirschnlen,  Torbereitnngs-Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  Ar  das  Eiijihrig-Frei' 
willige-  nnd  Oflliiers-Examen,  etc. 

Die  Sehliler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  F&cher,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Sehritt  gelüste,  Aufgaben- 
sammlung inunerwfthrend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  PrQfkingen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fraehtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  Yorgeführt 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  krtftige  Sttttie  für  den  Schnl- 
unterricht  geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  maihematischen 
Disziplinen  —  inm  Auflösen  ron  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
flbrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schttler  bei  seinen  h&uslichen  Arbeiten  eine  toII- 
stftndige  Anleitung  in  die  H&nde  gegeben  wird,  entspreehende  Aufigaben  zu  litaen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  rerwerten.  Lotst,  Liebe 
und  Terst&ndnls  for  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Arehitekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Mlütirs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  AufCrisehung  der  erworbenen  und  Yielleicht  vergesseneD 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Berufs« 
Bweigen  Torkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  yerleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertnngen  und  weiteren  Forschongen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Bedaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
▼erbreitet.  —  WOnsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Yerfkaser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  and  wird  deren  Erledigong 
thunlichst  berücksichtigt 

Stattgart  Die  Terlagsbandluiig. 
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/< 


A). 


Hieraas  ergibt  sich  nach  der  AnmerknDg2 1 : 

^     '         '  nb     m-^l    ' 

oder  nach  der  mittels  der  Gleichung  a).  aus- 
zuftlhrenden  Rflcksubstitution : 

J  6n(TO-|-l)     ^     '         '  ' 


210).  y(a+&Ä*"^  J^'.Ä^cfa; Analog  wie  vorhin  erhält  man: 

A). .  Jia+l.^'^T.^^ä.^  --^^ ^-1  -_  .  (a+.x'^+r +»  +  C 

m).  ßx^  +  Sx^7y.(x+-^)dx  .    .    .    .       Setzt  man: 

(x^-\-Sx-iy.{x  +  ^)  dx  =  y  («»+3«- 7)2. (2a; +8)  d« 

und  im  weiteren: 

o).    .    .    .     «2  +  3« — 7  =  t« 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 

/»)....  {2x'\'Sx)dx  =  du 

so  erhält  man  nach  jener  Umformung  und 
dieser  Substitution: 

f{x^+Sx—iy.(x  +  ^)dx  ^  f^'U^.du 
Hieraus  ergibt  sich  nachder Anmerkung21 : 

oder  nach  der  mittels  der  Gleichung  a).  aus- 
zuführenden Rücksubstitution: 

..  . y(a;»+3«-7)».(a?+-2)daj  =  -1.  («1+3«— 7)«+ C 


A) 


Anfgaben:  Losongen: 

Van  soll  die  im  nachstehenden  angedeu- 
teten Integrationen  aasführen. 

'^^'  JVä+Tx.dx Beachtet  man,  dass: 

ya-\'bx.dx  =  {a  +  bx)'^.dx 

ist,  setzt  man  ferner: 

i  1  1 

(a  +  6  xy.  dx  =  y  (a  +  5  a;)^.  6  ela: 

und  hierin: 

a) a  +  ftac  =  u 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Dif- 
ferentialgleichung : 

ß) b.dx  =  du 

so  erhält   man   nach  jener  Umschreibung, 
jener  Umformung  und  dieser  Substitution: 

^lejer,  Integralreelmnng  I,  I.Teil.  13 
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Hieraus  ergibt  sich  nach  der  Anmerkung  21 : 


1     «* 


/Va  +  bxdx  =  Y'  "T 1"  ^ 

oder  nach  der  mittels  der  Gleichung  a).  aus- 
zuführenden Rücksubstitution: 


A) 


.  .  .  jya-\-hxdx  =  -ov^-VCa+fcx)^^ 


213).    lYa'^  —  x^.2xdx Beachtet  man,  dass: 

Yä^  —  x^.2xdx  =  {a^'-x^)^,2xdx 
ist,  setzt: 

(a^  —  x^)'^.2xdx  =  -(a«-«')'2'.-2a:di 

und  hierin: 

a) a^  —  a?'  =  u 

und  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 

ß) — 2xdx  =  du 

so  erhält  man,  analog  wie  vorhin: 

A).  .  .   fVö^^^^^'^^äx  =  —  yVC«'— «=)'-t<^ 


/•5 

214).    /  Yia^hx)^  dx Beachtet  man,  dass: 


6  1 

y{a'\'hxYdx  =  (a  +  6a:)^  dx 

ist,  setzt  man  ferner: 

(a  +  hx)^dx  =  I  (a+6«)*.6.(fa- 

und  hierin: 
a) a-\-hx  =  M 

also: 
ß) hdx  =:  du 

so  erhält  man,  analog  wie  in  Auflösung  der 
Aufgabe  212: 

/.  5 5    6 

A).  .  .   /  y(a-^hxYdx  =  ^V{a^hxY-r^ 


^  ^  dx Beachtet  man,  dass: 


ist,  setzt  man  ferner: 

(l -^  x^)~\  x"^  dx  =  —  1  .(1-ä3j-2»3^;j^ 

und  hierin: 


Aufgaben  z.  Einüb.  in  d.  Auffind,  unbestimmt.  Integrale  mittels  Integration  durch  Substitution.  195 

o) 1 — 0?'   =    M 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 

ß) — Zx^dx  =  du 

so  erhält  man  nach  jener  Umschreibung, 
jener  Umformung  und  dieser  Substitution: 

Hieraus  ergibt  sich  nach  der  Anmerkung  21: 

oder  nach  der  mittels  der  Gleichung  «).  aus- 
zufahrenden Racksubstitution: 


/ 


A) 


•  •  /(liU^^*  =  i-T~^+  ^  "^''  =  sttW"^  ^ 


216).  r 


7 


dx Beachtet  man,  dass: 


dx  =  m.(^a  +  bx)     '  dx 

ist,  setzt  man  ferner: 

und  hierin: 

«) a-\-bx  ^=  u 

also  hiernach: 

ß) h  dx  =i  du 

80  erhält  man,  analog  wie  in  Auflösung  der 


Aufgabe  212: 


m  ,  7  m    ?^ 


Y(a-i-bx)^ 


/x  —  0 
das Beachtet  man,  dass 
[(x-by+aT 


^ — dx  =  [(X  —  b)^  +  a^]-  *\  («  —  b)  dx 

ist,  setzt  man  ferner: 
[(x  —  by.  +  a']-'*'.ix  —  b)dx  =  y.[(a:  — 6)'  +  a2]-'~.2(a;-6)daj 

und  hierin: 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 

ß) 2{x-'b)dx  =  du 

SO   erhält   man  nach  jener  Umschreibung, 
jener  Uaiformung  und  dieser  Substitution: 
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A).  .  .   f- 


J  [(«-li)"+oT  J  ' 

Hieraas  ergibt  Bicb  nachderAnmerliDDgSl : 

oder  nach  der  mittels  der  Gleichosg  o).  ans- 
znführendeD  ROcksnbstitation : 


2{Hi  — 1)     [(a._6)i_f.o»]— 


f^^"' Beachtet  mao,  dass: 

ist,  setzt  man  ferner: 

nnd  hierin: 
b) 3a;*  +  7  =  H 

also  nach  der  sich  hieraas  ergebenden  Diffe- 

rentialgleicbnog:  i 

ß) l2x^tix  =  äu 

so  erhalt  man:  j 

Hieraus  ergibt  sich  nacb  der  Anmerkung  2 1 : 


T  nach  der  mitte 
ihrenden  Bückst 


12  '  —2  +  1  "^ 
oder  nach  der  mittels  der  Gleichnng  i).  ans- 
zuführenden  Bücksabslitntion : 


f       « 


[ntegration  kamt  man  auch  wie 

jd:  und  hierin 


Beachtet  man,  dass: 

Va'+x» 
ist,  setzt  man  femer: 


O'+iBi  =  » 


")■ 


also  nach  der  sich  bierans  ergebenden  Diffe- 


;  sich  hieraus  ergebenden  Diffe-  rentialgleichnng: 


adx  = 


so  erhält  man: 


— d.  =  /•ii  oder  =  ft.  -/  V."+  «■  ^2 

■|-x'  y   V"*  Hieraus  ergibt  sich  nach  der  Aomerk.  21: 
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Da  nun: 


-1+1 


fc 


J  Vd*+x*  2         1      , 

und  nacn  Gl«ichimg  a).:  2  ~'~ 

0,) w  =  Vä*+ «<~  oder  nach  der  mittels  der  Gleichong  «).  aas- 

ist, so  erhilt  man  schUesslich:  «uführenden  Rflcksnbatitntion: 

,,/*»,  ,/~^-, i^   ,      _  A).  .  .   l-^r-%r=r^  dX   =   V«*+  «*  +  <? 


(liehe  Erkl.  215). 


/ 


^/— = — ^  <*» Analog  wie  in  Anflösong  der  vorigen  Auf- 

V»  —^^  gäbe  219  erhält  man: 

A). . .  f^'-^  dx  =  Yx^^^+  C 
r>         -^J? Beachtet  man,  dass: 


-—?L=r da?  ==(«•  + 1)    ^.«»<iaj 
ist,  setzt  man  femer: 

ond  hierin: 
a) a:*  +  l  =  u 

also  nach  der  sich  hieraas  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichnng: 

ß) Ax^dx  =  du 

80  erhält  man: 

/dx  =   l-j-'uT'^.du 
Vx^  +  l  J^ 

Hieraus  ergibt  sich  nach  der  Anmerk.  21: 


f— 


dx  =  ^.^ +  C 


oder  nach  der  mittels  der  Gleichung  «).  aus- 
zufahrenden Rücksubstitution : 

A). ..  f—r^^  —  dx  =  i-V^iqr+a 


^^).  -7====r=r  da; Beachtet  man,  dass: 

,_ da;  =  (a»  +  b'g^)    ^a^da; 

ist,  setzt  man  femer: 

(a'  +  6'x')""^.a;da;  =  -g^- (a«+ 6«a;2)~^.26«a;da; 

und  hierin: 
a) a'  +  6'«*  =  u 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 


198  Integralrechnung  I.  —  1.  Teil. 


ß) 2h^xdx  =  du 

so  erhält  man: 

dx  =    / 'U^^.du 

und  hieraus  ergil>t  sich  nach  der  Anmerk.  21: 


Jva' 


2^ 


oder  nach  der  mittels  der  Gleichung  «).  aus- 
zuführenden Rücksubstitution: 

A). ..  f  ^     ^  dx  =  i.Va«+6»x»+C 


223).    /—===^dx Beachtet  man,  dass: 


1 


^da?  =  (1  — a;»r^.x<2« 
V^l-aj» 

ist,  setzt  man  femer: 
(l—x^~^.xdx  =  — i-.(l-«'r'2".  — 2jar 

und  hierin: 

«) 1— -a?*  =  t* 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 

ß).    .    .    .    —2xdx  =  du 
so  erhält  man: 

f  ,   ^        dx=:  f-^^^u-^^du 
J  Yi^x-'  J       2 

Hieraus  ergibt  sich  nach  der  Anmerk.  21: 

dx  = S-- z -^-C 


A) 


2^ 

oder  nach  der  mittels  der  Gleichung  a).  aus- 
zuführenden Rücksubstitution : 

...  f—^ dx  =  -^\  .Yl^^'-^  C  oder  =  -Vr=^^+t' 


224). 


— -- — -  da; Beachtet  man,  dass: 

V«'— »^  ax 


1 


doj  =  {a'^  —  x^)    '^ .axdx 

Ya^—x^ 

ist,  setzt  man  femer: 
(a-^-x^r^.axdx  =  — -|^  •  (a»  -  «»)" "^ .  —  2x  Jj* 

und  hierin: 

a) a'  — a;*  =  tt 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 

ß) —2xdx  =  du 

so  erhält  man: 
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icra 

A 

2 

oder  nach  der  mittels  der  Gleichung  «).  aus- 
zufahrenden Rflcksubstitution : 

A)...  f-y-^^^dx  =  — a.V^i^^^^^+C 


Hieraus  ergibt  sich  nach  der  Anmerk.  21: 

-1+1 
ax        ,  a      u     ^^ 


2*25).   /  ~dx In  analoger  Weise  wie  vorhin  erhält  man : 

J  yfö^^x-^  ^   ^  

A)...  l--^L==dx  =  —  Va'  — «»+  C 

22tj).  J'cos^».  sin x.dx Beachtet  man,  dass: 

cos^x  sinx  dx  =  {eo8  xy .  sin x  dx 
ist,  setzt  man  femer: 

(eosxysinxdx  =  —  (co«ac)^  — «nxdaß 
und  hierin: 

a) C08X   =    U 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 

ß) — sinxdx  -=  du 

so  erhält  man: 

fcoa^x .  sinx  .  dx  =  /*—  («)* .  du  oder  =  ^fu^  du 

Hieraus  ergibt  sich  nach  der  Anmerk.  21: 


/ 


„8+1 


cos^xsinxdx  = qXI ^ 

oder  nach  der  mittels  der  Gleichung  «).  aus- 
zuführenden Rücksubstitution: 

/l                                                                  CO^  X 
co8^x  sinx  dx  =  —  -27  *  («o«  «)*  —  C  oder  = C 

227).   /— -=— <^« Beachtet  man,  dass: 

/    CO8* X 

sinx    -  .        ._2     .       , 

,  -  dx  =  icosx)      ,8inxdx 
cos*  X  ^        ' 

ist,  setzt  man  femer: 

(cos 0^"^,  sinx  dx  =  — l.(cosx)""^.  — «nÄd« 
ErkL  216.    In  den  Auflösungen  der  Aufgaben 
227  und  228  sind  die  in  Antw.  auf  Frage  14   tind  hierin: 
bereits  aufgestellten  Integrations formein :  ^ cosx  =^  u 

a).  .  .  ,    /_5!L5-  ^x  =  stcx-\-  C  also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 

J  co<^x  rentialgleichung: 

oder  = \-C  ß) — sinxdx  =z  du 

cos  X    '  ^^ 

und  so  erhält  man: 
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b).  .  .  .  /— 7-= — dx  —  --eo$ecX'\-C  1 = — dx  =   /— l-ti    ''du 

'  J  sxn^x  '  j  cos^x  J 

0^QY  = - h  C  Hieraus  ergibt  sich  nach  der  Anmerk.  21: 

sinx    "^  .  _ft-ui 

— - — dx  =  — !• — ö~L  r  +  ^ 
„ ^ „ ^^*  ^  —  ^-hi 

oder  nach  der  mittels  der  Gleichung  a).  aus- 
zuführenden Rücksubstitution: 

A).  .  .  / ^—  dx  =  z-  •  C08x'~^'\'  C  oder  =  +  C 

'        J    C08^  X  —  1  '  COSX 

_^_^^^_^  (siebe  Erkl.  216). 

/C08  X 
-r-^—dx Beachtet  man,  dass: 
Slfl*X 

COSX     -  .   .       ._2      ^         3 

—r-r — dx  =  (smx)     .eosxdx 
sm^x  ' 

ist,  und  setzt  man  in  weiterem: 

a) sinx  ^=  V. 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 

/9) eosxdx  =  du 

so  erhält  man: 

/COSX    .  /*  — 2    j 

—r— — da;  =    lu    ^,du 
sxn^  X  J 

Hieraus  ergibt  sich  nach  der  Anmerk.  21: 


/ 


—  24-1 
COSX     j  u     '^^      , 

dx  =  — j5 du 

sin^  X  —  2  4"  1 


oder  nach  der  mittels  der  Gleichung  ff),  aas- 
zuführenden Rücksubstitution: 

A).  .  .  f~r^dx  =  —  {8inxr^+  C  oder  = 3 h  C 

(siehe  Erkl.  216). 

Anmerkong  22.  Die  in  nachstehenden  Aufgaben  229  bis  262  enthaltenen  Differentialfunk- 
tionen  können  mittels  Benutzung  der  in  Antw.  auf  Frage  23  aufgestellten  Integrations- 
formel  2:  C      \ 

ja*  —  du  =  a,lgu-\-C 

in  welcher: 

u  =  G{x)\   du  =  g{x)dx 
ist,  integriert  werden. 

Diese  Aufgaben  sind  in  zwei  Gruppen  eingeteilt: 

Die  erste  dieser  Gruppen  (Aufgabe  229  bis  238)  enthält  solche  Differentialfunk- 
tionen,  die  mittels  entsprechender  Substitution  einer  Variablen  u  direkt 
nach  jener  Integrationsformel  (oder  nach  der  in  der  Erkl.  218  aufgestellten 
Regel)  integriert  werden  können  (siehe  die  Erkl.  217). 

Die  zweite  dieser  Gruppen  (Aufgabe  239  bis  262)  enthält  solche  Differentialfank* 
tionen,  welche  nach  vorheriger  Umformung  wie  die  in  der  ersten  Grappe 
enthaltenen  integriert  werden  können  (siehe  Erkl.  223). 

Aufgabe  220.    Man  soll  die  durch 

&  +  2cg 
a-^-hX'^cx'''  Anflösnng.    Setzt  man,  siehe  Erkl.  217: 

angedeutete  Integration  ausführen.  a) a-\'lx-{-cx'^  ^  u 


I 


h) —'du 

u 
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ErU.  217.    Bei  näherer  Betrachtung  der  in  und  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
Aufgabe  229  Yorgelegten  Differentialfunktion:  rentialgleichnng: 

.)....  _^±.?^rf«  d.i.  =  /») (h  +  2cx)dx  =  du 

a-±  x  +  cx  g^  erhftlt  man  nach  dieser  Snbstitation: 

— -^-i- ^'{b  +  2cx)dx  r     5-f2cx       ,  ri     . 

a  +  bx  +  ex^  .  ^    '         '  / — r-r t^^  =  /  —  ^«* 

ersieht  man  sofort,  dass  diese  Differentialfunk-       __.  ^«.^  ^  i.       i.  j      a         %        aa 

tion  zu  denjenigen  gehört,  welche  der  Form:  Hieraus  ergibt  sich  nach  der  Anmerkung 22: 

— r^ — : r-  dx  =  IguA-C 

a  +  bx-^cx^  ^    ^ 

entsprechen;  denn  setzt  man:  o^jer  nach  der  mittels  Gleichung  a).  anszu- 

(t) a  +  bx-{'Cx^  ^  u  fahrenden  Rflcksubstitution: 

so  ergibt  sich  hieraus,  dass:  /•  ft  +  2ca;      ,     —  Lira-Ä-4-     «'i-t-r 

bdx  +  2exdx  =  du  ^'Jä^bx-^ex^    *  "  ^^*"^  x-^cx  )^ 

oder  dass:  (»Uh«  die  £rU.  siS). 

ß) (6  +  2cx)da  =  du 

ist  (siehe  ErkL  218). 

IrkL  218.  Nach  Antw.  auf  Frage  28  hat 
man  die  Integrationsformel: 

a) l—du  •=  lgu-\'C 

ia  welcher: 

fli t*  =  G{x) 

und  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 

/f) du  =  g{x)dx 

ist 

Schreibt  man  jene  Integrationsformel  in  Rftck- 
sicht  auf  die  Gleichungen  a).  und  ß),  auch  in 
der  Form: 


«der  ia  der  Form: 

A).  .   .   f^^dx  =  lg[a{x)\  +  C 

und  berücksichtigt  man,  dass  nach  Gleichung  ß). 
die  durch  g{x)  dargestellte  Grösse  die  erste 
aus  Q{x)  abgeleitete  Integralfunktion 
oder  der  erste  Differentialquotient  der 
Funktion  0{x)  ist,  so  kann  man  nach  der  In- 
tegrationsformel  A).  die  Integrationsregel  auf- 
stellen: 

RegeU  Das  Integral  einer  allgemein  durch 
{[j^).dz  oder  auch  durch:  a,f\x)dx  dargestell- 
ten Differentialfunktion,  welche  die  Eigenschaft 
H  dass  der  Differentialkoeffizient  f{x)^  abge- 
sehen von  dem  konstanten  Faktor  a,  ein  Quotient 

Q.  >  ist,  dessen  Dividend  g{x)  die  erste  aus 

dem  Divisor  G{x)  abgeleitete  Integralfunk- 
tion oder  der  erste  Differentialquotient  von 
dem  Divisor  G{x)  ist,  ist  gleich  dem  (mit  jenem 
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konstanten  Faktor  a  multiplizierten)  natürlichen 
Logarithmus  lg  \G-(xj^  diesesDiYisorsplus  einef 
unbestimmten  Grösse  C,  in  Zeichen: 

A).  .  .     -f-^dx  =  lg [G{x)]  +  C 

oder  allgemeiDer  (siehe  Anmerkong  6): 

B).  .  .fa.^dx  =  a.lff[&(x)]  +  C 

vorausgesetzt  dass: 

9(<»)  =  —Ix- 
ist. 


Aufgaben :  Lösungen : 

Man  soll  die  im  nachstehenden  angedeute- 
ten Integrationen  aasführen. 

230).     /— — —  dx    .    , Analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  229, 

^  ^     ^  oder  nach  der  in  der  Erkl.  218  aufgestellten 

Regel  erhält  man: 

A).  .  .  .  / — ——dx  =  lg(x  —  a)-\-C 
231).    / — TT"^^ Analog  wie  vorhin  erhält  nian: 

232).    /-rz: — ^^ Analog  m6  vorhin  erhält  man: 

/2x 
-j^-^  »Ä Analog  wie  vorhin  erhält  man: 

/g^pi iOx-\-  7 
0-3 —  e   2  in     i_«;  ^^ Analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  229, 
öx  -öx  -i-ix-i-o  ^^^^  ^^^^  ^^^  .^  ^^^  j,^^j  2^Q  aufgestell- 

ten Regel  erhält  man  (siehe  Erkl.  219): 


/•     9a;»  — 10«  4- 7        ,  ,    ,0   ,      ^    ,  .  «     .   irv 


( 


Erkl.  219.  Bei- der  Ausführung  der  in  der 
Aufgabe  234  angedeuteten  Integration  beachte 
man,  dass  der  Differentialkoeffizient  ein  Quo- 
tient ist,  dessen  Dividend  9x» — 10a; -|- 7  die 
erste  aus  dem  Divisor  3«*  — 5a;»  +  7a; +  5 
abgeleitete  Integralfunktion  oder  der  erste 
Differentialquotient  von  dem  Divisor 
3a5»— 5Ä»+7a;  +  5  ist. 
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235).    l-jr-r--  äx ADalog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  229, 

J  ^  +  ^  oder  nach  der  in  der  Erkl.  218  aufgestell- 

^  ten  Regel  erhält  man  (siebe  Erkl.  220): 
Erkl.  220.    In  dem  Quotienten  ^           ist  ^    ^ 

der  Dividend  t'  die   erste  aus   dem  Divisor  ^)-  •  '  J-^Zf^^^  =  ^g(^  +  o)  +  C 
f'-x-a  abgeleitete  Integralfunktion  oder  der 
erste    Differentialquotient   des   Divisors 


—  28%nx  —  ßsinx  cosx 


236).    I  -^ s ö-^-i —  dx   .    ,    .      Analog  wie  in  Auflösung  der  -Aufgabe  229, 

^     Z^a:  +  2co5«-3«in  x  ^^^^  ^^^y^  ^^^  -^  ^^^  g^j^,   gis  aufgestell- 

ten Regel  erhält  man  (siehe  Erkl.  221): 


*  r   '   'J       Igx 


—  28inx  —  6  sinx  cosx 


-|-2co«ap  —  3«tn'a5 

Erkl.  221.    Aus  der  Integralgleichung: 

a) u  =  7^x  +  2co«a;  — 3«in'a5 

erhält  man  durch  einmalige  Differentiation: 

T— = h2.— «tno;  —  8.2.(ffma;r    '^coax 

dx         X         . 

oder:  ^ 

b). .  .  .  d«  =  I 2sinx  —  ßainxcosx)  dx 

Man   ersieht   hieraus,    dass    der   Dividend: 
28inx  —  ^sinxcosx  des  in  der  Aufgabe 

X 

236  enthaltenen  Quotienten  die  erste  aus  dem 
Divisor  lgx-^-2co8X^  ^sin^x  dieses  Quotien- 
ten abgeleitete  Integralfunktiou  oder  der 
erste  Differentialquotient  des  Divisors 
^gx-^  2co8  X  —  3 sin^x  ist. 


dx  =^f^(J^x  +  2co«a5  — 3wn'«)  + ^ 


2.37).  7- 


—  sin^x-Y  2lgx  sinx  cosx 

^  dx   .    ,    .       Analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  229, 


^^^^^9^  oder  nach  der  in  der  Erkl.  218  aufgestell- 

ten Regel  erhält  man  (siehe  Erkl.  222): 

—  sin*X'\-2lgx  sinx  cosx 

sm^xlgx  ^^  :^    J   « 

SrkL  222.    Aus  der  Integralgleichung: 
ai.  .  .  .  ti  =r  sin^x.lgx 
erhiUt  man  durch  einmalige  Differentiation: 

du  1  2 1 

-j-  r=  sin^x \'lgx.2{sinx)      ^.cosx 

oder:  ^ 

b).  .  .  du  =  y — sin'^X'^2lgx.sinxcosx)  dx 

■ 

Man  ersieht  hieraus,  dass  der  Dividend  des 
in  der  Aufgabe  237  enthaltenen  Quotienten  die 
erste  aus  dessen  Divisor  abgeleitete  Diffe- 
rentialfonktion  oder  der  erste  Differential- 
<liiotient  dieses  Divisors  ist. 
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../ 


238).  J  J  _  ^\\in^  ^* Analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  229, 

arctf^-.«j-t-(^a;  ^^^^  ^^^^  ^^^  .^  ^^^  ^^^^   ^^g  aufgestell- 

ten  Regel  erhält  man  [in  Rflcksicht  darauf, 

dass  Y3;;^  +  — die  erste  aus  arc(<^=a?)+ 
Igx  abgeleitete  Integralfunktion,  oder 
dass  ly^i  +—  der  erste  Differentialquo- 
tient von  arc  (tg  =  x)-{'lgx  ist] : 


/ 


Aufgabe  239.    Man  soll  die  durch 

1  . 


/-. 


,  -dx 
^~r^^  Aoflöanng.    Beachtet  man,   dass   (siebe 

angedeutete  Integration  ausfahren.  E^rkl.  223): 

r- —  dx  =  —  • dx 

Erkl.  223.    Bei  näherer  Betrachtung  der  in  a  +  bx  b     a-^bx 

Aufgabe  289  vorgelegten  Differentialfunktion:   dass  also: 

a) — TT — '^^  I - dx  =  I- - hdx 

^  «  +  ^«  J  a  +  bx^"      J  b     a  +  bx    ^^^ 

ersieht  man  sofort,  dass  diese  Differentialfunk-  igt,  go  erhält  man  nach  dieser  Umformung 

tion  zu  denjenigen  gehören  würde,  welche  der  ^jj^  wenn: 

Form: 

b) — du  '  ' 

^  und  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 

entsprechen,  wenn  dx  oder  der  Zähler  des  Diffe-  rentialgleichung : 

rentialkoeffizienten  — --r--  den  Faktor  b  bei       ß) h.dx  =  du 

a-j-bx 

sich  hätte,  denn  hätte  man:  gesetzt  wird: 

— r-r — da;  d.  i.  =  — r-, —  'bdx  I — t-t — dx  =  /-^'~-du 

a  +  6x  a  +  bx  J  a  +  bx  Jb     u 

und  man  setzt :  Hieraus  ergibt  sich  nach  der  Anmerkung  22 : 

a) a  +  bx  =  u 

so  ergibt  sich  hieraus,  dass: 

ß) bdx  =  du  oder  nach  der  mittels  der  Gleichung  a).  ans- 

..  zuführenden  Rücksubstitution: 

ist. 

Jene  vorgelegte  Differentialfunktion:  . 

1  ^' 

a) dx 

a  +  bx  Dasselbe  Resultat  erhält  man,  wenn  man 

kann  man  aber  so  umformen,  dass  sie,  ab-  direkt  (ohne  jene  Substitution)  nach  der  in 

^  ,       /  .      1  \   der  Erkl.  218  aufgestellten  Regel  die  durch: 
gesehen  von  einem  konstanten  Faktor  I  hier  -i- 1      ^ 

jener  Form  entspricht,  wenn  man  berücksichtigt,    /  y  *  a+bx  ^^*  ^^®'  ^^^^^  1  b  '  ä^bx '  ^' 
dass:  J  T  J  T 

1        ,    __   1         1  ,  angedeutete  Integration  ausführt 

ai).  — ,--7 — ax  —  'iT *  ~   T~v. —  'Odx 
^'     a  +  bx  b     a  +  bx 

ist.    Durch  diese  Umformung  erleidet  die  vor- 


/^Tö^''*  =  -5-'^-+^ 


)-'f-~^äx  =  l-lg(a-tbx)  +  C 


Aufgaben  z.  Einflb.  in  d.  Anffind.  unbestimmt.  Integrale  mittels  Integration  darch  Substitution.  205 


gelegte  Differentialfunktion  ihrer  Bedeutung  und 
ihrem  Werte  nach  keine  Aenderung,  man 
erhält  aber,  wie  Torhin  erwähnt,  eine  solche 
Differentialfnnktion,  die  nach  der  in  der  An- 
merkung 22  erwähnten  Integrationsformel  in- 
tegriert werden  kann,  indem  in  der  Differential- 
fnnktion -:i: r-r — 'häx   für    a-\rbx  =  u 

0     a-^bx  • 

and  hiemach  fflr  h.dx  =  dt«  gesetzt  werden 
kann  und  -i^-  ein  konstanter  Faktor  ist 

0 


Aufgaben: 

Man  soll  die  im  nacbstßhenden  angedeute- 
ten Integrationen  ausfflhren. 


Lösnngen: 


240). 


M 


hx 


dx 


Setzt  man: 
1 


dx  =  — 


1 


—  6 


dx 


a  —  bx  b     a  —  bx 

so  erh&lt  man  nach  dieser  Umformung  und 
mittels  Anwendung  der  in  der  Erkl.  218  auf- 
gestellten Regel  (oder  mittels  der  Substitu- 
tion: 

fl).    .     .    .    a  —  bx  =  u 

/»)....—  bdx  =  du): 


A) 


■  ■  M 


- — dx  =  — -^•lg{a^bx)4-C 
bx  b     ^^  ^  ' 


241) 


m 


'''^'  f-^ 


'''^'  /tt 


.     <lx Analog  wie  vorhin  erhält  man: 

^)--'f^^ä:c  =  ^.lg(a  +  bx)+C 

—  dx Analog  wie  vorhin  erhält  man: 

—  dx Setzt  man: 

ex 

*  a        ,  (i  c       j 

dx  =  —  •  -; — : ax 


b-{'CX 


c     b-\-cx 


SO  erhält  man  nach  dieser  Umformung 
und  mittels  Anwendung  der  in  der  Erkl.  218 
aufgestellten  Regel  (oder  mittels  der  Sub- 
stitution: b'\-cx  =  u  und  cdx=^  du,  wie 
in  Auflösung  der  Aufgabe  239  gezeigt): 


A) 


•••/lT^^*  =  -7-'^(^+^^>+^ 


^)'  f-^a^^- 


Setzt  man: 


X 


x«-[-ö* 


^  1         2a;       , 

dx      =         rC    *   ö~.        ..      (*X 


2     a;»-i-6' 


206  Integralrechnung  I.  —  1.  Teil. 


so  erhält  man  nach  dieser  Umformung 
und  mittels  Anwendung  der  in  der  Erkl.  218 
aufgestellten  Regel  (oder  mittels  der  Sub- 
stitution :    «'  +  &'  =  «*  und  2xdx  =  du): 

oder  nach  den  Regeln  der  Antilogarithmiening : 


245).    /— j^TT^^ Analog  wie  vorhin  erhält  man: 

oder  nach  den  Regelnder  Antilogarithmiening: 

246).     /  .        ^  dx Analog  wie  vorhin  erhält  man: 

A).  .  .yL-^d«  =  ^.lg(l  +  x^)  +  C 
oder: 


247j.    l—~rz^^^ Setzt  man: 


mx 


mx       ,  m        2hx 

ax  =2  • ax 

a^hx^  26     a+hx^ 

so  erhält  man  nach  dieser  Umformung 
und  mittels  Anwendung  der  in  der  £rkl.  218 
aufgestellten  Regel  (oder  mittels  der  Sub- 
stitution: a  +  fta?'  =  u  und  2bxdx  =  du): 


2^^)-  y  a»  ^6»g»  ^^ Setzt  man: 


j;         ^  1       —  2&'x    , 


a2  — ftiflc«  2fc»    a2  — 6»Ä» 

Erkl.  224.    Nach  Auflösung  der  Aufgabe  239   g^  ^^^^^1^  man  nach  dieser  Umformung 

^^^'        r     \  \  ^^^  mittels  Anwendung  der  in  der  Erkl.  218 

a).  .  .  / — -r-T—dx  =  '^lg{a-^hx)-\'C        aufgestellten  Regel  (oder  mittels  der  Substi- 

•/  ^  +  ^*  *  tution:  a'— 6»aj»  =  tt  und  —2}ßxdx  =  du 

ferner  ist  nach  Auflösung  der  Aufgabe  240:       wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  239  gezeigt): 

'»•  •  -/j^TF***  =  -  \-l9[<^-hx)^G  A).  .  .J--^^—dx  =  —^lg{a*-h^x^)+C 

Subtrahiert   man    diese  beiden  Integral-  (siehe  Erki.  224) 

gleichungen,  so  erhält  man: 

Ä+TF''*-/^''*  =  l?^(«  +  6a=)  +  C+|/^{«-6*)-C 
oder,  wenn  man  wie  folgt  reduziert: 
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=  C 

dx  =  -^.Z^(a  +  6«).(a  — 6«)+ C 


{a-^bx)(a  —  bx)  b 


/. 


in; 


mithin: 

1) 


nämlich  dieselbe  Integralgleichung  wie  in  Auf- 
i'jsong  der  Aufgabe  248  (siehe  die  £rkL  226;. 


249),    / -yr^TTT  ^* Analog  wie  vorhin  erhält  man: 

/bx^ 
g-^-ydo; Setzt  man: 

5a:»      ^     _     5         12a;» 

so  erhält  man  nach  dieser  Umformung 
und  mittels  Anwendung  der  in  der  £rkl.  218 
aufgestellten  Regel  (oder  mittels  der  Sub- 
stitution: 3a?*+7  =  u  und  I2x^dx=:  du 
wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  239): 


A) 


•  •  -/si+T^*  =  A..|^(3x*  +  7)+C 


-_»» — 1 

X 


^^1)-    /    "^i  u^n  d^ Setzt  man: 


-^bx** 


dx  =  — = r-^ — jT-dx 


a-^bx**  n.b      a  +  bx" 

so  erhält  man  nach  dieser  Umformung 
und  mittels  Anwendung  der  in  der  Erkl.  218 
aufgestellten  Regel  (oder  mittels  der  Substi- 
tution: a+bx**  z=UTnidn,b.x^''^dx  =  dUt 
wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  289): 


-52).    /- — ^^-^Y^-^i» Setzt  man: 

J  (x  —  a)^-^b^ 


A) 


flß  —  a  ,     __    1  2(a;  —  a)       , 

"(i^~ä)'  +  b^  ^^  "  "2"  •  7^^  4»  V62"  ^^ 

so  erhält  man  nach  dieser  Umformung 
und  mittels  Anwendung  der  in  der  Erkl.  218 
aufgestellten  Regel  [oder  mittels  der  Substitu- 
tion: (a;—a)24-&2=i4  und  2  (a;—a).e?ic=t?  ti]: 
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258).  /iä^W 


dx 


ErU.  225.    Aus  der  Integralgleichung: 

a-^-hx 

u  =  — 

a  —  bx 

erh&lt  man  durch  Differentiation: 

äu  =   («-t«)-+&-(a  +  &«)-6  ^^ 

(a  —  oxy 
oder: 

ab  —  b^x  -|-  a&  +  b^x 


Setzt  man: 
1   _ 


dx  =  -. 


1 


(a  +  bx)  (a  —  bx) 
1 


dx 


oder  = 


(a  — 6^?)» 


a 


bx 


dx 


und 


a  —  bx 


1 


2a& 


(g  — fearp    __     1        (o  — 6a:)» 


du  = 
mithin: 

du  = 


(a-^bx)^ 


dx 


a-^bx 


a^bx 


2ab       a^bx 
a  —  bx 


2ab 


(a~ba;)2 


dx 


80  erhält  man  nach  dieser  Umformung 
und  mittels  Anwendung  der  in  der  Erkl.  218 
aufgestellten  Regel  [oder  mittels  der  Sub- 
a-\-bx  ,      2ab 


^)-  •  'fa^^r  '  ^"^  = 


__    1 

(siehe  Erkl.  226). 


KrkL  226.  Nach  Auflösung  der  Aufgabe  239  stitntion:  ^_^^  =  u  und  ^^_^^p  d«  =  <J«^ 
ist:  siehe  ErkL  225]: 

*)•  •  •jT+b^^"  =  -^--Igia  +  bxi  +  C 
femer  ist  nach  Auflösung  der  Aufgabe  240: 

Addiert  man  diese  beiden  Integralgleichun- 
gen, so  erh&lt  man: 

oder,  wenn  man  dieselbe  wie  folgt  reduziert: 


a-\-bx 

a  —  bx-\-a  +  bx 


f 


dx  = 


b 

l 
b 


-    a  -4-  bx 

lg    ^^     +c 

^  a  —  bx     ' 


=  c 


{a-\'bx){a  —  bx) 


a^  —  b^x^ 


mithin: 

1).  .  . 


dx  = 


da  = 


6 
1 


a  —  bx 


6     ^  a — bx 


19P^+C 


a'— 6'«»  2ab        a  —  bx 

n&mlich  dieselbe  Integralgleichung  als  in  Auf- 
lösung der  Aufgabe  253  (siehe  die  Erkl.  224). 


254) 


/t 


.2« 


+  e' 


2x 


dx 


Setzt  man: 

^2* 

dx  = 


1  +  e 


2« 


1 

'2 


1 


1  +  e' 


2x 


2,e^'dx 


so  erhält  man  nach  dieser  Umformung 
und  mittels  Anwendung  der  in  der  Erkl.  218 
aufgestellten  Regel  (oder  mittels  der  Sub- 
stitution: 1  +  e^*  =  t«  und  2.e^"  .dx=  du, 
wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  239  gesagt) : 


A). 


.  .  f~^dx  =  -l-.1g(l  +  e^-)^c  oder  =  IgVT+J' 


r 
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1.  Teü. 
^H^Ä     I  Fortsetzung  von  Heft  542. 

•&   "!•    I  Seite  209-224. 


VoUstän^g  geUste 

Aufgaben-  Sammlung 

—  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

AigllM  nd  EBtileklni^  dir  bnntitiB  Sttn,  Formdn,  Regeln,  ii  Fradm  nd  intiorten 

erl&utert  durch 

viele  Eolzschnitte  &  lithograpL  Tafeln, 

am  allen  Zweigen 

der  Reebenknnsty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  a.  iph&riflchen 
Tnconometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  u.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Dinerential-  o.  Integral-Bechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Baumes  etc.);  — 
am  allen  Zweien  der  Physik,  Meehanik,  Graphestatik,  Chemie.  GeodlBie,  Vantlk, 
ntnthfimat.  Geognmhley  Astr«nenile|  des  Maschmen-)  Strassen-,  lilsenbalin-y  Wasser-, 
BiHeken-  n.  Hoehfian'si  der  Kenstmktionslehren  als:  darstelL  Geometrie,  Polar-  n. 

Parallel-PerspcMTe,  SehMtenkenstmktlonen  etc.  etc. 
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Selifller,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Hilit&rs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

Studiiun,  snr  VorthfilUs  bei  Schularbeiten  und  zur  ratlonellMi  Venrertimg 

der  exakten  Wissenschaften, 
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SUtbanatikcr,  ▼«•kUttr  kOalgL  prtOM.  VtldaMMW,  rertldat«  groMh.  hMslioher  8«om«tir  X.  XImm 

in  Vrankfurt  a.  IL 
unter  Mitwirkung  der  bewfthrtesten  Kräfte. 
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Das  vollftindige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  Icann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


^  '■  ( 


PROSPEKT. 


Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3 — 4 
Heften  zu  dem  billlgren  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik,  Phjsik, 
Mechanik 9  math*  Geographie ,  Astronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Brfieken-  und  Hochbaues,  des  konstroktiren  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  Tollst&ndig 
gelöster  Form,  mit  yielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwickelnng  der 
benutzten  Sätse,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antvrorten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  >Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapiteln 
angeordnet  -r-  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
aberlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betrefifende  Kapitel  zur  Ausgabe. 
Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  und  IL  Ordn«,  gleich- 
berechtigten höheren  Bürgerschulen,  Privatschulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Fro- 
gymnasien,  Schullehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerkschulen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Yorbereitungsschulen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  und  Forstwissenschaftssehnleni 
Militärschulen,  Yorbereitungs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Ei^Jährigr- Frei- 
willige- und  Offlziers-Examen  etc. 

Die  Schiller,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer  werden  durch  diese,  Schritt  für  Schriu  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prflfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber 
auch  die  Überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgefahrt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schal- 
Unterricht  geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teils  der  mathematischen 
Disciplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  sn  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lust,  Liebe 
und  Verständnis  für  den  Schulunterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Berti fs- 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapital  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Verwertungen  und  weitereu  Forschungen  geben. 
Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfassor, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen,  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Yerlagshandlimg. 
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255) 


sinx 

a  +  bec 


b  eo8X 


dx 


Setzt  man: 


8%nx 


dx  =  — 


—  b  sinx 


dx 


a-\-b  cosx^'"  b     a-\-b  C08X 

80  erhält  man  nach  dieser  Umformang 
and  mittels  Anwendung  der  in  der  £rkl.  218 
aufgestellten  Regel  (oder  mittels  der  Sub- 
stitution: 

a  +  6  .  cosx  =  u  und  —  b  .  sinxdx  =  du 

wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  239  gesagt): 


A). 


/ 


stnx 


a  +  b  cosx 


dx  =  — j-'Jg(a-\-bco8x)-\-  C 


^J>^),  fetgx.dx Setzt  man: 


,           eosx  j 
ctgx  .  dx  =  — : dx 


so  erhält  man  nach  dieser  Umformung 
und  mittels  Anwendung  der  in  der  Erkl.  218 
aufgestellten  Regel  (oder  mittels  der  Sub- 
stitution: sinx  ==  u  und  coaxdx  =  du): 

A).  .  .  .  fctg  X  .dx  =  lg  (sin  x)  ■{-  C 


257).  J'tg  X  .  dx 


Setzt  man: 
sinx 


tgx  .  dx  d.  i. 


cosx 


dx  oder  = 


-     —  sinx  , 

—  1 —  dx 

cosx 


so  erhält  man  nach  dieser  Umformung 
und  mittels  Anwendung  der  in  der  £rkl.  218 
aufgestellten  Regel  (oder  mittels  der  Sub- 
stitution: cosx  =  u  und  — sinxdx  =  du, 
wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  239  gesagt): 

A).  .  .  .  ftg  X  .dx  —  —lg  {cos  x)-^-  C 


^B).  /x^.etg(xy.dx Setzt  man: 


ErkL  227.     Aus  der  Integralgleichung: 

1} V  =  sinx^ 

erkält  man  durch  einmalige  Dififerentiation: 


x^  .ctgx^dx  d,  1.  — : — s — dx  = 


sinx^ 


1     Sx^.cosx^ 


dx 


oder: 
mithin: 


du  ,    d(xy 

-= =    cos  X^ 5-^ 

dx  dx 


du 


=  cos  x' .  3  »' 


dx 

du  =  Zx^.cosx^.dx 


3  sin  x^ 

so  erhält  man  nach  dieser  Umformung 
und  mittels  Anwendung  der  in  der  Erkl.  218 
aufgestellten  Regel  (oder  mittels  der  Sub- 
stitution: 

sinx^  =  u  und  cosx^ .dx^dx  =  du): 

[siehe  Erkl.  227} 


A) 


.  . .  Ix^ctgx^dx  =   »  'l9{8inx^)'{-C 


'^h^i  fx.tg(Zx^-2)dx Setzt 


man: 


X .  tg  (3ä'  —  2)  dx  d.  i.  -       -  a-  »  —  ^.^  dx  = 


cos  (3 x'-— 2) 


1 

6' 


6a:.sm(3«»  — 2) 


Kleyer,  IntegralTechnung  I,  1.  Teil. 


COS  (3  a:»  — 2) 
14 


dx 
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Erkl.  228.    Aus  der  Integralgleichung: 

a) t*  =  cos  (3a;'  — 2) 

erhält  man  durch  einmalige  Differentiation: 


'*-   =-««(3«'-2).'*(^*'> 


oder: 


dx 

du 
dx 


dx 


=  —  «n(3x«  — 2).6x 


mithin: 

b).  .  .  du  =  —6x.8in(^x^  —  2).dx 


so  erhält  man  nach  dieser  Umformung 
und  mittels  Anwendung  der  in  der  Erkl.  218 
aufgestellten  Regel,  oder  mittels  der  Sub- 
stitution : 

C08  (Sac*  — 2)  =  u 

und     — 8in(Zx^ —  2),ßx,dx  =  du 

(siehe  Erkl.  228) 

A). .  .  I  X ,tg(Sx^  —  2)  dx  = 


260) 


/ 


s%nx,co8x 


dx 


Setzt  man: 


1 


Erkl.  229.    Aus  der  Integralgleichung: 

a) u  =  tgx 

erhält  man  durch  einmalige  Differentiation: 

du  1 


8inXC08X 


,  C08^X     ,         ,  COS'X    , 

dx  =  — -. dx  oder  =  — ^ dx 


smx 

C08X 


tgx 


oder: 

b).   . 


dx 
du  = 


cos'^x 

1 
cos^x 


so  erhält  man  nach  dieser  Umformung 
und  mittels  Anwendung  der  in  der  Erkl.  21b 
aufgestellten  Kegel  (oder  mittels  der  Substi- 

1 


tution:   tg  x  z=  u  und 


dx 


cos^x 

[siehe  Erkl.  229] 


dx  =  du): 


(siehe  Formel  30  im  Formeln  Verzeichnis  des  1.  Teils 
der  Differentialrechnung). 


A) 


.  .  .  I  —. dx  =  lg  (tgx)  4-  C 

J  sinxeosx  yvy    /   i 


261) 


J  btnx 


dx 


Setzt  man: 
1 


a).  .  . 


8inx 


dx  = 


1 


Srkl.  230.  Eine  goniometrische  Formel  heisst: 
stna  =  2 .  sm  -  -  •  cos  -^- 

(siehe  Formel  49  a  im  Lohrb.  der  Goniometrie). 


Erkl.  231.    Nach  nebenstehender  Gleichung: 


X  X 

2  .  sin  -^  •  cos  -^ 


dx 


(siehe  Erkl.  230) 

setzt  man  ferner  (siehe  Erkl.  231) : 


a).    . 


X      


a).  .  .  — 7  —  das  = 
nnx 


2x  X 

,  sm  -„-  •  cos  -^ 


dx 


dx  die 


kann  statt  der  Differentialfunktion  —. — 

^  svnx 

Differentialfunktion dx  gesetzt 

„      .      35  X 

2.«t»---.  C08-^- 

werden;  in  letzterer  ist  noch  das  auf  x  sich 
beziehende  Differential  dx  enthalten,  für  dieses 
ist  noch  ein  anderes  zu  substituieren,  das  sich 

auf  -^  bezieht,  wozu  die  Substitution  mittels 

der  nebenstehenden  Gleichungen  a).  und  /}).  er- 
forderlich ist. 


also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 

dx        , 

/9) c2x  =  2du 

SO  erhält  man  zunächst: 


dx  =  -/r-  - 


sxnx 


oder: 
b).  .  . 


1 


8\nx 


dx  = 


2 .  sinu  ,co8u 
1 


'2du 


8in  u  .  COS  u 


du 


Setzt  man  nunmehr  analog  wie  in  voriger 
Auflösung: 

_1  1 

bi).  ^ 


sm  u  cos  u 


du  =z—T- — au  d.i.  =  — rttt 


smu 
cosu 


tgn 
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so  erhält  man,  analog  wie  in  Auflösung  der 
Aufgabe  260: 

dx  =  lg  {lg  «)  +  C 


J  8inx 

oder  nach  der  mittels  der  Gleichung  a).  noch 
auszufahrenden  Rücksubstitution: 


2ö2j-    /^d« Setzt  man  (siehe  Erkl.  232): 

a).  .  .  • dx  =  dx 

*  €08  X  .     /»  \ 

und  analog  wie  in  voriger  Auflösung: 
a^).  .  . dx  = dx 

setzt  man  ferner  (siehe  Erkl.  233): 
ErU.232.  Eine  goniometrische  Formel  heisst:  n        x 

.     ,  ^  ,  o) —. p-   =   u 

eo8a  =  8in  (R  —  a)  4  2 

cd6r' 

.  also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 

co8a  =  «tn/-v  —  a)  rentialgleichung: 

(siehe  Poimel  16a  Im  Lehrb    der  Goniometrie).  ß) doj  =  — 2  du 

80  erhält  man  zunächst: 
£rkL  233.  Nach  nebenstehenden  Gleichungen 

«••  und  a^).  kann  statt  der  Dififerentialfunktion  ^     ^^  _.  }: 2  du 

■^— ajc  die  Differentialfunktion  oder* 

1 dx  b)-  •  •  ^^  = : ^w 

„  .    /TT        x\          in       x\  CO8X                    8tnu,co8u 

zstni 1 .  cos  I pr- 1 

\4       2/         \4       2/  Hieraus  erhält   man  analog  wie   in  den 

gesetzt  werden;  in  letzterer  ist  noch  das  auf  beiden  letzten  Aufgaben  261  und  262: 

t  sich  beziehende  Differential  dx  enthalten,  far  />   i 

«eses  ist  noch  ein  anderes  Differential  zu  sub-   A).  .  .  / -^^^ dx  =  —lg {ig u) -f-  C 

«ituieren,  das  sich  auf  die  Variable  J-~f   ^^^^  ^^^^  ^^^  ^i^^^jg  ^^^  Gleichung  «).  aus- 
sieht, wozu  die  Substitution  mittels  der  neben-  zuführenden  Bücksubstitution: 
ttehendenGleichungena).  und  ^).  erforderlich  ist.  /•   ^  P  -. 

^')-  7-^'**  =  -'4'*(t— 2-)]+*^ 

262*^«^  ***■    ^'**'''  Auflösung   der  Aufgabe  (,„t,  aie  Erkl.  sa«. 

Berücksichtigt  man,  dass: 

-"Kt-J)]  =  »-'"[•"(T-f)]  *'  =  '»■-'»['»(f-J)] 

mithin: 

«).  .  . 


-i,H^ -{)]=>, 


öt,  dass  femer  nach  der  Erkl.  235 : 
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1  in        aj\ 

'nT--2) 

dass  also: 

*  .•-'.[«(f-i-)]=>»h(f-i)] 

gesetzt  werden  kann,  so  erh&lt  man  die  weitere 
Integrationsregel : 

BerQcksichtigt  man  ferner,   dass  nach   der 
Erkl.  236; 

«')---^^(f-i)='^a+i) 

ist,  so  erh&lt  man  noch  die  weitere  Integrations- 
formel : 

Erkl.  236.  Eine  goniometrische  Formel  heisst: 

1 

^  ciga 

oder:  , 

ctga  ^ 

tga 

(liehe  die  Formeln  9  und  9  a  im  Lehrb.  der  Ooniometrie). 

Erkl.  236.  Eine  goniometrische  Formel  heisst: 
oder:  in         \  (n        \ 

(siehe  Abschnitt  7  im  Lehrb.  der  Goniometrie). 


Anmerkung  23.  Die  in  nachstehenden  Aufgaben  263  bis  275  enthaltenen  Differentialfonk* 
tionen  können  mittels  Benutzung  der  in  Antw.  auf  Frage  23  aufgestellten  Integrations- 
formeln: 


oder: 


J  Iga  ^ 

r: 

la) im.a^.lga.du  =  m,a!*-\-C 


und 

2) fa.e^'.du  =  a.e^'+C  \ 

in  welchen  Formeln:  \ 

u  =  G{x)]      du  =  g{x)dx  \ 

ist,  integriert  werden.  \ 

Diese  Aufgaben  sind  in  zwei  Gruppen  eingeteilt:  V 

Die  erste  dieser  Gruppen  (Aufgabe  263  bis  266)  enthält  solche  Differentialfank- 
tionen,  die  mittels  entsprechender  Substitution  eineiT  Variablen  i«  direkt 
nach  jenen  Integrationsformeln  integriert  werden  könnelP  (siehe  Erkl.  237); 

die  zweite  dieser  Gruppen  (Aufgabe  267  bis  275)  enthält  solche  Differentialfonk- 
tionen,  welche  nach  vorheriger  Umformung  wie  ^' die  in  der  ersten 
Gruppe  enthaltenen  integriert  werden  können  (siehe  Eri^l.  240). 


t 
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/' 


Adgabe  283.    Man  soll  die  durch 

•^«4.Hx+i,*8  fn^2px)dx  AunöBnng.    Setzt  man  (siehe  Erkl.  237): 

o).  .   .   .   m -{- n  X -{- p  x^  =  u 
angedeutete  Integration  ausführen.  ^^  ^^^^  ^^^  ^.^^  j^.^^^^^  ergebenden  Diffe- 

rentialgleichung: 

ndx-\'2pxdx  =  du 
ErkL  237.    Bei  näherer  Betrachtung  der  in   oder: 

der  Aufgabe  263  vorgelegten  Differentialfunktion:         ,  ^     ,   r«      v  •>  •> 

^    J^  /J).   .   .   .    (n  +  2par)  dx  =  du 

a) a"'+"^+^*'.(n  +  2j?aj)<la:  ^^  ^^^^^^  ^^^  ^^^j^  jj^g^^,  Substitution: 

ersieht  man  sofort,  dass  diese  Differentialfunk-         /*  /» 

tion  zu  denjenigen  gehört,  welche  der  Form:  /  a"*'^**"^^**.(n4-2j)x)da;  =  /  a**,du 

b) a!*.du  *^  •^ 

...       ,         ^  ^  Hieraus  ergibt  sich  nach  der  Anmerk.  23: 

entsprechen;  denn  setzt  man:  ° 

«)....  m  +  nx-\'px^  =  u  far-^*^''-^^^.{n  +  2px)dx  =  -^^+  C 

80  ergibt  sich  hieraus,  dass:  ^  ^** 

(nA'2vx)dx  =  du  ^^®^  °*^^  ^^^  mittels  der  Gleichung  «).  aus- 

^     '     ^  ^  zufahrenden  Rücksubstitution: 


ist. 


A).  .      /*a''+"*'+'^.(n  +  2|>a;)(«a:  = 


m-j-Kay-f-P** 


iga 


Aafgaben:  LöBongen: 

Man  soll  die  im  nachstehenden  angedeu- 
teten Integrationen  ausführen. 

264).    fa^'-^''^^'.{eo8x+l-{-lgx)dx    .    .       Analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  263 
^  erhält  man  in  Bücksicht  auf  die  Erkl.  238 : 

Brkl.  238.    Differentiiert  man  die  Integral-  A),  .  .  fa'*''''+'^'.ieo8x+\  +  lgx)dx  = 

f ' ur=8inx-{-xlgx  tt^ h  ^ 

so  erh&lt  man : 

du 

dx 

nuthin: 

l>:.  .  .  .    du  =  {co8x-\-l-\-1gx)dx 

Die  Integralfonktion  C08x-\'l-^lgx  ist  also 
^  erste  aus  der  Integralfunktion  8inX'\'xlgx 
abgeleitete  Integralfunktiotf  oder  der  erste 
Differential quotient  von  8tnx-\-xlgx. 


=  eo8X'\-(x \-lgxAj 


%/«"**  +  **.  (2a «  +  &)  da; Analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  263 

erhält  man  nach  der  in  der  Anmerkung  23 
erwähnten  Integrationsformel  2  und  in  Rück- 
sicht darauf,  dass  2ax'{-h  die  erste  ans 
ax^  +  bx  abgeleitete  Integralfunktion 
oder  der  erste  Differentialquotient  von 
ax^+bx  ist: 


A) 


.  .    A«^*+**.(2a«-|-6)d.r  =  c***"-f-**+C 
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266).     /c* •  **'•*. (sin x  +  x,co8x)dx     ...       In  Rücksicht  darauf,  dass  sin x  +  x.co8x 
^  die   erste  aus  x,sinx  abgeleitete  In- 

tegralfonktion  oder  der  erste  Differen- 

Erkl.  239.    Aus  der  Integralgleichung:  tialqnotient  von  x,sinx  ist  (siehe  die 

n) u  =  x.sinx  Evkh  239),  erhält  man  analog  wie  vorhin: 

erhält  man  durch  einmalige  Differentiation:   a).  .  .  fe''-^^'*'',{8inx  +  x,cosx)dx  = 

-^  =  x.co8x-\-8inxA  c^-«''»'_^C' 

mithin: 
h).  .  .  .  du  =  {8%nx-\-x.co8x)dx 


Aufgabe  267.    Man  soll  die  durch 

a^'-'^dx 


/• 


Anllösnng.  Beachtet  man,  dass  (siehe  die 
angedeutete  Integration  ausführen.  Erkl.  240): 


a'^-'dx  =  —a*'''.ndx 

Erkl.  240.    Bei  näherer  Betrachtung  der  in  .  .         ,      .  . 
Aufgabe  267   vorgelegten  Differentialfunktion:  ^^'  ^°^  setzt: 

a) a^'.daj  «) ^x  =  u 

ersieht  man  sofort,  dass  diese  Differentialfunk-  und  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
tion  zu  denjenigen  gehören  würde,  welche  der  rentialgleichung : 

^^'°^-  ^  ß) ndx=^du 

^ a  .    M  g^  erhält  man  nach  jener  Umformung 

entsprechen,  wenn  dx  den  Faktor  n  bei  sich  und  dieser  Substitution: 
hätte;  denn  hätte  man: 

a^'^'.ndx  far'''dx  =  f—^a^^du 

und  man  setzt:  ^  ^ 

^x  *,  ^  __  „  Hieraus  ergibt  sich  nach  der  Anmerk.  23: 

a) n  x  ^=  u  ° 

80  ergibt  sich  hieraus,  dass  fa^^'^dx  =    ^  ^    ^     VC 

p) ndx  ^  du  J  "   n'  Iga 

ist.    Jene  vorgelegte  Differentialfunktion:  ^^^^  ^^^^  der  mittels  der  Gleichung  «).  aus- 

,..    ,  zuführenden  Rücksubstitution: 

a) a      .  dx 

o***^  dx  =  —  '    - h  C 

geseueu    von    einem    Konsianien   raKior   i  —  i 

jener  Form  entspricht,  wenn  man  berücksich- 
tigt, dass: 

a.).  .  .  .  a^^Jx  =  —a^^'.ndx  , 

ist.  Durch, diese  Umformung  erleidet  die 
vorgelegte  Differentialfunktion  ihrer  Bedeutung 
und  ihrem  Werte  nach  keine  Aenderung, 
man  erhält,  wie  vorhin  erwähnt,  eine  solche 
Differentialfunktion,  die  nach  der  in  der  An- 
merkung 23  erwähnten  Integrationsformel  1  in^ 
tegriert  werden  kann,  indem  in  der  Differential- 
funktion —  a^" .ndx  für  nx  =  u  und  hier- 
n 

nach  für  ndx  =.  du  gesetzt  werden  kann  und 

—  ein  konstanter  Faktor  ist. 
n 
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Aufgaben :  Lösungen : 

31811  soll  die  im  nachstehenden  angedeu- 
teten Integrationen  ausführen. 

/  m-f-njF^^ Analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  267 

•/  ArlilSit    man* 


erhält  man: 


A) 


/1  il**  -f-MX 


269).     ft 


e«  +  **ja; Analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  267 

erhält  man  mittels  Anwendung  der  in  der 
Anmerk.  23  erwähnten  Integrationsformel  2: 

A) fe^'-^^'^dx  =  l.e«+**4.C 

270).    je*^'  dx Analog  wie  vorhin  erhält  man: 

A) Z'e'-^d«  =  l..e'»*4.C 

271).    fe"''dx Setzt  man: 

e-'^'^da?  =  —  —  .«~*'-^.  — ad« 

a 

setzt  man  ferner: 

«) — ax  =  « 

nnd  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 

/?).    .    .    .   — a,dx  ^=^  dvi 

so  erhält  man  nach  jener  Umformung 
nnd  dieser  Substitution: 

Hieraus  ergibt  sich  nach  der  in  der  An- 
merkung 23  erwähnten  Integrationsformel  2: 


a 


oder  nach  der  mittels  der  Gleichung  a).  aus- 
zufahrenden Rdcksubstitution: 

A).  .  .   /"c-^'da;  =  -l.e-«^+C 

2).    It"^ dx Analog  wie  vorhin  erhält  man: 

A).  .  .  .  fe-^'dx  =  -c-'+C 

273).    fa^'.lgadx Analog   wie   in   Auflösung   der   Aufgabe 

^  267  erhält  man  mittels  Anwendung  der  in 


27 
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der  Anmerkung  23  erwähnten  Integrations- 
formel la: 

A).  .  .  fa^^Aga.dx  =  lä^.^^c  oder  =r  — +  C 
J  n       Iga    ^  n    ~ 

274).     /*a2**+5  rcef« Setzt  man: 

4 

und  setzt  man: 
a) 2x^  +  5  =  u 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 

ß) ^xdx  1=  du 

so  erhält  man  nach  jener  Umformung 
und  dieser  Substitution: 

fa^^+^.xdx  =  f^a^.du 

Hieraus  ergibt  sic^  nach  der  Anmerk.23: 

fa^-'+\xdx  =  ^.^-JrC 

oder  nach  der  mittels  der  Gleichung  «).  aas- 
znftthrenden  Rtlcksubstitution: 

A).  .  .  fa^^^\xdx  =  -r^ a«''-^*T^ 


275).     /tf^-^ 


x^dx Setzt  man: 


1        :r._ 


e^-^.x^dx  =  ye*"-*.8a;«da; 
setzt  man  femer: 

a) «'  —  1  =  U 

und  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 

ß) Zx^dx  =  du 

so  erhält  man  nach  jener  Umformung 
und  dieser  Substitution: 

f€^-^.x^dx=  p^e'.du 

Hieraus  ergibt  sich  nach  der  in  der  An- 
merkung 23  erwähnten  Integrationsformel  2: 

oder  nach  der  mittels  der  Gleichung  a).  aus- 
zufahrenden Rtlcksubstitution: 

A). .  .  fe^^^.x^dx  =  A-.e^-i+  c 


/ 
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Anmerkung  24.  Die  in  nachstehenden  Aufgaben  276  bis  299  enthaltenen  Differentialfunk- 
tionen können  mittels  Benutzung  der  in  Antw.  auf  Frage  23  aufgestellten  Integrations- 
formek: 

1) ja,  —  sin  u.  du  =  a,co9u-\-  C 

oder: 

1  a).   .  .  .  I  a  .8inu,du  =  —  a.cosu  -^  C 

2) I a,co8u,du  =  a.Binu-^  C 

^^'  '  '  '    J^'  eos^u  '^"  ^  a*tgu+  C 

4) /  a. r-= —  du  =  a .  ctg  u  A-  C 

oder: 

4a).  .  .  .  /  a  — :-r —  du  =  —  a .  c*o  tt  +  C 

5) /  a . -z —  du  =  a .  86C  «  +  ^  oder  =  a 1-  C 

^  J         eoa^u  '  cosu 

6) ja, :-= —  du  =  axosec m  +  C  oder  =  a •  — f-  C 

oder: 

6a).   .  .  .  /  a .  — TT —  du  =  —  a.eosee u+C  oder  =  —  o  •  — ; 1-  C 

J         «n'tt  '  «n«    ' 

in  welchen  Formeln:  u^s  G{x)  und  du  =  ^(«).d«  ist,  integriert  werden. 

Diese  Aufgaben  sind  in  zwei  Gruppen  eingeteilt: 

Die  erste  dieser  Gruppen  (Aufgabe  276  bis  284)  enth&lt  solche  Differentialfunk- 
tionen, die  mittels  entsprechender  Substitution  einer  Variablen  u  direkt 
nach  jenen  Integrationsformeln  integriert  werden  können  (siehe  Erkl.  241); 

die  zweite  dieser  Gruppen  (Aufgabe  285  bis  299)  enthält  solche  Differentialfunk- 
tionen, welche  nach  vorheriger  Umformung  wie  die  in  der  ersten  Gruppe 
enthaltenen  Differentialfunktionen  integriert  werden  können  (siehe  Erkl.  244). 

Aufgabe  276.    Man  soll  die  durch: 

/{l+lgx+e^,sin(xlgx+e^dx                 Anllösiing.    Setzt  man,  siehe  Erkl.  241: 
aogedeutete  Integration  ausfahren.  „j x.lgx-^-e'  =  u 

und  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
Erkl.  241.    Bei  näherer  Betrachtung  der  in  rentialgleichung  (siehe  Erkl.  242): 
der  Aufgabe  276  vorgelegten  Differentialfunktion:         ^       .,    ,  ,       ,   ^^ 

a).    (l  +  lgx  +  e^.sin(xlgx+e^dx  ^^'   '  ü  +  ^^  +  O^o;  =  du 

ersieht  man  sofort,  dass  diese  Differentialfunk-   *^  ®^^*^^  °^*°  °*^^  dieser  Substitution: 
tion  zu  denjenigen  gehört,  welche  der  Form:     f(i+igx+e^.8in{xlgx+e^dx  =  fsinu.du 
b) sin  u.  du 

PTJtBn,.«/»!,-.« .  -1^««  o-*»f  ««•» .  Hieraus  ergibt  sich  nach  der  in  der  Anmer- 

entsprecnen:  denn  setzt  man:  ,  „.         «v*       t*        ^-r         i<i 

'  ,  ^  kung  24  erwähnten  Integrationsformel  la: 

«)....      x.lgx-\'e^  =  u 

vergibt  sich  hieraus,  dass  (siehe  ErkL  242):  /(^+^ic+^'9in{xlgx+e^dx  =  —cosu-\-C 

ß)'   '    .  (l-^-lgx+e^dx  =  du  ist.  oder  nach  der  mittels  der  Gleichung  o).  aus- 

» , ,  ^^^      .       ,     ,  ,  zuführenden  Rücksubstitution: 

SrkL  242.    Aus  der  Integralgleichung: 

a).  .   .   .u  z=z  x.lgx  +  e'  A).  ,  .  /il  +  lgx-\-e').8in{xlgx-\-e')dx  = 

erhält  man  durch  einmalige  Differentiation:  —  ^^^  (^-^9 05  +  0  +  ^ 


mithin: 


Ä=  («•^+??«.i)+^ 


1 
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b).    .    .  dl*  =  {l-]-lgx  +  e^)dx 

Die  Integxalfimktion  l-{-lgx-\-e^  ist  also  die 
erste  aus  x.lgx-]-^  abgeleitete  Integral- 
funktion oder  der  erste  Differentialquo- 
tient von  xJgx-^e^, 


Aufgaben :  Lösungen : 

Man  soll  die  im  nachstehenden  angedeute- 
ten Integrationen  ausführen: 

277).  f  sin  {hx^  —  Qx-^ 4). (lOx-^ 9)  dx    .    .       Analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  276 

erhält  man: 

A).  .  ./8in(bxi^9x  +  4).(l0x  —  9)dx  =  —  cos(oa;»  — 9«  +  4)-hC 


278).  fco8(a-\-bx)  hdx  .    .    .  • «Analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  276 

erhält  man  mittels  Anwendung  der  in  der  An- 
merkung 24  erwähnten  Integrationsformel  2: 

A). .  .J'co8{a-\-bx),hdx  =  8in{a'\-bx)-r^' 


279).  fco8(a-{-bx-{-cx^).(b-]-2ex)dx  .    .    .       Analog  wie  vorhin  erhält  man: 

A). .  .J'co8(^a-\-bx-\-cx^),(b-^2ex)dx  =  8%n(a-{-bx-[-cx^)-\-(^ 


280).    / — r-j^ — dx Die   angedeutete  Integration   kann  ganz 

j  xsxn  gx  analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  276 

gezeigt  wurde,  wie  folgt  ausgeführt  werden. 
Setzt  man: 

a) igx  =  u 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 

ß) —  dx  =  du 

so  erhält  man  nach  dieser  Substitution: 

— r-^ — dx  =  /-.— i — »du 
xsmHgx  J  8%n^u 

Hieraus  ergibt  sich  nach  der  in  der  Anmer- 
kung 24  aufgestellten  Integrationsformel  4a: 

dx  =  — ctgu-^-C 


h 


xsinHgx 

oder  nach  der  mittels  der  Gleichung  a).  aus- 
zuführenden Rücksubstitution: 


A) 


'•f^lnJi'-  =  '-^^^'^-^  +  ' 


281).    / — Ti'—T~fr'  ^^ ^*®   angedeutete  Integration  kann  ganz 

j  cos  ia-+-(?a:j  ^^^^^^  ^j^  .^  Auflösung  der  Aufgabe  276 

gezeigt  \Yurdc,  wie  folgt  ausgeführt  werden. 
Setzt  man: 

«) a  +  &ic  =  tt 


Aufgaben  z.  Einfib.  in  d.  Auffind.  unbestimmt.  Integrale  mittels  Integration  dnrcli  Safartitatioa.  219 

and  nach  der  sich  hieraas  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichang: 

ß) hdx  =  du 

80  erhält  man  nach  dieser  Snbstitation: 

— i-i — .  V  x  <^g  =  / — 5 — du 

C08^(a-^-bx)  J    CO«' 14. 

Hieraas  ergibt  sich  nach  der  in  der  Anmer- 
kong  24  aufgestellten  Integrationsformel  3: 

oder  nach  der  mittels  der  Gleichung  o).  aas- 
zuführenden  Rücksubstitation: 


"^"'*  J  C08^e' 


dx Analog  wie  in  Auflösung  der  vorigen  Auf- 
gabe 281  erhält  man: 

A).  .  .  .   f    ^-;cdx  =  tge^-^C 


iO. 


/1(6ar+5).«n(3aj'+5a:-l)  ,  .,.  ^     .  .     ,  .        , 

•    / '-2/0  2\^^ — Ti —  dx   .    .    .      Die  angedeutete  Integration   kann  ganz 

j        cos  {px  -hö«-ij  ^^^^^  ^j^  .^  Auflösung  der  Aufgabe  276 

gezeigt  wurde,  wie  folgt  ausgeführt  werden. 
Setzt  man: 

a).    .     .     .  3«'-|-5» — 1  =  tt 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 

6xdx-^bdx  =  du 
oder: 

ß).    .    ,    ,      (605 -|- 5)  da;  =  du 
so  erhält  man  nach  dieser  Substitution: 

J        cos^(Sx'^-\-bx — 1)  J  cos^u 

Hieraus  ergibt  sich  nach  der  in  der  Anmer- 
kung 24  aufgestellten  Integrationsformel  5 : 

I- —  '  -1-^-^ — 7— — ; dx  =  8€Cu-\-  C  d.  1.  = \-C 

J         co«'(3a;'+5a;— 1)  '  cosu    ' 

oder  nach  der  mittels  der  Gleichung  «).  aus- 
zuführenden Rücksubstitution: 

^       J         co«'(3ic'-t-5a;— 1)  ^        '  ^     . 


m,./: 


•  t /  7     -1^1  \         ^^  •    •    •    •       ^*®  angedeutete  Integration  kann  in  Rück- 

Auflösung  der  Aufgabe  283  gezeigt  wurde, 
mittels  Anwendung  der  in  der  Anmerkung  24 
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erwähnten  Integrationsformel  6  a  ansgeffihrt 
werden.    Man  erhält: 

Erkl.  243.    Aus  der  Integralgleichung:  *  '  ~"  "  sinixlgx-j^) 


=  (^•^  +  z^«.i)  +  o 


a) «  =  aj.Z^a;+  1 

erhält  man  durch  einmalige  Differentiation: 

du 

Ix 
mithin: 

h).    .    .    .  du  =  (1  +  Z^a;)d« 

Die  Integralfunktion  \-\-lgx  ist  also  die 
erste  aus  x,lgx-\-\  abgeleitete  Integral- 
funktion oder  der  erste  Differentialquo- 
tient  von  x.lgx-\-l. 

Aufgabe  285.    Man  soll  die  darch: 

rsin(aA.hx''\  ai^'-^dx  Aullösimg.     Beachtet  man,   dass  (siehe 

angedeutete  Integration  ausführen.  8in(a  +  hx^).x*^^^dx  = 

-,  _  ^        ,  ,      .  -^'8in(a4-baf*).nhx**^^dx 

Erkl.  244.    Bei  näherer  Betrachtung  der  m  ^0 

der  Aufgabe  285  vorgelegten  Differentialfunk-  jg^   ^q^  setzt* 

^      „__i  o) a -f- oor  =  M 

a).    .    .    8%n{a-\'hx  ).x      ^dx  j         1.  j       .  1.  1..  i_     j     t.-ä 

^  and  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 

ersieht  man  sofort,  dass  diese  Differentialfunk-  rentialgleichung : 

tion  zu  denjenigen  gehören  würde,  welche  der  __ 

Form:  /J).    .    .    .    nhx*    '^dx  ^=  du 

b) sinu.du  SO  erhält  man  nach   jener  ümformang 

entsprechen,  wenn  x'*''^dx  noch  den  Faktor 

nb  bei  sich  hätte;  denn  hätte  man:  ^in(a  +  5«").a:— ^d«  =  f\. sinu.du 

und  man  setzt-  Hieraus  ergibt  sich  nach  der  in  Anmerkung 

24  erwähnten  Integrationsformel  la: 

80  ergibt  sich  hieraus,  dass:  /«»* («  +  6«**).«"-* d o?  =  ^ .  —  co»tt+C 

^).   .   .  .n. &.«*•""  .dx  —  du  oder  nach  der  mittels  der  Gleichung  a).  aus- 

ist.   Jene  vorgelegte  Differential  funk  tion:  zuführenden  Rücksnbstitntion : 

a).   .    .     8in{a-\-hx**).x^''^dx  ..  /*  •    /     .  v  »x     »— ij 

^     '         ^  A).  .  ,   1 8in{a-\-hx^).x      ^dof  = 

kann  man  aber  so  umformen,  dass  sie,  ab-  J 

gesehen  von  einem  konstanten  Faktor  ( — jA  — -^  co«  (a -|- 6«")  +  C 

jener  Form  entspricht,  wenn  man  berücksich- 
tigt, dass: 

aj.    .    .    «m(a  +  6«**).a5'*"^d«  =  — i-.m(a  +  5aj'*).n6a;**'"^(?a; 

wo 

ist.  Durch  diese  Umformung  erleidet  die 
vorgelegte  Differentialfunktion  ihrer  Bedeutung 
und  ihrem  Werte  nach  keine  Aenderung, 
man  erhält,  wie  vorhin  erwähnt,  eine  solche 
Differentialfunktion,  die  nach  der  in  der  An- 
merkung 24  erwähnten  Integrationsformel  la 
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integriert  werden  kann,  indem  in  der  Differen- 

tialftmktion  —j- .  «in  (a -|-  hi^).nbx*'~^  dx  für 

a -p  6x*  =  II  und  hiemach  für  « .  6  «*  ~"  ^ .  da:  =  d  u 

gesetzt  werden  kann  und  — =-  ein  konstanter 

no 

Faktor  ist. 

Aufgaben :  Lösungen : 

Man  soll  die  im  nachstehenden  angedeute- 
ten Integrationen  ausführen  : 

256).  fsin  ax.dx Analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  285 

erhält  man: 


. .  .  isinax.dx  = 'C08ax  +  C 


A) 

287).  fsin2x.dx Analog  wie  vorhin  erhält  man: 

AJ.  .  .  Isinax.dx  ^  — ^-co»2a;+  C 

feoB  (a  +  &a;)  (f X Analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  285 

erhält  man,  nach  der  durch  die  Gleichung: 

cos  (a  4"  ^^)  dx  =       .  C09  (a  +  hx).hdx 

ausgedrückten  Umformung  und  mittels  An- 
wendung der  in  der  Anmerkung  24  erwähn- 
ten Integrationsformel  2: 


A). .  .  j cos (a -^-hx) dx  =  -^•«n(a+6x)  +  C7 


289).  fcoaax.dx Analog  wie  vorhin  erhält  man: 


A). .  .  jcosax,dx  =  —•ainax-^'C 


a 


^)].  fcosSif.dfp Mit  Bertlcksichtigung,  dass  9  die  Variable, 

d(p  deren  Differential  ist,  erhält  man,  analog 
wie  vorhin: 


A). .  .  I cosSip.dq)  =  -ö-'^nSy  +  C 


291).  yco«(ax*  + 6). x<Jx Analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  285 

erhält  man  nach  der  durch  die  Umformungs- 
gleichung ausgedrückten  Umformung: 

C08(ax^-\-h).xdx  =  ^-'C08{ax^-\-h),2axdx 


A) 


und  mittels  Anwendung  der  in  der  Anmer- 
kung 24  erwähnten  Integrationsformel  2: 

.  .  .  j co8(ax'^ -^^.xdx  =  -X — . sin (ax' +  ^)  +  ^ 
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292).  fx*.co8 {2x^  +  1) dx Analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  285 

erhält  man,  nach  der  durch  die  Umfomangs- 
gleichung : 

x^, €08(2x^+1)  dx  =  j^.co»(2x5+7).10xMx 

ausgedrückten  Umformung  und  mittels  Anwen- 
dung der  in  der  Anmerkung  24  erwähnten 
Integrationsformel  2: 


A) 


. .  .  fx^.co8{2x^  +  l)dx  =  -^.«m(2x5  +  7)-hC 


/x^ 
— ,.  I  »  1%  ^^ I^iö   angedeutete  Integration  kann  ganz 
C08  {x  -f-  i)  analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  2S5 

gezeigt  wurde,  wie  folgt  ausgeführt  werdet. 
Beachtet  man,  dass: 

dx  =  -A > ,  »  .  .-»3j*dx 


C08^  («3  +1)  3      C08^  {x^  + 1) 

ist,  und  setzt: 

a) x^-^l  =  u 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 

ß) Sx^dx  =  du 

so  erhält  man  nach  jener  Umformung  und 
dieser  Substitution: 

f—^—-dx  =  f^        ^      -du 

Hieraus  ergibt  sich  nach  der  in  der  Anmer- 
kung 24  erwähnten  Integrationsformel  3: 

dx  =  ^'tgu-\-C 


A) 


J  C08^X^+l)  B 

oder  nach  der  mittels  der  Gleichung  a).  aos- 
zuführenden  Rücksubstitution: 


294).    / — %7~~TT~\  ^^ Analog  wie  in  Auflösung  der  vorigen  Auf 


gäbe  293  erhält  man: 
^       J  co8^(a-\-bx)  h     ^       ^ 


"^ü'iZrTr^^ ^^^  angedeutete  Integration  kann  gani 

**"  ^^        '  analog   wie  in   den  AuHösungen   der  Auf- 

gaben 285  und  293  gezeigt  wurde,  wie  folgt 
ausgeführt  werden. 
Beachtet  man,  dass: 

-dx  =  -. ■  , .  . — ^.4ir'öx 


«n»  (jc*  —  1)  4     »in'  («*  —  1) 

ist^  und  setzt: 
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a) «*  —  1  =  M 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 

ß) Ax^dx  =  du 

so  erhält  man  nach  jener  Umformung  und 
dieser  Substitution: 

J  sm'(x*  —  1)  J  4     sin}u 

Hieraus  ergibt  sich  nach  der  in  der  Anmer- 
kung 24  aufgestellten  Integrationsformel  4a: 

a;'  1 

-  dx  =  -. ctgu-\-C 


A) 


J  8in}  (x*  —  1)  4 

oder  nach  der  mittels  der  Gleichung  a).  aus- 
zuführenden Rücksubstitution: 

.  .  f-^l—^dx  =  ^^etg{x^'-l)  +  'C 
J  »m'  (x*  --  1)  4     ^  ^  '   ' 


,.g^  .  ^v  dx Die  angedeutete  Integration  kann   ganz 

^     ""     '  analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  285 

gezeigt  wurde,  wie  folgt  ausgeführt  werden. 
Beachtet  man,  dass: 

gtn(3a;  +  4)  _    1       gw(3a;  +  4) 

C05»(3a;  +  4)         ""    %'  co^Mäo:  +  4)  "       * 

ist,  und  «etzt  man: 

a) 3aj  +  4  =  u 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 

/?) %dx  =  du 

so  erhält  man  nach  jener  Umformung  und 
dieser  Substitution: 

/'gin(3g  +  4)  _    n      9inu 

J  CO«' (3a; +  4)         ""7  3  '  cos't*  '    " 

Hieraus  ergibt  sich  nach  der  in  der  Anmer- 
kung 24  aufgestellten  Integrationsformel  5: 

/ r^ — !—:':-  da:  =  --  .  scc  «  +  C  d.  i.  =  -5-  • \-  ^ 

y  CO««  (3« +4)  3  ^  3     co«u    ' 

oder  nach  der  mittels  der  Gleichung  «).  aus- 
zuführenden Rücksubstitution : 

^)--  •/S^^'^*  =  l...c(3x+4)  +  C  d.i.  =  |-,,,(3^^4)+C 

297).     f-"***,?",  2  ^« Analog  wie  in  Auflösung  der  vorigen  Auf- 

y  «M»  (oit+ftj  g^ljg  296  erhält  man : 

A).  .  .  /*— /r4^r  dx  =  ^  .  sec  {ax+  6)  +  C  d.  i.  =  1  • t^m  +  ^ 

'       J  cos'(ax-\-b)  a         ^     ^  '^  a     cosiax  +  b) 


^ 
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„oRv      /•«M(5a:  +  8) 


dx 


A) 


/C08  {^X 
«in' (5  a 


Analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  296 
erhält  man  mittels  Anwendung  der  in  der 
Anmerkung  24  erwähnten  Integrationsfor- 
mel  6a: 


+  8)^.  - 


a:+8) 


5 


dx  =  — r- .  cosec  (hx  +  8)  +  C^  d.  i.  =  — ^- 


5      sin  (5«  -h  8) 


r+^' 


....  Analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  296 
erhält  man  nach  der  durch  die  UmformuDgs- 
gleichung: 

x.coajax'^'^'b)  __    1_    cos{ax'^'\'h)    „      , 

ausgedrückten  Umformung  und  mittels  Be- 
nutzung der  in  der  Anmerkung  24  erwähn- 
ten Integrationsformel  6a: 

1  1 


d.  i.  =  — 


2  a    «in(aa;'-(-6) 


Anmerkung  25.  Die  in  nachstehenden  Aufgaben  800  bis  331  enthaltenen  Differentialfank- 
tionen  können  mittels  Benutzung  der  in  Antw.  auf  Frage  23  aufgestellten  Integrations- 
formein: 

1) /  a  .  — _^=;.— r^r-  du  =  a.arc {sin  =  tt)-f-C  und  auch  =  —a.arc{cos  =  ii) -^  ^ 

oder:  ^    ™** 


la).  .  . 


2).  .. 
oder: 
2a). 

3).  .  . 

oder. 

3a). 


arc(co8  =  ti)-)-  Cund  auch  =  — a,  aTc{sin  ^=u)-r^' 


/a ^r^i-^^z-  dw  =  a. 

/  *  *  i   i_    2  äu  =  a.arc  (tg  =  m)  +  C  und  auch  =  —  a,are{ctg  =  ü)-\-C 
/  a  . TirT  ^**  ~  a,arc{ctg  =  u) -f-  C und  auch  =  — a.arc{tg  =  y)  +  C 

/a .  du  =  a,arc(8ec  =  u)  -f  C  und  auch  =  —  a,arc (cosec  =  tt)-r  ^' 

/a  • r  _  (2tt  r=  a .  arc(co8€c  =  u)+  C und  auch  =  —  a.  arc(8ec=u)-j- C 
uYu^-l 

in  welchen  Formeln:  u  =  G{x)  und  du  =  g(x).dx  ist,  integriert  werden. 
Diese  Aufgaben  sind  in  zwei  Gruppen  eingeteilt: 

Die  erste  dieser  Gruppen  (Aufgabe  300  bis  303)  enthält  solche  Differentialfunk- 
tionen, die  mittels  entsprechender  Substitution  einer  Variablen  u  direkt 
nach  jenen  Integrationsformeln  integriert  werden  können  (siebe  ErkL  245). 
Die  zweite  dieser  Gruppen  (Aufgabe  304  bis  331)  enthält  solche  Differentialfank- 
tionen,  welche  nach  vorheriger  Umformung  wie  die  in  der  ersten  Gruppe 
enthaltenen  Differentialfunktionen  integriert  werden  können  (siehe  ErkL  24i'')* 


Aufgabe  300.    Man  soll  die  durch: 

1 


/i 


dx 


angedeutete  Integration  ausführen. 


Aoflöanng.    Setzt  man,  siehe  Erkl.  245: 

o).    .    .     Igx  =^  u   [also  Ig^  x  =  u'] 

und  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 


ß).    .    .  —  dx  =  du 
x 
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Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kmt\ 
durch  iede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a>  M,  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk»  welchem  kein  ftknlicheB  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in 
Heften  in  dem  billigen  Preise  Ton  25  ^  pro  Heft  and  bringt  eine  Sammlung  der  widitig- 
Bten  und  praktischsten  Aufgaben  aus  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik  9  Phyrik, 
Mechanik ,  math*  Oeograpliie}  Astronomie  9  des  Maschinen- ,  Strassen- 9  Eisenbahn-, 
Brtteken-^nnd  Hochbaues,  des  konstruktiren  Zeichnens  etc.  etc.  und  swar  in  TOllsttndig 
geldster  Form,  mit  fielen  Figroren,  Erklärungen  nebst  Anurftbe  und  Entwlekelnng  der 
benntiten  Sätze ,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  däss  die  LlVsung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird^  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ilirer  Gesamtheit  eri^Uizen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  K^i- 
teln  angeordnet  —  yorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngel9sten  Aufgaben  beigegeben,  weiche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezttglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  fftr  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  LSsnngen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  fQr  die  Hand  dei 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InttaltsTeneieh- 
niS)  Berichtignngren  und  erläntemde  Erklärungen  Aber  das  betrelTende  Kapitel  zur  Ausgabe 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen 
Bchaftlichen  ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealschnlen  I.  und  II«  Ord.,  g-leieh 
berechtigten  höheren  Bflrgerschnleni  PrlTatschulen,  Gymnasien ,  Realgymnasien  9  Pro- 
gymnasien,  Schnllelirer- Seminaren  9  Polytechniken ,  Techniken ,  Bangewerkselinlen. 
Oewerbeschnlen,  Handelsschalen,  techn.  Torbereitnngsschulen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildnngsschnlen,  Akademien,  üniTcrsitäten,  Land-  und  Forstwissensohaflsneliulen, 
MiUt&rschnlen,  Torbereitnngs-Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  EinJälirig^Frei« 
willige-  und  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  Schfller,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Scliritt  gelöste,  Anfgaben- 
Sammlung  immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prflfüngen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  yorgefQhrt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stfttie  fftr  den  Schal- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathemfttiachen 
Disziplinen  —  inm  Auflösen  TOn  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  ^ne  voll- 
ständige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Anfgalien  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  rerwerten.  Lnst,  Liebe 
und  Yerständnis  für  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  worden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgrenossen  aller  Art,  MilJtär« 
etc.  etc.  soU  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  Tergesseneii 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Bemfs- 
iweigen  yorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Yerfiaaaer, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  £rledigang 
thunlichst  berücksichtigt 

Stattgart  Die  Terlagshandliuig. 
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Erkl.  245.    Bei  n&herer  Betrachtung  der  in  so  erhält  man  nach  dieser  Substitution: 
der  Aufgabe  BOO  vorgelegten  Dififerentialfunk-  .  . 

X  yi  —  lg^x  VI  —  Ig'^x     X  Hieraus  ergibt  sich  nach  der  in  der  Anmer- 

ersieht  man  sofort,  dass  diese  Differentialfunk-  kung  25  erwähnten  Integrationsformel  1 : 
tion   zu  denjenigen  gehört,  welche  der  Form:  . 

1  ,  / — 7-=:r — =-  dx  =  arc(8in  =  w)  +  C 

»'> Tr^Ü^     *  J  xV\-lg^x 

entsprechen ;  denn  setzt  man:  "^^  »"*=''  =  - '""'  ^'^'  =  «)  +  C 


ce) Igx  ^=  u  [also  Ig^x  =  «'] 

so  ergibt  sich  hieraus,  dass: 


oder  nach  der  mittels  der  Gleichung  a).  vor- 
znnehmenden  Rücksubstitution: 


/l 
— ;: —  dx  =  arc(8in  =  lgx)+C 

xyl—lg^x 

ist.  und  auch  =  —  arc  {C08  =  lgx)-^  C 


Aufgaben :  Lösungen : 

Man  soll  die  im  nachstehenden  angedeute- 
ten Integrationen  ausführen. 

/^ 
—i=:- dx Analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  300 
V  1—«^*  erhält  man  [nach  der  Substitution:  e"^  =  w 

(also  6**  =  «')  und  e'  ,dx  =  du]  mittels 
der  in  der  Anmerkung  25  aufgestellten  In- 
tegrationsformel 1: 

— -  _zr  -—  dx  =  arc  sin  (=  «^)  -f  C  und  auch  =  —  arc  (cos  =  e^  +  C 


,2x 


302).      /, — 7 — .  ,   .^dx Setzt  man: 

a) a -f- oa;  =  tt 

and  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 

ß) hdx  •=  du 

so  erhält  man  nach  dieser  Substitution: 

Hieraus  ergibt  sich  nach  der  in  der  An- 
merkung 25  erwähnten  Integrationsformel  2 : 

I  I.  \2  ^*  =  ^^^  (f9  =  ti)  -j-  C  und  auch  =  —  arc  {ctg  =  «)-}-  C 

oder  nach  der  mittels  der  Gleichung  a).  aus- 
zuführenden Rücksubstitution: 

^y  '  '  /i4-f  ^h  "\»^^  ^  arc(tg  =  a-\'hx)  +  C  und  auch  =  -- arc{cig  —  a+bx)+G 


f 


b 


h 


«f 


g—  dx Analog  vie  in  Aaflösung  der  Aufgabe  302 


+  ^  erhält  man  mittels  Benutzung  der  in  An- 

merkung 25  erwähnten  Integrationsformel  2: 

A).  .  .   / —     g-   dx  —  aYc{f,g  =  e^")-!-  C  und  auch  =  —  arc^cig  =  c^-|-^ 

J      A  "T"  ^ 


+«'         
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Aufgabe  304.    Man  soll  die  darch 

/^ Auflösung.    Beachtet  man,  dass  (siebe 

Vl-(a+&a;)2  Erkl.  246): 

angedeutete  Integration  ausfuhren.  ^ 

dfl/  *"— 

Vi  — (a+&a:)2 

Erkl.  246.    Bei  näherer  Betrachtung  der  in  JL^ 1 ,, 

der  Aufgabe  304  vorgelegten  Differentialfunktion:  h  '  yi^^a+hxy 

V  1 _j^  ist,  und  setzt: 

Vi  — (a-h&iy*  a) a  +  bx  =  u 

ersieht  man  sofort,  dass  diese  Differentialfunk-  ^^^^  ^^^^  ^^^  gj^j^  hieraus  ergebenden  Diffe- 
tion  zu  denjenigen  gehören  würde,  welche  der  rentialrieichunff : 
Form:  * 

1  ß) hdx  =  du 

^ Yl _ u2  so  erhält  man  nach  jener  Umformung 

entsprechen,  wenn  dx  den  Faktor  C  bei  sich  «°d  ^^^^^^  Substitution: 

hätte;  denn  hätte  man:  r 1^ ^^  __    rl^ 1_ ^^ 

1               . 5  d^  J  Vl^(a+bx)^~             J  ft  '  Vi^W^ 

Vi  — (a  +  ^x)'  Hieraus  ergibt  sich  nach  der  in  derAn- 

und  man  setzt:  merkung  25  erwähnten  Integrationsformell: 

«) a  +  ft«  =  tt  f—=-J^    dx  =  ^  •  arc  isin=u)-rC 

so  ergibt  sich  hieraus,  dass:  J  Vi  — («+^«)^ 

ß) bdx  =^  du  und  auch  = ^ •  arc  (cos  =  M)-r^ 

ist.    Jene  vorgelegte  Differentialfunktion:  ^^^^  ^^^^  ^^^  ^.^^^^^  ^^^  GleichuDg  «).  aas- 

X  1 ^_-dx  zuführenden  Rücksubstitution: 

Vl^(a-{-bxy  .  1 ^^  ^    1. 

kann  man  aber  so  umformen,  dass  sie,  ab-      ^"'J  Yi^(a-^bxy  ^ 

gesehen  von  einem  konstanten  Faktor  (y),  je-  arc  {sin  =  a  +  bx)'\-C 

ner  Form  entspricht,  wenn  man  berücksichtigt,        und  auch  =  —  |- •  arc  (cos  =  a -j- 6  o:) -f- C 
dass: 

a.). . .  —.  --^^  dx  = 

Vi— (ö+M^ 

J ^-^^^^.hdx 

b     Vi  — («+^^^^ 

ist.  Durch  diese  Umformung  erleidet  die 
vorgelegte  Differentialfunktion  ihrer  Bedeutung 
und  ihrem  Werte  nach  keine  Aenderung, 
man  erhält,  wie  vorhin  erwähnt,  eine  solche 
Differentialfunktion,  die  nach  der  in  der  An- 
merkung 25  erwähnten  Integrationsformel  1  in-  . 
tegriert  werden  kann,  indem  in  der  Differential- 
funktion ]-  .  -  —  &  dx  für  a  +  bx 

b     Vi  — («  +  &^)' 
=  u  und  hiernach  für  bdx  =  du  gesetzt  werden 

kann  und    .    ein  konstanter  Faktor  ist. 
b 

Aufgaben :  Lösungen : 

Man  soll  die  im  nachstehenden  angedeu- 
teten Integrationen  ausführen. 
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305).    j  —  dx Analog  wie  in  Auflösang  der  Aufgabe  304 

J  \\  —  a  ar*  erhält  man  mittels  der  ümformungsgleichung: 

^:r- CtX   =    ^  r=r= — •  tt  CLX 


Vi— a««»  «     yi  —  a'x^ 

und  mittels  Benntzong  der  in  der  Anmer- 
kung 25  erwähnten  InJtegrationsformel  1: 

/l                     1                      *                                   1 
-jrss=^ — ^  ef  05  =  —  arc  («n  =  a  oc)  +  C  und  auch  =  ^ arc  [co%  =  a  ac)  -|-  C 
yi  —  a-*. 


or^  « 


••"6).    /     r  dx Analog  wie  in  Auflösang  der  Aufgabe  304 

J  V«'— «'  erhält  man  nach  der  durch  die  Ümformungs- 

gleichung: 

ax  =  - ax  a.  1.  ^  a« 


;iO 


ausgedrückten  Umformung  und  mittels  Be- 
nutzung der  in  der  Anmerkung  25  erwähn- 
ten Integrationsformel  1: 

A).  .  .   /-  ,— .—  dx  =  a.arc  isin  =  -  -|  +  C  und  auch  =  — a.arc Icos  =  — )  +0 

J  Ya^^xi  \  a/   '  \  a/^ 

7).    I^r-       — ^^ Analog  wie  vorhin  erhält  man: 

A). . .  /    - dx  =  arc .  «m  ( =  — )  +  C 

und  auch  =  —  arc  leos  =  — \  -\-  C 

•^OS).     /     ^  Y  ^* Analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  304 

J  ya^  —  b'^x'^  erhält  man    mittels    der    Umformungs- 

gleichung: 

_^_.       _    _^a;  =       ^ -  —  rta!  oder  =  -r ^^^-— ^^^^  • — aas 

\Aa^  — Mx2  rt     A/i  — /"^-V  A/  1      /^^\'      ^ 

und  mittels  Benutzung  der  in  der  Anmer- 
kung 25  erwähnten  Integrationsformel  1: 


A).   .    .    /  — ;:_  — dx    =   -r-'  CITC  Isin  =  )  +  C 

^       J  Ya'^-h'^x'^  b  \  «  / 

und  auch  = s- »  arc  (cos  = j  +  C 


/flc  -4-  1 
-T^-^r-^inrr-  dx Aualog  wlc  in  Auflösung  der  Aufgabe  304 
yi  —  (a5'-i-2x)2  erhält  man  nach  der  durch  die  Umformungs- 

gleichung: 

*  +  ^  dx  =  4.-7--=^---  ^=^'(2x-\-2)dx 


ausgedrückten    Umformung   mittels   der   in 
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der  Anmerkung  25  erwähnten  Integrations- 
tbnnel  1: 


A).  .  .  f-~r--^~^^       -^^»  =    l-  •  arc  (sin  =  x^+2x)-^C 

und  auch  = ^-  •  arc  (cos  =  «'-4-  2  j)  -|-  C 


310).     /  "  -  dx Analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  304 

J  ya  —  bx'^  erhält    man    mittels    der    Um  forma  ngs- 

gleichuug: 

dx  =  — u-rr ^ dx  oder  = 


Va  —  b x^'  Va      A /^  __  bx^ 


V'-V{  V.-(V|.x) 


1 -x/'ö      ,      ,  . 

-  -'  V   --.dx  d.  1.  = 


y'  V^AVl') 


.VI". 


dx 


und  mittels  Benutzung  der  in  der  Anmer- 
kung 25  erwähnten  Integrationsformel  1: 

A).  . .    / — .        —     dx  =  — 7=r  •  arc  \  sin  =  x  \/  .  .  i  -r^ 
^       J  Ya-'-bx'^  Yb  \  y     a  ) 

■ 

und  auch  = ; arc  l cos  =  x\/  J*^  \ -r^ 

Vf^      \        y  aF 


611).    j--j-^ —    dx •    •    •       Analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  304 

J  V^x  — ac*  erhält  man  nach  der  durch   die    ümfor- 

mungsgleichuug: 

--^-    .^-—--dx  = dx  d.  i.  =  ->— -.^^--r       -äx 

V2x  — a;2  Y^i_(a;2_2x-|-1)  V^l  — (»--1)2        J 

ausgedrückten  Umformung  mittels  Anweii-1 
düng  der  in  der  Anmerkung  25  erwähntet 
Integrationsformel  1: 

A).  .  .   /-  V— -dx  =  arc  (sin  =  x —  1)  -h  C  und  auch  =  —  arc  (cos  =  x—  l)-r^^  1 

J  Y2x~x^  '  '^        .  ^ 

312).     /—^ — dx Analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  304 

J  y2ax  —  x'^  erhält  man  nach  der  durch  die  Umformungs- 

gleichung : 

dur  =  —  -  dx  oder  =  —  . «i^ 


Y2 ax  —  x^  '      Va^  —  (a  —  x)^  «     1  /    __  /a^xVi 


d.  1.  = dx 

a 


V  •  -  (^) 


] 
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* 

aasgedrückteD  Umformang  mittels  Anwen- 
dung der  in  der  Anmerkung  25  erwähnten 
Integrationsformel  la: 

A).  .  .   /    ,  dx  =  arc  (cos  = 1  +  C 

J  V2ax^x'^  V  «     ^ 

und  auch  =  —  arc  (sin  = \  +  C 

/-y ^-T     ....       Analog  wie  in  Anflösang  der  Aufgabe  304 
Va^-o^—^bx-^x^  erhält  man  mittels  Benutzung  der  ümfor- 

mungsgleichnng: 

dx  =  ~—-=r^ — jz.i= dx  oder  =  —  dx 


0 1  f> , 


1  dx 


d.  i.  = 


V._(£fV    ■• 


und  mittels  Benutzung  der  in  der  Anmer- 
kung 25  erwähnten  Integrationsformel  1: 

A).  .  .   /— , — r^dx  =  arc  (sin  = 1  +  C 


und  auch 


=  —  arc  lco8  =  -  — — I  4"  ^ 


^^^)'    j — - — -yr— — -^^^  dx Analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  304 

j  xigxyig  jr-^i  erhält  man  nach  der  durch  die  ümformungs- 

gleichung: 

dx  = ■=-= ~dx 


xlgxVrg^x^l  ./,..Z,.Vl--^-;- 


d.  1.  = . —y—  dx 

y  \lgxj 

ausgedrückten   Umformung   [wobei   zu  be- 
achten ist,   dass  — — ri —    die   aus   -j — 
'  xlg*x  Igx 

erste  abgeleitete  Integralfnnktion  oder 
der  erste  Differentialquotient  von  -y—  ist] 

mittels  Anwendung  der  in  der  Anmerk.  25 
erwähnten  Integrationsformel  la: 

A).  .  .    / ,^^-.=:^r  dx  —  arc  (cos  =  -,  —  )  +  C 

J  xlgxYlg-^x  —  l  V  ^9^/ 

und  auch  =  —  arc  (sin  =    j  -\-  C 


'^5).    /     •._^=z.--^  d.T Analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  304 

J  \a  +  bx     x'  erhält  man  mittels  Benutzung  der  ümfor- 

mnngsgleichung: 


230  Integralrechnung  I.  —  1.  Teil. 


dx  = --  -_  ^ —  dx  oder  = 


y«+*.-.«         V^«+(A)'_(A)V2-f-x' 


—  dx  oder  = 


V'^^Ai-'Y  V'^^  J.  (!-')'■ 


d.  i.  = 


1--    ^-' 


1 


v.+^ 


V^ 


und  mittels  Benutzung  der  in  der  Anmer- 
kung 25  erwähnten  Integrationsformel  la: 

A).  .  .    /—  da?  =  arc  I  cos  = /^ |  -h  ^' 

oder  =  arc  (co*  =  ^^^-)  +  C- 

und  auch  =  —  arc  l  sin  =  — > -r-  i  +  C 

In  Rücksicht  darauf,  dass  in  yorstehen* 
dem  fttr 


gesetzt  werden  kann,  erhftlt  man  auch: 

b 


. ). . .  f-y  dx  =  arc  |  «in  = ^  1  + 

J^^a^hx-x^  \  Y^+^^ 

(2x^h     \      ^ 
«in  = I +G 
V4a-t-6«  / 

CO«  =  — —    I  +  C 

V4a  +  iW 


816).    /  .  (?x Analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  304 1 

J  yax  —  x'^  ephftlt  ,nan  mittels  Benutzung  der  Umfor- 


mungsgleichung: 

^       ^dx  =  Jl_. =:r  dr 


^""'     v«)'-(i)'+^-¥-" 


oder: 
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oder  =  - — - ^ -  - --  dx  oder  =  —  .  — ^  — ^r^dx 


1  — 


dl 
4 


j.    ^ l 2^^^ 


VH--.-)' 


und  mittels  Anwendong  der  in  der  Anmer- 
kong  25  erwähnten  Integrationsformel  la: 

A). .  .   /— T da?  =  arc  (cos  = )  +  C 

und  auch  =  —  arc  (sin  = )  -|-  C 

Da  auch  im  vorstehenden  fttr 

gesetzt  werden  kann,  so  erhält  man: 

A,). . .  /  -— = —  dx  =  arc  (sin  = 1  +  C 

J  yfax'-'x'^  \  a      /   ' 


und  auch 


2a:  —  a 


=  —  arc  ico8  = 1  -|-  C 


^1")-    /  —7---^^^: =rrr  dx Beachtet  man,  dass: 


a:  -  a: 

-77^  — —  ^=^  - :-- —  dx  =  —7 —  ^^^      _r: —      ^ —  -  dx  oder  = 

=_^^-daT  oder  =  — , —  : ^^_    —  das  oder  = 


y(jr«-^a»)[(^>^  — a')— (a:»-a2)]  V'l-^2_«2)(^,2_o2)  — [a:'— a^]» 

1  I 


•  ar  •  dar  oder  = 


^r  •  ar  •  da:  oder  = 


\^(x'-aJ)(J'-«»)  .  ^^l-^.-J 


•  a?  •  da:  oder  ^ 


V^(x»  — a^)(Ä2  — a^) 


v.-(VS;y 


1  2a: 

--  dx 


V'-{Vi^f  »"■-)V'M 


ist,  und  setzt: 


232  Integralrechnung  1 1,  Teil. 


318) 


also  nach  der  sich  hieraus  ergehenden  Diffe- 
rentialgleichung: 

P)'  •  •  ^-. -dx  =  du 

so  erhält  man   nach   jener  Umformung 
und  dieser  Substitution: 

Hieraus  ergibt  sich  nach  der  in  Anmer- 
kung 25  erwähnten  Integrationsformel  1: 

und  nach  der  mittels  der  Gleichung  a).  aus- 
zuführenden Hacksubstitution: 

A).  . .   f  ,  ^ dx  =  arc  (sin  =  A/^^— «'\  -\-  C 

y  Y(x^—a^)[b^^x^)  \  V     bt^ay 

'    I  14-o^x^^^ Beachtet  man,  dass: 

l-\-a^x*  a     l  +  a^x^ 

ist,  und  setzt  man: 

«) aa;  =  M   [also  a'.x*  =  «'] 

und  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 

ß).  .    .    ,    adx  =  du 

so  erhält  man  nach  jener  Umformung 
und  dieser  Substitution: 

Hieraus  ergibt  sich  nach  der  in  der  Anmer- 
kung 25  erwähnten  Integrationsformel  2: 

11                                                       1 
,,22  dx  =  —  arc(fg  =  u)-\-G  und  auch  = .  arc(ctg  =  ti)  -|-  C 

oder  nach  der  mittels  der  Gleichung  a).  aus- 
zuführenden Hücksubstitution : 

/l  1  1  - 

TZL  T~2  ^*  =  —  arc(tg  =  ax)-^C  und  auch  =  — -  —  .  arc  (ctg  =  ax)  +  C 


f 


A) 


319).    /  .r  ,    -■ f  ^^ Analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  318 

•^  ^  +^  erhält  man  mittels  Benutzung  der   ümfor- 

mungsgleichung: 

1                                e^                                     e^  1 

—;;: ;r^Ä  =  —z—z z—rrdx  d.i.  =  -^ dx  oder  =  -^-7-/^=7^  •  «' «'J^ 
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^)-  •  •  f 117  ^*  =  arc(tg  =  e^)  +  C  und  auch  =  —  arc(etg  =  e'-j-  C) 

320/.    /   ^       ^  dg Analog  ^ie  in  Auflösung  der  Aufgabe  318 

J  ^  "^^  erhält  man  nach  der  durch  die  Umiormungs- 

gleichung: 

1       ^  1  1       ^     ^  •         1  1  1  ^ 


a'  +  «*  a'     1-4-—  ^     i-i-f-^V      ^ 


ausgedrückten  Umformung  mittels  Anwen- 
dung der  in  der  Anmerkung  25  erwähnten 
Integrationsformel  2: 


A) 


/-5 -dx  =       .arc(<ö=      J  +  C  und  auch  =—      .  arcicia  =  -   1 +  C 


321).   f—yTTTT^^ Analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  318 

j  a  -\-ö  X  erhält  man  mittels  Benutzung  der  ümfor- 

mungsgleichung: 

1        ^  1  1         ^     j  •         1  1  ^  ^ 

und  der  in  Anmerkung  25   erwähnten  In- 
tegrationsformel 2: 

und  auch  = =- . arcictg  =  —   )-\-  C 

ah  V  a  / 


^22).    1-  ^^   4- da; Analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  318 

•^  ^  "''^  erhält  man   mittels  Benutzung  der  Umfor- 

mungsgleichuug: 

aa:  =  -  . .-  •  xdx  d.  1.  =  1^  -r  • ;— s-nr  •  -  n-  dx 


a*-|-a;*  a*      -    ,    a:*  *         2a«     ,    ,   /aj'\^      a^ 

und  mittels  Anwendung  der  in  Anmerkung  25 
erwähnten  Integrationsformel  2: 

1  /  a:*\ 

und  auch  =  —      — .  arc  yctg  =  — ^j  -\-  C 

'      /  14-a:*  ^^ Analog  wie  vorhin  erhält  man: 

/x  \  1 

^  dg  =  -ö"  arc(i^  ==  j-i)  -|-  C  und  auch  =  —  ^-  arc(ctg  =  ar«)  +  C' 

"^    l'7~ir~)TZL'iT  ^* Analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  318 

j    X     ay-f-  erhält  man  mittels  Benutzung  der  Umfor- 

mungsgleichung: 
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\ 


^  +  — tr-  ^  +  \— 6    / 

und  mittels  AnwenduDg  der  in  Anmerkung  25 
erwähnten  Integrationsformel  2: 

und  anch  = r- •  arc yctg  =  — r — I -f  ^ 


825).    /— ,       ,  .^  da; Analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  318 

y  «  -hl  «-t-cj  erhält  man  mittels  Benutzung  der  ümfor- 

mungsgleichung: 

CtO;    =    r-  • ri; ; z-z~  *  uX    (1,1.    =    r- • r^ : t"^  •  —  '  U-^ 


und  mittels  Anwendung  der  in  Anmerkung  25 
erwähnten  Integrationsformel  2: 

A)..  .  f— — -1 -dx  =  J-.arc(«^  =  ^^±i)  +  C 

und  auch  = ^ . arelctg  = ^^^)  +  ^ 

/»      1  ~  I 

326).    /  ax^-k-b^^ Analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  3H  j 

*^         ''"  erhält  man  mittels  Benutzung  der  Umfor-  1 

mungsgleichung: 

und  mittels  Anwendung  der  in  Anmerkung  'l'y 
erwähnten  Integrationsformel  2: 

und  auch  = —=- .  arcl  ctg  =  a;  i/  ^  I— C 

327).    /  ^  1  X  1  qj.2  ^'^ Analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  313 

•^     "i"   ~r   -'^  erhält  man  mittels  Benutzung  der  Umfor- 

mungsgleichung: 

tfac  =  — -— — dx 


a-h&4-ax*  a-\-b     -         ax' 


1 
d.i.  = 


und  mittels  Anwendung  der  in  Anmerkung  21 
erwähnten  Integrationsformel  2: 
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A).  .  .  / — -T— 5-  dx  =      .  .  arcl  ig  =  x,\/  — r-.  ]  +  C 

J  a-\-b  +  ax^  ya{a+b)  \  ^    «+V 

und  auch  = : —  .  arcl  ctg  =  x,\/  — r-r  1+  C 

328).    /    2_i,4ae  1,5  ^^ Analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  318 

j  X  -f-      -f-  erhält  man  mittels  Benutzung  der  ümfor- 

mungsgleichung: 

a;i+4xH-5  "^^  =  -(i2  +  4«  +  4)  +  l  ^"^  '^'''  ^    l-^{x-\-2y  ^"^ 

und  mittels  Anwendung  der  in  Anmerkung  25 

erwähnten  Integrationsformel  2: 

/l 
,  ,    . — -r—r^^  =  arc{ig  =  a;-(-2)-f-C  und  auch  =  — arc{ctg  =  x-\'2)-{-C 

^29).   /  a;^^2g4-2  ^^ Analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  318 

*^        '         *"  erhält  man  mittels  der  Umformungsgleichung : 

x^+2x  +  2^^  =    (x'  +  2aj  +  l)+T''^^-'-  ==    i4-(a:  +  l)'  ^"^ 

und  mittels  Benutzung  der  in  Anmerkung  25 
erwähnten  Integrationsformel  2: 

A). .  .  /    a  .  o     10  ^^  =  arc(<^  =  x+l)  +  C  und  auch  =  — arc(ctg  =  a5-t-l)-|-C 

•    /    2  i.f|jc4,5  ^* Analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  318 

y  Ä  -r      "T  erhält  man  mittels  Benutzung  der  Umfor- 

«  mungsgleichung: 


,   .  1  1  1  , 

d.i.    = r- • j~  -  dx 

und  mittels  Benutzung  der  in  Anmerkung  25 
erwähnten  Integrationsformel  2: 

A).  .  .  /-^ri r^r  ^«  =  ,-  .  arcl  tg  = ,  I  "H  ^ 

1                     /                    ^  "^  2 
und  auch  •=  — ^  •  arc  I  ctg  = - —  1  +  ^ 


V'-t    V    V'-? 
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831) 


/—-;.--       —  dx Beachtet  man,  dass: 
xyx'^  —  a* 


ax  = —  ax  Q.  i.  =  —  • 


xVx^  —  a^  «    aj'X/i^".  _1        '         "*    '.^A/(^y^\    ^ 

ist,  und  setzt  man: 
«)....  -J  =  «  [also:  (I)  -  ««] 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 

ßu    .    .    =  du 

60  erhält  man  nach  jener  Umformong 
und  dieser  Substitution: 

dx  =  / d« 

xYx^  —  a^'  J  «     «Vw»  — 1 

Hieraus  ergibt  sich  nach  der  in  der  Anmer- 
kung 25  erwähnten  Integrationsformel  3: 

/l                    1                                                          1 
— —: dx  =  -    .  arc  (sec  =  ?/)  +  C  und  auch  = .  are  (cosec  =  u)  -f  ^ 

oder  nach  der  mittels  der  Gleichung  a).  aus- 
zuführenden Rücksubstitution: 


A).  .  .  / — .  dx  =  —  arclsee  =  — 1  4-  C 


und 


ai^ph  =r arclcosec  =  -    \4-(' 


b).  Vermischte  Aufgaben  zur  Einübung  in  dem  Auffinden 

unbestimmter  Integrale. 

Anmerkung  26.  Differentialfunktionen,  welche  der  allgemeinen  Form  f(x)dx  entsprechen, 
und  in  welchen  der  Differentialkoeffizieut  f(x)  keine  einfache  Integralfunktion  von  x 
ist,  können,  wie  in  vorstehendem  gezeigt,  integriert  werden,  indem  man  jene  Differential- 
funktion von  der  Variablen  x  durch  eine  integrable  Differentialfunktion  von  einer  solchen 
Variablen  u  zu  ersetzen  sucht,  welche  eine  Integralfunktion  von  der  Variablen  x  ist 
und  deren  Differential  du  die  erste  aus  dieser  Integralfunktion  abgeleitete  Differential- 
funktion von  X  ist. 

Je  nach  der  besonderen  Form  des  ganz  allgemein  durch  f{x)  dargestellten  Diffe- 
rentialkoeffizienten kann  man  dieses  u.  a.  erreichen: 

1).  Durch  Substitution  einer  Variablen  u  ohne  vorherige  Umformung 
des  Differentialkoeffizienten  f(x),  wie  in  vielen  der  vorhergehenden  Aufgaben  ge- 
zeigt wurde  und  nochmals  durch  die  Auflösungen  der  nachfolgenden  weiteren 
Aufgaben  332  bis  338  gezeigt  sein  soll,  wobei  auch  nach  der  Erkl.  203  jene» 
Substitutionsverfahren  wiederholt  angewandt  werden  kann,  wie  z.B.  in  der  Auf- 
lösung der  Aufgabe  339  gezeigt  ist. 

2).  Durch  Substitution  einer  Variablen  u  nach  erfolgter  Umformunc 
des  Differentialkoeffizienten  f(x)y  wie  in  vielen  der  vorhergehenden  Aufgaben  ge- 
zeigt wurde  und  nochmals  durch  die  Auflösungen  der  nachfolgenden  weiteren  Auf- 
gaben 340  bis  344  gezeij^  werden  soll,  wobei  auch  nach  der  E>kl.  203  das  i>uh; 
stitutionsverfahren  wiederholt  angewandt  werden  kann,  wie  z.  B.  in  den  Auf- 
lösungen der  Aufgaben  345  und  346  gezeigt  ist. 
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3).  Durch  Substitution  einer  Variablen  u  nach  erfolgter  Zerlegung  des 
vorgelegten  Integrals  in  die  Summe  mehrerer  Integrale  (siehe  Regel  II  in 
Antw.  auf  Frage  16,  deren  Anwendung  nochmals  in  den  Auflösungen  der  nach- 
stehenden Aufgaben  347  bis  350  gezeigt  sein  soll),  ^ie  in  der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 351  gezeigt  ist. 

4).  Durch  Substitution  einer  Variablen  u  nach  erfolgter  Umformung 
des  Differentialkoeffizienten  f{x)  und  nach  erfolgter  Zerlegung  des  nach 
dieser  Umformung  erhaltenen  Integrals  in  die  Summe  mehrerer  Integrale,  wie  in 
den  Auflösungen  der  Aufgaben  352  bis  372  gezeigt  ist. 

5)  Durch  Substitution  einer  Variablen  u  und  darauffolgender  Zer- 
legung des  nach  dieser  Substitution  erhaltenen  Integrals  in  die  Summe  mehrerer 
Integrale,  wie  in  den  Auflösungen  der  Aufgaben  373  und  374  gezeigt  ist,  wobei 
nach  der  Zerlegung  das  Substitutionsverfahren  abermals  angewandt  werden  kann, 
wie  z.  B.  in  den  Auflösungen  der  Aufgaben  375  bis  378  gezeigt  ist. 

6).  Durch  Substitution  einer  besonderen  Variablen,  z.  B.  einer  Variablen  </>, 
welche  einen  Bogen  eines  Kreises  mit  dem  Radius  1  darstellt,  wie  z.  B.  in  den 
Auflösungen  der  Aufgaben  379  und  380  gezeigt  ist. 


i):32).    ßxY 


x'-f-4a'.da; Setzt  man: 

a) 05'  + 4a*  =  u 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 

2xdx  ^  du 

^) ^^  =  "2^ 

so  erhält  man: 

a).  .  .  rdxYx^-^-^a^dx  =  hx.Yu  >~^  oder  =    ^   /  u^'.du 

Da  nun  nach  der  Integrationsformel  1  in 
Antw.  auf  Frage  23: 

u^du  =  ^ \-C  oder  =  -_-.  Vm=^+C 

4-1 
2  ^ 

ist,  so  erhält  man: 
1).  .  .  ßxVx'-\-4a^dx  =  4'T^'*^+  ^' 

oder  nach  der  mittels  der  Gleichung  a).  aus- 
zuführenden Rücksubstitution : 


A) 


.  .  .  ßxYx^-^-Aa^.dx  =  V'(a;'^  +  4a2)J  +  C 


3.3.3).    / dx Setzt  man: 

a) a'^*  =  tt 


also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 

af^^Aoa*  —  dx  =  du 

^         X 

ß).  ,  .  .  dx  =  — /  ' oder  nach  Gleichung  o).:  =  — . du 

so  erhält  man: 
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).  .  .    / dx  =  /  — .  — i du  oder  =  ri /  du 

J      X  J    X     uJga  Iga   J 


a 

Da  nun: 


fdu  =  u 

ist,  80  bat  man: 


/ 


oder  nach  der  mittels  der  Gleichung  o).  aas- 
zuführenden Rücksubstitution: 


f' 


Jgx  ^ 

Iga 


A) / dx  =  ^ — .  a 


334).    / -. dx Setzt  man: 


{2-\-x)Yl^x 


o) V^i  -f  .r  =  ti 

oder: 
«i) 1-1-07  =  u'  oder  x  =  u^  —  \ 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 

ß) dx  =  2u.du 

so  erhält  man: 

a).  .  .  / 1 dx  =  /-TT ^ — rr-     '2u,du  oder  =  2/-- — r><U 

Da  nun  nach  der  Integrationsformel  1: 
in  Antw.  auf  Frage  23: 

b).  .  -fir^ '  ^"  =  ^»"^(^^  =  w)  +  C 

ist,  so  erhält  man  hiernach  mid  nach  der 
mittels  der  Gleichung  a).  auszufahrenden 
Rttcksubstitution: 


— --        -f/j- Beachtet  man,  dass  nach  den  Regeln  der 

Va2-)-.r2  Quadratwurzelausziehung     Ya^  4- jr^    oder 

Va;2  -|-  a'  =  a:  plus  einer  solchen  Grösse 
ist,  die  als  eine  expliziete  Integralfanktion 
Erkl.  247.  Ist  eine  Grösse  durch  x'^  dar-  von  x  betrachtet  werden  kann  (siehe  Erkl. 
gestellt,  so  ist  wohl  zu  beachten,  dass  die  Grösse  247  u.  248)  und  setzt  man  dementsprechend, 
.r  sowohl  positiv  als  auch  negativ,  somit  ^^^^^  gedachte  Funktion  von  x  mit  u  be- 
auch  deren  Differential  dx  positiv  als  auch  .  ,  °  ,. 
negativ  sein  kann;  darauf  ist  besonders  bei  den  zeicnnena, 
bestimmten  Integralen  Rücksicht  zu  nehmen,       ^\  V^a*-har'  =  xA-tt 

wie  später  gezeigt  ist  (siehe  Erkl.  248).  ;•    •    •    •    r      -r  t 

und  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
Erkl.  248.  Da  a:'  =  (±r)2  und  somit  auch:   rentialgleichung: 

V^^ oder  V(± xy  =  ±x  —-1-—- .  2x dx  =  dx  +  du 

ist,  so  kann  auch  zur  Ausführung  der  durch         2ya'-t-.r^ 


JVä^^ 
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du 


dx  angedeuteten  Integration,  ana-  dx  = 


log  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  335  gezeigt  ist :  V^^M~  -^  ^ 

ß).  .  .  Va^-^x'^  oder  Yx^  -f"  ^'  =  —  x-\-u  V^a'  -i-  x'^ 

und  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe-  ~~   ar «.  Yä^~+^ 

rentialgleichung: 

oder  nach  der  Gleichang  a).: 

--—====^.2xdx=z^dx-\-du  ^+M  , 


—  u 
du  ^  Va'-h^'     ,      SO  erhält  man: 


;)....     dar  =   ! du 


oder  in  HQcksicht  auf  Gleichung  a).:  ,  /"Ijj  /"Ij, 

®    '  oder  =  / -du  oder  =  —  /  —  du 

setzen;  man  erhält  alsdann:  ^^^^'  ^^^  Frage  28: 

f-j=^_-~dx  =  f ^.^^±ü.du  2).    .    .    .     fL.du  =  lgu+C 

(j^gj..  ist,  80  hat  man  nach  den  Gleichungen  1). 

/l  pi  und  2).  nnd  nach  der  mittels  der  Gleichang  a). 

—====r==dx  =  j  —  du  vorzunehmenden  Racksabstitution: 

Da  nun  nach  der  Integrationsformel  in  Antw.  A).    /   ^  —dx  =  — Z<;CV^a'-j-a-*— a;)4-C^ 

auf  Frage  23:  J  Va'+ar^ 

- f^du^lgu  +  C 

ist,  80  hat  man  nach  den  Gleichungen  I  und  2 
und  nach  der  mittels  der  Gleichung  a).  auszu- 
führenden Rücksubstitution: 


(siehe  die  Erkl.  247  u.  248). 


A).  A7- V  T  ^^  =  ^9{^+Y^'+a^)  +  C 


'^>ö).    /-_-___.  (fj- Analog  wie  in  Auflösung  der  vorigen  Auf- 

A)..   .   f--l==dx  =  ^lg{Y^^^^-x)  +  C 

and  auch  wie  in  der  Erkl.  248  gezeigt  ist: 
y  \  x^ — a^ 


33 


')'    /  lAi   ,  r  T^  ^^ Setzt  man,   analog  wie  in  der  Auflösung 

J  y^-^-^^^  der  Aufgabe  335: 

«).     VT+  bx^  oder  /feV»  +  1 '  =  V^iT.  x-^u 

so   erhält  man  in  derselben  Weise  wie  in 
jener  Auflösung  gezeigt  wurde: 


/,.  "-  dx  =  -^  ——r  I —  du 


oder: 
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y  VI  +  0X*  yb 

oder  auch,  analog  wie  in  der  Erkl.  248  ge- 
zeigt ist: 

338).    I —         —  dx Beachtet  man,  dass  nach  den  Regeln  der 

J  arV  1  —  a:*  Quadratwurzelausziehung  Vi  — a?'  =  1  plus 

einer  solchen  Grösse  ist,  die  gebildet  wir! 

ans  einer  algebraischen  Samme  von  solchen 

Grössen,  in  welchen  x  als  Faktor  enthalten 

ist,  dass  nach  Ausscheidung  des  Faktors  i 

(in  der  ersten  Potenz)  ans  jener  gedachten 

«^«AA         j       V        1.J/11.V  Grösse,  eine  solche  Grösse  übrig  bleibt,  in 

ErkL  249.  Aus  der  nebenstehenden  Gleichung:   welcher  wiederum  x  enthalten  ist,  dass  man 

a).  .   .   .  Vi  —  '»'  =  l  +  x,u  diese  letztere  Grösse  als  eine  expliziete 

erhält  man:  Funktion  von  x  betrachten  kann,  nnd  setzt 

man  dementsprechend,  diese  gedachte  Fank- 


1-a?'  =   l-h2.ttar  +  x'u« 

ar»(M'+l)  +  2Ma:  =  0 


tion  yon  x  mit  u  bezeichnend: 

a).    .    .    .  Vi  —  a?*  =  l  +  a:.u 


a:(u2  +  l)  +  2M  =  0 
mithin:  also  nach  der  Erkl.  249: 

2m  2u 


aij*  •    •    ■    •    •    m   X  •^  — •   I    ^      2*  ^i)'  ••••••   ^  — 


» 


1-htt»  ^' 1+tt 

und  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung (siehe  Erkl.  250): 

ß) da?  =  -TT— ^ — ^r:^dn 

SO  erhält  man: 


J  a:Yr:rT^  y    --2U    / 2m_      \  *  (l+n^. 

oder: 

/• !__  .^  _  /•        (1+«')'  -2(1-«')  j. 

yxvr^^p     y-2«(i+«'-2«»)*  (i+t.»)» 


■V- 

oder: 


1).  .  .  / — jz==Tdx  =  / — ^du  oder  =  / — •du 

J  jrYl^x-^  J  u(l-M»)  J   u 

Da  nun  nach  der  Integrationsformel  2  in 
Antw.  auf  Frage  23: 

Erkl.  250.  Aus  der  nebenstehenden  Integral-  2).  ..    /— .du  —  igfM  +  C 

gleichung:                                                ^  J  ^ 

2u_  ist,  so  erhält  man  nach  den  Gleichungen  1) 

"i^-   •   •    •    ^—        i-^-u«"  und  2).  und  nach  der  mittels  der  Gleichung  aL 

erhält  man:  auszufahrenden  Rttcksubstitution,  nach  wel- 

^        {l  -^  u^),2du  —  2u,2u  du  eher* 

oder:  «2) **  — 


dx  =  TT—. — J^ du  ist: 


X 


ß).     .    .    .   (?.r  =  ^xTJivi- ''« 


(l  +  tt*)'  (Siehe  auch  die  AuflÖBungd.  Aufgabe  877  unddieBrkl.STS.» 


in  Frankfurt  a.  M.  1881. 
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Stuttgart  1889. 
Verlag  von  Julius  Maier. 

Das  vollstlndige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3—4 
Heften  zu  dem  lillli([r^n  Preise  von  25  /^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten nnd  praktischsten  Aufgaben  aas  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik ,  Physik, 
Xeehaniky  math.  Geographie ,  Astronomie  ^  des  «ICasohinen- ,  Strassen- 1  Eisenbahn-, 
Brüeken-  nnd  Hoehbaues»  des  konstroktif  en  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  rollstiadlg 
geUtoter  Form  9  mit  Tielen  Figuren  ^  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwickelang  der 
benntiten  Sätie^  Formeln 9  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapiteln 
angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung-  (in  analoger  Form  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benatzt 
werden  können.  Die  Losungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 
Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  L  nnd  11.  Ordn«,  gleieh- 
berechtigten  höheren  Bürgerschulen^  Privatschnlen^  Gymnasien  y  Realgymnasien  9  Pre* 
gymnasien,  Schnllehrer- Seminaren ^  Polytechniken,  Techniken,  Baugewerksehulei, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Torbereitungsschulen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  und  Forstwissenschaftasehulei, 
Militärschulen,  Torbereitungs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Einjährig- Frei- 
willige- und  Offlziers-Examen  etc. 

Die  Schiller,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer  werden  durch  diese.  Schritt  fOr  Schritt  gelöste,  Anfgaben- 
sammlung  immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prftfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber 
auch  die  Überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teils  der  mathematischen 
Disciplinen  —  lum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  in  xerwerten.  Lust,  Liebe 
und  Verständnis  für  den  Schulunterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Berofls- 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapital  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 
Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kl  eye  r,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen,  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Yerlagshandlung. 
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dx Setzt  man,  analog  wie  in  der  Auflösung 


339).    f  ,_L 


**«'  der  Aufgabe  337: 

Va— 6a:'  oder  V^— 6a;'+a  =  Y — h.x-^-u 

Erkl. 261.  ins dernebenstehenden Gleichung:  so  erhält  man  ganz  analog  wie  in  der  vo- 

rigen  Auflösung: 

aj Va — hx^  =:  x.u  /*        l 

erhüt  man  durch  Differentiation:                        ^)"'  I  yf^i^iTx^  ^*  ^ 
(a-6x»)^""*.  — 26icdaß  =  x.du-^-u.dx  ^L^  .  llgy  a—hx^  —  y^~b.x\  +  C 

Job  —  ti.  dx  =.  0?.  (2tt  _^_.,^_ 

Beachtet  man  hingegen,  dass: 

oder  nach  Gleichung  o). :  d,  i.  =  «  AX-? 


1 ,    .  ^i-i 

hx 


,     «.du 


dx  =  ; du 


b 

X' 


/  bx        \  '  ist,  dass  also  diese  Wurzel  ein  Produkt  ist, 

y^^m^'^^)  welches  gebildet  wird  aus  der  Grösse  x  und 

mithin:  n  /""o 

X  u  einer  Grösse  V  — r  — ^t  welche  als  eine 

t). . .  .  da?  = =— —  •  i  ti  »^     X' 

2>+m'  expliziete  Funktion  von  x  betrachtet  werden 

kann,  und  setzt  man  dementsprechend,  diese 

IrkL  252.    Beachtet  man,  dass:  gedachte  Funktion  von  x  mit  u  bezeichnend: 

1                   1               I  a).    .    .    .    Ya — 6«'  =  x.u 

i*-!-«^       ~  h  '        /   «Y*  also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Dif- 

'^\yi)  ferentialgleichung  (siehe  Erkl.  251): 


oder  =  -i^ l^.^du      ß)'    •    •    ^^  =  -7r^-^" 

Yb     ii/    **  V     Yb 

^  I  l -^=^  I  so  erhält  man: 


6  +  u» 


ist  and  setzt  man: 


a).    .    .     .  —   U 


1). .  .  /— ^-  ._^=^^ d«  =  / .'      du 

J  y^— 6aj'  J  «•«*         ^+«*' 

V^«^"""  oder  =  -^-1^  du 

»Iso  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe-  •/  ^+** 

WQtialgleichung:  Da  nun  nach  der  Erkl.  252: 

werhUt  man  aus  jener  Umformungsgleichung:  igt,  so  erhält  man  ans  den  Gleichungen  1 

Ij       r    1      ^    __  /*  1  1        ,  ^°d  2  und  nach  der  mittels  der  Gleich. «). 

J  h-^-u^  J  Yf '  T+ ^^ '  auszuführenden  Rücksubstitution : 

Hieraus  ergibt  sich  nach  der  in  Antw.  auf  B). ..  f- — — dx  = 

^^t  23  aufgesteUten  Formel  18:  J  Ya  —  bx^~ 

^er  nach  der  mittels  der  Gleichung  «).  aus-  also  ein  anderes  Integral  als  nach  der  ersten 

nifohrenden  Rücksubstitution:  Lösung  (siehe  die  Erkl.  253). 

^^«yer,  Integralrechnang  I,  1.  Teil.  16 
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Erkl.  253.   Da  nach  der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 310: 

1).  .  .  /  — -  dx  =  -     -  'ürcl  sin  =  x\/    —  I  -f  C 

und  nach  den  beiden  Auflösungen  der  Auf-    * 
gäbe  339: 

2).  .  .  f  ,_  "^ — ^  dx  =  —   -1^ .  lg  (Ya-bx^  —Y^-b. x)  - 

^     J  Ya-^bx^  Y-b    "^^^  y         J 

und  

^       J  Ya-bx^  Yb  \  xYh      / 

ist,  so  ergibt  sich  hieraus,  dass  man  je  nach 
dem  angewandten  Integrationsverfahren  für  das 

durch    /—^-....^=^dx   dargestellte   Integral 

J  Ya-bx^ 
drei  der  Form  nach  verschiedene  Resul- 
tate erhält,  wobei  wohl  zu  beachten  ist,  dass 
die  in  den  vorstehenden  Gleichungen  durch  den 
Buchstaben  C  bezeichneten  Grössen  verschie- 
dene Grössen  darstellen. 


340).     / — r-r— ^dx Beachtet  man,  dass: 

J  a-\-b-^cx^ 


1  ^  _1^      ^ 

a  +  b-^cx^         a+b'  ^ i_\  ^2 

oder  = 


^+^     - . / \ X       c 


i+CV^^r* 


gesetzt  werden  kann  und  setzt  man  nack 
dieser  Umformung: 


\     a 


X  =  u 


4-6 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 

ß).  .  .   dx  =  V^T^-  **« 

so  erhält  man: 


c 


!)•  •  'J  a-\'b  +  c^^''  -  J  a+b'T^i^'  V  ~  c 


oder: 


la).  .  .    / — -. x-dx  =  ---.—_ziz-^s=- '  /,— :  -^  du 


Da  nun  nach  der  Integrationsformel  1^ 
in  Antw.  auf  Frage  23: 

ist,  so  erhält  man  aus  diesen  beiden  Gie) 
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chungen  und  nach  der  mittels  der  Gleich.  «). 
auszuführenden  Rücksubstitution: 


^)-  •  •  y^+ftV^i  ***  = 


Vcia^i) 


•'•"('^=V^-)+^ 


(rergleiche  hiermit  die  AuflOfong  der  Aufgabe  827). 


^^)-  /siTzW+a-'*' 


3iB»  — 2a;  +  3 


1 
3 


«'— "3  «  +  1 


Beachtet  man,  dass: 
1 

—      9  ^     —         -    — 

2 


-  oder  = 


Oder  =  ^ .  — — yr-, 


i'-l) 


g-oder=    3-.-^. 


1 


1\» 


--s-+(t)+'-(t) 


oder  =  -Q-' 


1  + 


gesetzt  werden  kann,  und  setzt  man  nach 
dieser  Umformung: 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 


fi) dx 

so  erhftlt  man: 


==  Y|.(iu 


/8^i:^W3^«=/^T:f^ 


oder: 


Da  nun  nach  der  Integrationsformel  18 
in  Antw.  auf  Frage  23: 


2) 


. .  'Jj:^idu  =  arc  (tg  =  u)-\-C 

ist,  so  erhftlt  man  nach  diesen  beiden  Glei- 
chungen und  nach  der  mittels  der  Gleich,  a). 
auszuführenden  Rücksubstitution: 


oder  = 


V-2 
1 


2  V  2 


(" = -;f . ) + « 


-  •  arc  t  ta  =  —   - 


'^/ 


a+2bx-{-cx^ 


rdx 


Beachtet  man,  dass: 

1_ _    l^ 

a  +  2iÄ+ca;'   ~    c 

oder: 


1 


a    .2b      ^     , 
f-        x-\-x^ 
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1  1  .11 

oder  = 


1  1  1 


oder  = 


c     ac — &'     ,   .        c'      /     .   ^\^ 


oder  = 


1 


ac — b^ 


gesetzt  werden  kann,  und  setzt  man  nach 
dieser  Umformung: 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe> 
rentialgleichung: 

/9).  .  .  .  dx  =   y/ j —  .  dti 

so  erhält  man: 

r L ,  _  r   c        1     \/^ac-b^ 

y  a-|-2ia;+CÄ*  y  ac— Ä' '  l+u»      V  c« 

oder  =  TT»  V    — ^ /  „ ^du 

ac— **      \         c^       J  l-ftt* 

oder: 

1).  .  .  / s^ — : ^dx  =  — — tr—.-idit 

'       J  a^2hx^cx^  yac  —  b^J  1+«' 

Da  nun  nach  der  Integrationsformel  18 
in  Antw.  auf  Frage  23: 


2) 


•  •  '  f-ij^^^  "^  arc(«^  =  u)4-(7 


ist,  so  erhält  man  nach  den  Gleichungen  1 
und  2  und  nach  der  mittels  der  Oleich. «). 
auszuführenden  Bücksubstitution: 


^^- • /m^2Ät^  ^^  =  y^^W 

oder  =  -- r  •  arc  1  ig  =     ,       -^=:^^  1  +  C; 

Yac-^b^  \  Yäc^b^  J 


^^^^  /t+^^^ Setzt 


man  nach  der  Erkl.  254: 

x 
2 


l-^cosx  =  2  .  cos^  -ä 


so  erhält  man: 
Erkl.  254.  Eine  goniometrische  Formel  heisst:   a).  . .  /-:j dx  =    / dx 

a  •^    l+COSX  J    2co5»^ 

1  -t-  CO«  a  =  2  cos'    -  ^ 

^  Wird  nun: 

(Siehe  Formel  65  a  im  Lehrbuch  der  Goniometrie.)  /|* 

«) 2"  =  " 
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also  nach  der  sich  hieraas  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichang  : 

ß) dx  =  2du 

gesetzt,  so  erhalt  man  aus  Gleichung  a).: 

^)-  •  •  /t-1 ^^  =   /ö 5     '2  du  oder  =   / — - — du 

J    l-\-C08X  y    2  .  C08^  U  J    C08^  U 

Da  nun  nach  der  Integrationsformel  13 
in  Antw.  auf  Frage  23: 

2) 


.  .  .    /   -V-  du  =  tgu  +  C 

ist,  so  erhält  man  aus  den  Gleichungen  1 
und  2  und  nach  der  mittels  der  Gleich,  a), 
auszuführenden  Rflcksubstitution: 

^)-  •  •   A-r^      -^^  =  ^g^+0 

'  J    \-^C08X  ^    2      ' 


und  hierin: 

ß) tgx  —  u 

also : 
ErkL  255.  Eine  goniometrische  Formel  heisst:  ^ 

r«  u  «      ,  «   ,    r  u V'v  ^  "^    I     ._,  X      'löd  nach  der  ans  Gleichung  ß).  sich  er- 

fbiehe  Formel  W  im  Lehrbuch  der  Goniometrie.)         g^^Onden  Differentialgleichung: 

dx  =  du 


C08^X 

für 

dx  =  005^0; .  du 

oder  in  Rücksicht  auf  Gleichung  «).: 

"  1  +  u* 

so  erhalt  man: 

, — = — e^rc  =  / ^j ,  ,     ^du 

a-h  b  co8^  X  y       I   r         1  1  +  u' 

oder: 


fä+F^ol^x^''  = /a (1  Ifi-^ • -1^-«T '^«  oder  =/«^j^«.„, ''« 


mithin: 

1 


!)•  •  ■f-a-^ici^^''  "A+* ^/V-^W=-^2''« 


1  + 


(V-47-)^ 
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Setzt  man  nunmehr: 

«•) Y^-^" 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
Irkl.  256.    Nach  nebenstehender  Gleichung  rentialgleichung : 

und  nach  nebenstehender  Gleichung  /9).  ist:        so  erhält  man: 

2) u  =  tgx  r ^—^dx  == 

also  nach  diesen  beiden  Gleichungen:  j  a-^   co8 

^    '•-^^  Oder:  V    T+J 

— TT 5— da;  = 

a-\-b  cos^x 

aus  welcher  Gleichung  man  nach  der  In* 
grationsformel  18  in  Antw.  auf  Frage  23: 

J  a-{-hco8^x        "~ 

^  ^---—-  - .  arc  (ig  =  r)  +  C 
Va{a-^b) 

oder  nach  der  mittels  der  Gleichungen  «i)- 
und  ß).  auszuftlhrenden  RücksubstitotioQ 
(siehe  Erkl.  256): 

^)'  '  '  /      .  r — t    dx  =z  .-——•  arcltg  =  tax  y   — -r-r  |  +  ^ 

erhält. 

346).    /-— r^^;7r-d« Setzt  man  nach  der  Erkl.  257: 

C08  X  =   

Erkl.  257.  Eine  goniometrische Formel  heisst:  i^tgt^ 

a) co«2a  =   g^jy«-^^«  und  hierin: 

ctga  +  tga  ^ 

(8i«he  Formel  88  im  Lebrb.  der  Goniometrie.)  a) f^  —  ^  tl 

Setzt  man  in  dieser  Formel:  also* 

1  /  1-i* 

so  erhält  man:  und  nach  der  aus  der  GleicWg  «).  sie 

_\ *g  ergebenden  Differentialgleichtt^g  (siehe  di 

,os2.=  ''\^-^  Erkl.  258):  ^ 

oder:  so  erfaält  man: 

I 
.i 

k 

i 
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b) cos  2  a    =       ;:—-    /,- 

und  hieraus  erhält  man: 
•      2  ff  =  a 


/ 


1 


a-\-b  cosx 


f 


also  a  -= 


-^   gesetzt; 


oder: 


1_„2       IL  ,,2 


du 


c). 


l-«^'^ 


ce 


COS«  = 


i+tg 


2  « 


!)•  •  •  / — r-r ^^  = 

oder  ==  2^- 


1 


du 


du 


Erkl.  258.    Aus  der  Integralgleichung: 

X 

OL] ig  '    ^^  u 

erhält  man  durch  Differentiation: 

1  1 


-i-&-|-(a— Ä)u' 

Durch  weitere  Umformang  erhält  man  aus 
dieser  Gleichung: 


!•) 


••y  «+* 


dx  = 


cosx 
2/ 


co«^ 


X 


efa;  =  du 


oder: 


oder 


=  -2-/1 


^f-y, '-.— <*« 

a-J-o 


1 


») dx  -=  2,cos^ ^-du 

Beachtet  mannunmehr,  dass  nach  der  Erkl.  254 ; 


bi 


2  CO«*  -^   =    1  +  CO«  05 


1  + 

Setzt  man  nunmehr: 

..) VI 


(V^.|-f") 


du 


—  & 


+  * 


tt  =  « 


uid  dass  nach    nebenstehender   Substitntions- 
gleichung  a,).: 

c) cos«  = 

ist,  80  erhält  man  aus  den  Gleich,  a).  bis  c). 


also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 


ß,) ^«=  Y  -ä-r^ 


so  erhält  man: 
1 


mithin: 


/ 


-  dx  = 

a-{-hco8x 

2 


1) dx  =  -, —  -=  'du 


dx    =    --j=r— l^r—. ydV 


oder: 

Da  nnn  nach  der  Integrationsformel  18 
in  Antwort  auf  Frage  28: 


2) 


•  •  JY^^ei  ^«  =  «rc  {tg  =  «)  +  0 


A) 


■  •  V  «+* 


C08X 


dx  = 


ist,  so  erhält  man  aus  den  Gleichungen  1 
und  2  und  nach  der  mittels  der  Gleich,  aj). 
und  a).  auszufahrenden  Rücksubstitution: 

2 

•  .  zur/»  I  f/t  ——  f.n  - 


Ya'^-b'^ 


-arc 


('.'  =  "lYaff)  +  <' 


347).  f{l2x'^-\-e'  —  co8x)dx  .    . 


Man  beachte,   dass  nach  der  in  Antw. 
auf  Frage  16  aufgestellten  Regel  II: 
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f(l2s6^  -I-  «^  —  CO«  x)  dx  =  /12a;*  dx  -\-f^  dx  —feos  x  dx 

gesetzt  werden  kann.  Nach  dieser  Zeriegang 
and  mittels  Anwendung  der  entsprechenden 
Fnndamentalintegrationsformeln.  (siehe  die 
in  den  Antw.  aof  die  Fragen  14  u.  15  auf- 
gestellten Integrationsformeln)  erhält  man: 

A).  .  . f{l2x^  +  ff"  —  €08 x) dx  =  2««-|-e*  — «»«+  C 


848) 


.    /(— rir^  —  2Yx^ -{-  —  jdx    .    .       Man  beachte,  dass  analog  wie  vorhin: 

gesetzt  werden  kann.  Man  erhält  nach  die- 
ser Zeriegang  und  nach  ümschreibang  der 
in  den  beiden  letzten  Integralen  rechts  ent- 
haltenen Differentialkoeffizienten  als  Poten- 
zen, mittels  Anwendung  der  bezügl.  Fanda- 
men talintegrationsformeln  : 


8 


349).    l(4co8x  +  S8inx  —Yx)dx     .    .    .       Analog,  wie  in  den  Auflösungen  der  beiden 
^  vorhergehenden  Aufgaben  347  und  348  ge- 

sagt, erhält  man:  | 

4  C08 X -\- S  sin X  —  Y^Jdx  =  4:8inx  —  Scoaar  —  — ar^-J-C 

350).     /  I  tt:^?  +  T/~^ \dx  ,    .    .    .       Analog,  wie  in  den  Auflösungen  der  Auf- 

J  \   -T  yx       ^ )  ^8^^^\i  347  und  348  gesagt,  erhält  man: 

^^'-  /(l+^»"^  VT~  ^x)^"^  "^  arc{tg  =z  x)J^2yx^lg  ar  ^C 


=  y 


351).    I  yhx^  —  1  x^-\-    i_y  \,'^)dx    .    .       Analog,  wie  in  den  Auflösungen  der  Auf- 
^    '         ^;_j-^  -t-i/  gaijgjj  347  uQ^  343  gesagt,  ist: 

Jy.dx  =  ßx\dx^jlx\dx-^pj^f^''^dx 

Nach  dieser  Zeriegang  erhält  man  in 
Rücksicht  darauf,  dass  man  die  beiden  ersten 
rechts  angedeuteten  Integrationen  nach  der 
Integrationsformel  la  in  Antw.  auf  Frage  15. 
die  dritte  rechts  angedeutete  Integration 
aber  ausführen  kann,  analog  wie  in  Auf- 
lösung der  Aufgabe  229  gezeigt: 

A)...y^5x^-7a.^  +  -,~^^— jera;=  — ^  -  +  Z^(a:»  +  x»+ 1)  +  r 
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352).  f(a  +  bxydx Beachtet  man,  dass: 

(a  +  hx)^  =  tt»  +  2a5a5  +  a;' 

gesetzt  werden  kann,  so  erhält  man: 

/{a  +  hxydx  =  /{a^  +  2ahx  +  b^x^)dx 

und  somit  nach  der  in  Antw.  auf  Frage  16 
aufgestellten  Regel  II: 

/(a  +  bx)^  dx  =  /a«  dx  +f2abx  dx  +fb^x^  dx 

Führt  man  nnnmehr  die  rechts  angedeute- 
ten Integrationen  nach  den  entsprechenden 
FundamentaMntegrationsformeln  einzeln  aus, 
so  ergibt  sich: 

A).  .  .  f{a  +  bx)idx  =  a^x+abx^'\-~-  +  C 


353).  J'{a-\-x){b--x)dx Beachtet  man,  dass: 

(a  +  a:)(6  — a?)  =  ab-\-bx  —  ax-—x^  oder  =  ab +  (6  —  a)aj  — «* 

gesetzt  werden  kann,  so  erhält  man,  analog 
wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  352  gezeigt  ist : 

/(a  +  x)  (6  —  x)dx  =  y [a&  +  (6  —  a) a?  — - «']  dx 

oder: 
fia  +  x){b  —  x)  dx  =  fab  dx  -i-fib  —  a)xdx  — /«'  dx 

oder: 
f{a  +  x)(b'-x)dx  =  abfdx-i-ib  —  ajfxdx—fx^dx 

und  hiemach: 
(a  +  x)(b-^x)dx  =  a6a;+(6-a).-|---|-+C 

3^^)-    /sin^xcos^x^^ Beachtet  man,  dass  nach  der  Erkl.  259: 

1  =  sin^x-^-cos^x 
ist,  und  setzt  man  hiemach: 

1      _    sin^x  -{-  cos^x      -      __        sin^x  cos'^  x 

sin^xcos'^x   ~~      8in^xco8*x  """    ain^xcö^^^  sin^xcos^x 

oder  =  = \- 


cos'^x        sin^x 

SO  erhält  man  nach  dieser  Zerlegung  des 
Differentialkoeffizienten : 

!)•  •  •  /-^-5 i— da;  =  / =— (1«  +  /^-«— da? 

^        J  8%n^xco8^x  J  cos^x  J  8%n^x 

und  hieraus  ergibt  sich,  da  nach  den  in 
Antw.  auf  Frage  14  aufgestellten  Integra- 
tionsformeln 9  und  10  (siehe  Erkl.  169): 

Erkl. 259.  Eine goniometrische Formel heisst:   2) J~io8^x^^  ~  tgx+C 

«n'  a  +  C08^  a  =  1  ^^^  /.     ^ 

(Siehe  Ponnal  18  im  Lehrbuch  der  Goniometrie.)  3) /"~^,-> — do!  =  — Ctg  X  +  C 

/     8ltl*X 

ist- 

r      1 

A). .  .   /-^-^ ^—dx  =  tgx  —  ctgx  +  C 

J  8in^xcos^x 
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,     - —  dx Beachtet  man,  dass : 

^'-''  14-.  1 


l+X  1  ,  X 

— ^ 


V^i-x'       Vi—«'      Vi  —  «* 

gesetzt  werden  kann,  so  hat  man  in  Rück- 
sicht darauf: 

1).  .  .  f-4M^dx  =  f(-J=  +  —^=^\äx 

oder  =  /     ,         —  dx  ■+•  1    ,         :=-  dx 

Da  nun  nach  der  Integrationsformel  11 
in  Antw.  auf  Frage  14: 

2).  .  .  /     .         —  dx  =  arcißin  =  x)  -+-  C 

yvi-«' 

und  nach  Auflösung  der  Aufgabe  223: 
3).  .  .  f  .  ^  —  d«  =  —  Vi— «'-h  C 

ist,  so  erhält  man  nach  jener  Umformung, 
der  darauffolgenden  Zerlegung  und  der  daran 
sich  schliessenden  Integration  (und  in  Rück- 
sicht auf  Anmerkung  6): 

A).  .  .  f   IJl^--  dx  =  arcisin  =  ac)  —  Vi  — «^  -f-  C 

J  Vi  —  ^^ 


'■fVi^. 


856).    /  V  T-^ — ^* Beachtet  man,  dass: 


y/  1 +^  =  .VI+JL  oder  =  VHI^4±f 
Y    i-Ä        Vi-«  Vi-«. V^l-t-o: 

Oder  =  -  ^^M^=  oder  =  -?± * 
V(l— a;)(l+Ä)  Vi  —  x^ 

ist,  so  hat  man  in  Rücksicht  darauf: 

^    J  V  1-«        y  Vi  —  «» 

oder  nach  Auflösung  der  vorigen  Aufgabe  355 : 
A).  .  .  /   Y    j^^  <?«  =  arc{8in  =  «)  —  Vi  —  sc^  -t-  C 


/2a; -f-  1 
3_T,   f?« Beachtet  man,  dass: 

2a;  +  l   _      2a? 

«.2     11  -.2     11*1 


a;2+l  «2+1    ^  Ä»H-1 

gesetzt  werden  kann,  so  hat  man  in  Rück- 
sicht darauf: 


!)•  •  -f^T^"  =/(pTr+i^)'**  '^'^  '-^/^^^"-^fi^^i^' 


Da  nun,  analog  wie  in  Auflösung  der  Auf- 
gabe 246  gezeigt: 
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2). 


.  ./^^d«  =  ^gix^+i)  +  c 


und  nach  der  in  Antw.  auf  Frage  14  auf- 
gestellten Integrationsformel  13: 

ist,   so  erhält  man  aus   diesen  drei  Glei- 
chungen: 

A). .  .yif-Jy  dx  =  1gix^+l)  +  are(tg  =  x)  +  C 

Y^~~r  ^* Analog  wie  in  Auflösung  der  vorigen  Auf- 

'  ^  gäbe  357  setze  man: 

1  +  «     «         1         .        ^        oder  -  _1_4-1        ^^ 

Man  erhält  alsdann: 

y  1-h«*  J  1-h«*  2y  l  +  ac» 

und  somit,  da  wie  in  voriger  Auflösung  gesagt : 

^^'  •  • /ynrjr^^  =  arc(tg  =  «)  +  c 
und 

8).  .  'f-Y^d^  =  Zi?(x2+1)  +  C 

ist: 


359). 


.    I— dx Beachtet  man,  dass: 


a).  .  . ' = , oder  =      rr-:       r 


oder  =  :=^=:z —  oder  = 


gesetzt  werden  kann,  so  erhält  man  in  Rück- 
sicht darauf: 

oder  =    /— 7= dx-^d^.  I — , dm 

J  Yx^  —  a^  J xYx^-a^ 

Da  nun  nach  Auflösung  der  Aufgabe  220: 

und  nach  Auflösung  der  Aufgabe  331: 

3).  .  .   /-- =  — arc(«6C=:  — l  +  C 
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A). 


ist,  80  erhält  man  ans  diesen  drei  Gleichon- 
gen  nach  erfolgter  Yereinfachong: 

.  .  / äx  =  V^  —  «  —  a,arc  I «ec  =  — I  -f  C 


Brkl.  260.    Den  Ausdruck:  —^~ — r-  kann 

X*  —  a} 

man  wie  folgt  in  die  Summe  zweier  einfacheren 

BrQche  zerlegen. 

Man  heachte,  dass: 

a) «'  —  a'  =  {X'\'  a)(x  —  a) 

ist,  dass  also: 

^.       L_  ^ L 

aj2  —  a'  (x  -\-a)(x  —  a) 

gesetzt  werden  kann;  dass  ferner: 

1  A       .       B 

c). = 

(a;-|-a)(a5— a)         x-\-a        «  — a 

gesetzt  werden  kann,  wenn  A  und  B  zwei  noch  so 
zu  bestimmende  Grössen  o;  bedeuten,  welche 
die  Eigenschaft  haben,  dass  die  durch  diese 
Gleichung  c).  ausgedrückte  Identität  für  jeden 
beliebigen  Wert  der  Grösse  x  besteht,  dass 
also  auch  diese  noch  unbestimmten  Grössen  A 
und  B  der  aus  der  Gleichung  c).  sich  ergebenden 
einfacheren  Gleichung: 

Ci) A{x  —  a)  +  B{x-^a)  =  1 

genügen.  Zur  Bestimmung  dieser  sogen,  unbe- 
stimmten Koeffizienten  A  und  B  beachte 
man,  dass  für: 

a) X  =  a 

die  Gleichung  C|).  übergeht  in: 

ui.0  +  2a.B  =  1 

und  dass  sich  hieraus: 

1) ^  =  ^ 

ergibt,  dass  ferner  für: 

ß) X  ^:=  —  a 

die  Gleichung  c^).  übergeht  in: 

—  2a.il. +B.0  =  1 
und  dass  sich  hieraus: 

2) ^  =  -2T 

ergibt,  dass  also  in  Rücksicht  auf  die  Gleich.  1 
und  2  die  Gleich,  c).  und  somit  auch  die  Gleich,  b). 
übergeht  in:  ^  2 

1         _    """20"    ,     "20" 
'  x^  —  a'  x-\-a     '    X  —  a 

(AQtfnhrliohes  Aber  die  Zerlegungen  oder  Umformun- 
gen rationaler  gebrochener  Funktionen  findet  man  in  den 
Bpftteren  Teilen,  welche  apesiell  Aber  die  Integrationen 
rationaler  gebrochener  Funktionen  handeln.) 


Beachtet  man,  dass  nach  der  £rkl.  260: 

__  l  1 

1 


""T^        "2^ 

'    x  —  a 


x^—a^  x-\-a 

gesetzt  werden  kann,  so  erhält  man  nach 
dieser  Umformung: 

J_  1 

2 


J  x^ — a*  J  \  X'\-a         X  —  aj 


dz 


oder: 


2a  J  X  —  a 

Da  nun,  analog  wie  in  den  Anflösungen 
der  Aufgaben  230  and  231  gezeigt: 


dx 


2) 


und 


3) 


.  .  .  / dx  =  lg(x  —  a 


)+C 


ist,  so  erhält  man  nach  diesen  Gleichangen 
1  bis  3: 


A) 


-±-lg^X-<,)+C 

1 


oder  = 


Iff^^  +  C 


2a    '^  ac-f-ö 

2a 


oder  auch 


oder  auch 


X  —  a 


+  c 


1     «+a 
a  ^    \     x-{-a 
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^')-  J^ 


—^dx Analog  me  in  Auflösung  der  vorigen  Auf- 

^  gäbe  360  erhält  man: 

^)-  •  f-Y^-T^^  =  4-''^9  "---  +  Coder  auch  =  -.?^  V    ^-  +  C 

362).    /-T _Ti^  ^* Analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  360 

^  ^'  gezeigt  ist,  erhält  man: 

y  a'  — 6'a;»  2ah  ^  a^bx^ 

(Vergleiche  hiermit  das  BeealUt  der  AoflOinng  der 
Aufgab«  258.) 

363).    /^^^  dx Beachtet  man,  dass  nach  der  Erkl.  261: 

.  X       __        1        «^  ^    _    * 

ErkL  261.    Den  Ausdruck:     V"       kan»  gesetzt  werden  kann,  so  erhält  man  nach 

.      Tt     ^  dieser  Umformung: 
man  wie  folgt  in  die  Summe  zweier  eintacne- 

rer  Brüche  zerl^en.  ix    i   ^      üt  —  fl          ^        i ?- \dft^ 

Man  beachte,  dass:  Va:*~4"^  V  V    4(a:'+2)"^4(x»-2)r'' 

^) x*-4  =  (.^  +  2)(«»-2)  oder  =-1  A^dx  +  IA^dor 

ist  dass  also:  4yx»-h2        ^  4^  a:*-2 

.                        g 1 Da  nun,  analog  wie  in  der  Aufgabe  239 

' a:4_4   —  *'  (3.24.2) (x2— 2)  gezeigt: 

gesetzt  werden  kann;  dass  femer:  „,          /*     «              1    7   ^  •»  1  ox   .   n 

gesetzt  werden  kann,  wenn  A  und  B  zwei  noch  J  x  —  i          ^ 

soza  bestimmende  Grössen  bedeuten,  welche  ißt,  so  erhält  man  nach  diesen  Gleichungen 

oie  Eigenschaft  haben,   dass  die  durch  diese  1  i,;«  q. 

Gleichong  c).  ausgedrückte  Identität  fOr  jeden  ^  ^^  ^' 

beliebigen  Wert  der  Grösse  x  besteht,  dass  ..         P     x       ,     _        ^  7   r  2_j_o\_l 

also  auch  diese  noch  unbestimmten  Grössen  ^)' '  • /v^^        —  —  ^  ^9\P  -T  ^)-r 

i  and  B  der  aus  der  Gleichung  c).  sich  er-  ^ 

gebenden  einfacheren  Gleichung:  Qgx^  —  2)  -f-  <^ 

CO.  .  .  .  ^(x«-2)+B(«'+2)  =1  ,            1  r;   .  2     o^      7  /  2^9^1^  n 

genügen.    Zur  Bestimmung   dieser  soeen.  un-  ^^^'  =  y  [/i7(a.'-2)- ?(7(x'+2)]+  C 

bestimmten   Koeffizienten  A  und  J?  be-  1         /(.2  _  2 

achte  man,  dass  für:  oder  =  y?^  a?»-i-2  ^^ 

(t) Ä^  =  2  8    

^e  Gleichung  cj.  übergeht  in:  ^^^^  ^  lg\f  ^^""^  +  0 

rad  dass  sich  hieraus:  ^      -t    /    2 2 

1). B  =  i  «^«'  "^"^o''  =    2"'^'  V  -^^^^  ^ 

'    '                    4  .                             

ergibt,  dass  femer  für:  ^^er  auch  =  \ lg\f  ^^fzl.  +  c 

^\ Ä»  =  — 2  4        1     a:  -i-^ 

^e  Gleichung  cj.  übergeht  in: 

^._-4_^.j5.0=  1 
iDd  dass  sich  hieraus: 
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2) ^  =  -i 

ergibt,  dass  also  in  Rücksicht  auf  die  Gleichun- 
gen 1).  und  2).  und  c).  die  Gleichung  b).  über- 
geht  in:  ^  ^  ^ 

X         _        1 4  4        I 

oder  in: 

X        Ircl  X 

^j'  *  '  'zr~~T  —       T":::r2~  i  "o  + 


«*  — 4  4     x^-\-2  '4     Ä»  — 2 

(siehe  die  ErU.  260). 


364).    /    4__i,*a*  ^^ Beachtet  man,  dass: 


_1 1 1_    (o'-&»g»)  +  (o»+ft^/-] 

gesetzt  werden  kann  (zu  demselben  Besoltat 
gelangt  man,  wenn  man  nmformt,  analog 
wie  in  den  Erkl.  260  und  261  gezeigt  ist), 
so  erhält  man  nach  dieser  Umformung: 

Da  man  nun,  analog  wie  in  der  Aufgabe 
362  gezeigt  ist: 

2).    /       \       dx  =  J^.Jg^^±^^C 
'   J  a^—h*x^  2ah    ^  a — bx 

Da  femernach  der  Anflösungder  Aufgabe321: 

ist,  so  erhält  man  ans  diesen  Gleichungen 
1  bis  3: 

r       1  ,  11         /  5a;\   ,     1        1    -     a+bx     n 

J^}^^l^^''^ü}'l^'''''y^^-cr)  +  2^^^ 

oder: 

^       J  a* — 6*«*  2a'ft        \  a  /       4o*o      a — bx    ' 

,    /  — ,  :-o o  ^^ Beachtet  man,  dass  nach  der  Erkl.  262: 

X  __         1  3 

Krkl.  262.  Den  Ausdruck:  -,  -^  -  ,  kann  ^H-^^  ~  W^^      4(^+3)- 

x^-^zx'-'ö  gesetzt  werden  kann,  so  erhält  man  nach 

man  wie  folgt  in  die  Summe  zweier  einfache-  dieser  Umformung: 
rer  Brüche  zerlegen.  ^  /»         i 

Man  beachte,  dass  nach  der  Erkl.  263:  / *___    ^^  __  /  r_  J .        ^_   T/j 

a).  .  .  a;»  +  2«-3  =  (a;-l).(a;  +  3)  y  a;*+2x-3  J  L4(a;-l)^4\x4-3jJ 

ist,  dass  also:  oder: 


365} 
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M-     -zT-rt:^-^  =■-—.',— o^  1)- •  • /sH--fc=S ***  =  v/ari r ***  + 


X  __.  X 


gesetzt  werden  kann;  dass  femer:  3    /*    1 

dx 


(jc-l)(a:+3)         «  —  1  "^  x  +  3 


c).      =  — I *'-  -  '*J    a?  +  3 

(jc-l)(a:+3)        «  —  1       x  +  3  Da  nun  nach  der  Erkl.  218  oder  analog 

gesetzt  werden  kaim,  wenn  A  und  B  zwei  noch  ^^^  Auflösungen  der  Aufgaben  229  bis  231: 
so  zu  bestimmende  Grössen  bedeuten,  welche  ^  ^ 

die  Eigenschaften  haben,  dass  die  durch  diese  «.  /*    1      ^     __  j  /        i\ 

Gleichung  c).  ausgedrückte  IdentitÄt  für  jeden   ^^ J  x  —  \         ~  f^KP—^) 

beliebigen  Wert  der  Grösse  x  besteht,  dass  und 

also  auch  diese  noch  unbestimmte  Grössen   3) j_  _i ^^  -.,.  iqlxA-Z) 

A  und  B  der  aus  der  Gleichung  c).  sich  er-       y«-+-8  if\^^) 

gebenden  einfacheren  Gleichung:  ist,  so  erhältmanausdenGleichangen  1  bis3: 

Ci)..  .   .^(x+3)  +  JB(«— 1)  =  «  ^        ^  ^ 

genügen.    Zur  Bestimmung  dieser  sog.  unbe-    A).  .  .  1  ^2^2x—Z^^  ~  -^-^pC«— 1)  + 
stimmten  Koeffizienten  A  und  .B  beachte  •/       t* 

man,  dass  für:  A.j^(a;^3) 

a) Ä  =   1 

die  Gleichung  c^).  übergeht  in: 
^.4  +  3.0  =  1 
und  dass  sich  hieraus: 

■' -I 

ergibt,  dass  für: 

ß) «  =  — 3 

die  Gleichung  Ci).  übergeht  in: 

^  0  +  B.— 4  =  —3 
und  dass  sich  hieraus: 

-'•..♦..•     B  ■=^  -\-  --- 

ergibt,  dass  also  in  Rücksicht  auf  die  Gleichun- 
gen 1).,  2).  und  c).  die  Gleichung  b).  übergeht  in: 

^ =  L  Ä_+jO 

«»-|-2x— 3  Vä  — l~a;+3/ 

oder  in: 

V  _x J^   _1     ^       1 

*^""  x^-t-2aj— 3  4  "ä  — i"^  4  'a5-t-3 


Srkl.  263.  Den  Ausdruck:  x'^'\-2x  —  ^ 
k&nn  man  wie  folgt  in  ein  Produkt  zweier 
Faktoren  zerlegen« 

8etzt  man: 

a) a;*  +  2a;  — 3  =  0 

und  löst  diese  anrein   quadratische  Gleichung 
nach  X  auf,  so  erhält  man  der  Beihe  nach: 

Ä'  +  2a;  =  3 

«2  +  23?  + (1)2  =  3  +  (ip 

(x+l)«  =  34-1 

Ä+l  =  ±V4 

X  —  -  1±2 

mithin: 
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a) «1  =  +  1 

und 

ß) xj  =  -  3 

Man  hat  somit  nach  dem  in  der  Erkl.  264 
erwähnten  Satz: 

x^  +  2x--S  =  (o;— l).(aj 3) 

oder: 

1).  ..05^  +  2«  — 3  =  (a5  — l).(a;  +  3) 

Brkl.  264.  Ein  Satz  ans  der  Algebra  heisst: 

„Jedes  Polynom  von  der  Form  a?'+*^+^ 
kann  in  ein  Produkt  zweier  Faktoren  (x—x^) 
und  (x  —  x^)  zerlegt  werden,  wenn  x^  und 
x^  die  Grösse  x  für  solche  derselben  zu- 
kommenden Werte  bedeuten,  für  welche 
jenes  Polynom  =  0  wird." 

In  Zeichen: 

(a;'  +  a6  +  6)  ==  (x  —  Xi).(x  —  a?,) 


366).    f^-^^dx Setzt 


man  nach  der  Erkl.  265: 


,  x^—^ax       '      ,       ,       4a« 

a).  .  . -j, —  =  aj+a4- 


X — 4a  '    X  —  4a 

_,,^        _  ,         x^  —  ^ax  so  erhält  man  nach  dieser  Umformung: 

Erkl.  265.    Den  Ausdruck: -. —  kann         ^  „     « 

X  —  4a  fx^—Zax  ,  /V  4a*    \  , 

man  in  eine  Summe  mehrerer  einfacher  Aus-       /~~x^^4ä~        ^  /  v  "^^"^'g 4a) 

drücke  in  x  zerlegen,  wenn  man  die  durch  diesen  ^                            ^ 

Ä'^''^  angedeutete  Division  wie  folgt  aus-  ^^^^  ^  fxdx+  fadx+  f   ^    dt 

^._.                  ^.  .  oder: 

4  a» /— i--  dJ 
Da  nun:  J  «—4a 

2) fxdx  =  -?-  +  (7 

3) /  dx  =  X 


BiTidend 

x^  —  3aa5 

DiTisor 

x  —  4a 

x^  —  4aa5 

x-^-a 

Quotient 

ax 
ax  —  4 

-     + 

la» 

4  a*  =  B«it 

Bricht  man  hier  die  Division  ab,  so  muss: 

4  a*  ^ 

a) a:-  4a  =  aj+  a  +  -^— -^  ^^  ^^^  ^^^  ^  ^^^  ^^j^  ^^g  anfgesteUten 

sein.    (Siehe  den  Abschnitt  II,  5  in  dem  Lehr-  ^^S^^' 

buch  der  Potenzen  und  Wurzeln.)  j\      /*     1 

Ausführliches   über   derartige   Zerlegungen  ^h     / -^3^  a«  =  (</(«  — 4a)  +  C 
rationaler  algebraischer  Funktionen  ist  in  dem         ^ 

späteren  Teile  enthalten,  welcher  über  die  In-  ist,  so  ergibt  sich  aus  den  Gleichungen  1  bis  4: 
tegrationen  rationaler  algebraischer  Differential-  /*'e*— Sa«  «;* 

funktionen  handelt  A).  /      __        dx  =  Y+a«+4a*Z^(«-4a)+C 


^^"^^    flci^i^-f^S^^ Setzt  man  (siehe  Erkl.  266) : 


2x^^ 
3a5-+-5  3  "^    3' 


x2-10x-h28  2     i*  — lOx-i-28 

oder: 
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Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliehes  zur  Seite  steht ^  erscheint  monatlich  in  3 — 4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlang  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  aas    dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik,   Physik, 
Mechanik,  math.  Geographie,  Astronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-,   EiseBbahn-, 
Brfleken-  nnd  Hochbanes,  des  konstrnktiTeu  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  ToUstlndig 
gelöster  Form,  mit  Tiden  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entvriekelniis    der 
benutsten  Satze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so   dass   die  Ltösang 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapiteln 
angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benatzt 
werden  können.   Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.   Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaitsverzeich- 
nis,  BerichtigUDgen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 
Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-natarwiaaen- 
Bchaftlichen  Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  und  II.  Ordn«,    gleich* 
berechtigten  höheren  Bürgerschulen,  Privatschulen,  Gymnasien,  Bealgjmnasien  ^  Pro- 
gymnasien,   Schullehrer- Seminaren,  Polytechniken,    Techniken,    Baugewerksehulea, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Yorbeteitungsschnlen  aller  Arten,  gewerblielie 
Fortbildungsschnlen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  nnd  Forstwissenscliaftsscltvlen, 
Militärschuleu,  Yorbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  daa  Eii^ähricr- Frei- 
willige- und  Offlziers-Examen  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  techniachen  and 
naturwissenschaftlichen  Fächer  werden  durch  diese.  Schritt  f9r  Scliritt  gelöste,  Aofgaben- 
sammlung  immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungren  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prttfnngen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber 
auch  die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgefahrt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schal- 
Unterricht  geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teils  der  mathematischen 
Disciplinen  —  zum  Aufldsen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  2eit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zn  Idsen,  die  ^^^ 
habten  Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  aninwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Luat,  Liebe 
und  Verständnis  für  den  Schulunterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  EcDUtnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Berufs- 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapital  lebendige  Kraft  verleihen  nnd 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Forscknngeia  geben. 
Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben  werden  mit  Dank  von  der  Kedaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet  —  Wünsche,  Fragen  etc«,  welche  die  Hedaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser 
Dr.  Kl  eye  r,  Frankfurt  a.  M.,  Fißcherfeldstrasse  16,  entgegen,  und  wird  deren  ErlediffanJ 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Yerlagshaiidlnngf. 
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Krkl.266.    Jede  der  in  den  Aufgaben  367  a;»-10«H-28         2  '  x'- 10a;  +  28 

Dod  368  enthaltenen  Di£ferentialfunktionen  kann      ,      3  2x  — 10         ,  20 

mn,  wie  in  den  Auflösungen  dieser  Aufgaben   ^®^  "~  2  '  x^ 10a: +28    '    x^ 10a;-*- 28 

gezeigt,  darch  entsprechende  Umformung  des  be- 
treffenden Differentialkoeffizienten  in  die  Summe  ^^g^  _.  A ,       2a;  — 10         20 

zweier  Differentialfunktionen  zerlegen,  von  wel-  2  '  a;' —  10fl5  4-28    '    3  4-(aB  —  5)' 

den  der  Differentialkoeffizient  der   einen  ein   ^^  ^«vku  «.««  «««i,  ^;-c«*  jir^fr.^^^^^. 
Brach  ist,  dessen  Zähler  die  erste  abgeleitete  so  erhält  man  nach  dieser  Umformung: 

Integralfunktion  (der  erste  Differentialquotient)  /'3£+5  8      P   2x  —  10 

des  Nenners  ist,  wodurch  diese  betreffende  Diffe-  !)•   /  *2_ioi4-28  ~    2  "  /  i*— 10a; +28 
rentialfanktion  nach  der  in  der  £rkl.  218  auf-        ^  *^ 

geBtellten  Regel  integriert  werden  kann.  oa    /*  1  j^ 

Da  nun  nach  der  in  der  Erkl.  218  auf- 
gestellten Regel: 

2).   /!!^f^Zll9L^da;  ==7fl(a;'--10«+28)  +  C 
Krkl.  267.    Setzt  man  in  der  in  Auflösung     '  J  a?»  — 10a;4-28 

derAufgabe325  aufgestellten  Integrationsformel:  ^^d  da,  analog  wie  in  Auflösung  der  Auf- 
^.  f_l ^    _  J_       /.  _^^+<i\,r  8*^^®  ^25  gezeigt  (siehe  Erkl.  267): 

a»  ==  3;  also  a  =  V^  V  3+(a:-5)«  V^3  V         ^3  j 

5jr-f  c  =  a;—  5;  also  5  =  1  und  c  =  —  5      so  erhält  man  nach  diesen  drei  Gleichungen 
10  erhält  man:  ^^^  ^^eh  einigen  Vereinfachungen: 


20  /-,  a;  —  5 

\^3        y.^      V^3 


-0^=^-^)+^ 


5a;-3         _    5    _J*^^"5" 
Ä*+r2x-f45  2  '  a;2-f  12a;4-45 

2a;  +  12--^^ 
Krkl.  268.     Setzt  man  in  der  in  der  Auf-   ^4^-  „   ^        _      __       5 
»snng  der  Aufgabe  825  aufgestellten  Integra-  2  '  a;^-|-12a;  +  45 

^^^^"^«^=  .      _   5  2^+12 __33    _ 

a^  =  9;  also  a  =  3                         oder  _    ^-.  ^2^i2a:+45        9  +  (a;  +  6)' 
bx+c  =  «4-  6;  also  6  =  1  und  c  =  6       g^  g^hält  man  nach  dieser  Umformung: 
80  erhält  man:  P    hx 3  5      /*   2a;4-12 

Da  nun  nach  der  in  der  Erkl.  218  auf- 
gestellten Regel: 

Kleyer,  InUgnürechnang  I,  1.  Teil.  17 
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und  da  ferner,  analog  wie  in  Auflösung  der 
Aufgabe  325  gezeigt  (siehe  Erkl.  268): 

ist,  so  erhält  man  aus  diesen  drei  GleichuDgen : 


869).  fco8^x,dx Setzt  man  nach  der  Erkl.  269: 

,            1  + CO«  2a;      -  1,1  « 

coa^x  =     -— o oder  =   ^  +  o  c^*  2x 

so  erhält  man: 

icoa^x.dx  =  /(  9  +  h  co«2ar)d« 


oder: 


Erkl.  269.  Eine  goniometrische  Formel  heisst: 
a)    .    .    .    .  l-[-co«2a  =  2co8^a 

(Siehe  Formel  65  io  dem  Lehrbuch  der  Goniometrie.)  T)q   nun* 

Nach  dieser  Formel  ist:  ^  ^ 

1    i_^^«o«.  2) I  dx  =  X 

, .  ,  1  -f-  CO«  J»  '  J 

w\\  C08    X   '~~    — ■ ■ — 

2  und  nach  der  Auflösung  der  Aufgabe  289: 

3).  .  .  jco82x.dx  =  -^  «n2a5  +  C/ 

ist,  so  ergibt  sich  ans  den  Gleichungen  1  bis  3: 

/l         1 
co8^  xdx  =  p  ic  +  j  **w  2«  +  C 


370).  fa^(l—'C08<fyd(p Beachtet  man,  dass  tp  die  Variable,   dq 

deren  Differential  ist,  und  setzt  man: 

(1  —  cos  (p)^  =1'  —  2. CO«  <p  -|-  €08"^  <f* 

und  beachtet,  dass  nach  der  Erkl.  254: 


,  1  +  C0«2a) 

co8^q>  =  — —g. — -- 


ist,  so  erhält  man: 
faHl  —  cosipy.dtp  =  /i»5(l— 2co«v  +  ^-t^^— ^-^  rfy 


oder: 


1).  .  .   /a'(l — C08if>Ydtp  =     „   I (ß—4c08(p'-\-C08  2<p)dq 

oder  =  a'.l  ^  j dq  —  2  j cosnp  d^+  „  j cos2<fdtf  j 

Da  nun: 

2) /^V  =  y 

nach  der  Integrationsformel  5  in  Antw.  auf 
Frage  14: 

3) fcostp.dif  =  sinq»  -\-  C 
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und  nach  der  Auflösung  der  Aufgabe  287: 
4).  .  .  I co8  2<p,d(p  =  -^8%n2g>.dff 
ist,  so  erhält  man  aas  den  Gleichungen  1  bis  4: 
A). .  .  /a'(l  —  co»y)'.dy  =  a'|-rt-y— 2*tncjp  +  -2-«in2  9)   +C 


371).     /    .-  -——dx Beachtet  man,  dass  nach  der  Erkl.  259: 

J  stnx  cosx 

sin^x-^cos^x  =  1 

ist,  und  setzt  hiemach: 

1                 sin^x  +  cos'^x      .               sin^x             cos^x         ,            sinx    .    cosx 
—  oder  =  -7-      [--.- oder  = h 


stnxcasx  stnx.eosx  sinx, cosx  '  stnx  cosx  cosx        stnx 

80  erhält  man  nach  dieser  Umformung: 

1)  .  .  /•  ,_! Äx  =  f{J»^+^äx  oder  =  /•«?£d«  +  /*r*  d« 

J  sinxcosx  J  \co8x    '    sinx/  J  cosx  J  8%nx 

Da  nun,  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  257 
gezeigt: 

2).    /-   — dx  oder  jtgxdx  =  —lg{cosx)'\-C 
j   cosx  J 

und  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  256  gezeigt: 

8).    I—. —  (2 X  oder  Ictgxdx  =  lg(8inx)-\-C 
J  sxnx  J 

ist,  so  erhält  man  aus  diesen  drei  Gleichungen : 
dx  •=  —  lg{cosx)  4"  lg{stnx)  +  C 


/-. 


stnx  cosx 
oder: 


A).  .  .  /    .—  dx  =  lg  (sinx)  —  lg  (cosx)  4-  C 

J  svnxcosx  ^^        ^       ^^        ^  ' 

oder  =  lg (-  C  oder  =  lg  {tg  x)  +  ^' 

cos  X 

(Man  Tergleiohe  hiermit  die  AuflOtamg  derselben 
Aufgabe  260.) 


372).  fcos2mfp,cos2n<f.d(f Setzt  man  nach  der  Erkl.  270: 

co82mtp.  cos^ntp  =  co82  (m-^-n)  (p-Hos2(m—n)  (p 
Erkl.  270.  Eine  goniometrische Formel  heisst:   ^  erhält  man- 

^).,,cosa+cosß  =  2.cog  "±A.co8  '"^-^  /cos2mip.cos2nfp.dtp  =  /[cos{2m+n)^^ 

(Siehe  Pormel  68  in  dem  Lebrbnoh  der  Ooniometrie.)  ^^g  9  (m n\  fti]  iJta 

Setzt  man  in  dieser  Formel:  oder:  J 

"nd  J'cos(2m'{'n)(p.dfp-\-  fcos2{m — n)(p,dq> 

fl).    .    .     .    -^  -  =  2n(f 

^  Da   nun   nach  der   Auflösung   der   Auf- 

also  nach  diesen  Gleichungen:  gäbe  289: 
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a  +  ß  =  4fn,p  2).  .  .  /"c(M(2m  +  n)y  dy  = 

a  —  ß  =  Antp  J 

und  hieraach:  o^  -r-  «»(2m  +  n)^  -J-  C 

1), «  =  2(m  +  «)y  '^"^       ^ 

^^  3).  .  .  lco8{2m  —  n)fp.dfp  = 

2) /J  =  2(m-n)y  -^~-- sin {2m  ^  n)  ^  ^  C 

so  erhält  man  die  weitere  Formel:  ** 

b).    .    .   .   co»2(m  +  n)v  +  cos2(m-n)y  =   ist,  so  ergibt  sich  aus  den  Gleichungen  1  bis  3 : 

oder:  co«2my.cos2ny         ^j^  .  .fco8(2m  +  n)^,d<p  = 

bj.  .    .  CO« 2m(y,. CO« 2wy  =  CO« 2(in+n)y+  1 «tn(2m-h  «)«> 

co«2(m-n)y  2in  +  n  ^    ^^ 

2^^^-^«in(2i»-n)y»-hC 


J  Yi^r:^^ 


378).     /— 7: _  dx Setzt  man: 


a) X  —  a  =  u 

also: 

«i).  .     .    •    •    .     .  x  =  u -|- a 

und  nach  der  sich  hieraas  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung : 

ß) dx  =  du 

so  erhält  man: 


f~r=^^--dx  =  np-  .du  oder  =  ß+^du  oder  =    ffJL  +  -^'\ 


mithin: 


!)•  •  •  I  -^-^^^-dx  =  /(u    ^  +  a.u    '^Jdu  oder  =  /u    '^.du+ja.u    ^  du 


y'      1                   —  'S" 
m"? dt«  =  — ^-  C  oder  =  2 .V«+  C 

—  i— f  1 


Da  nun  nach  der  Integrationsformel  1  in 
Antw.  auf  Frage  23: 

und  2 

/—  8-4-1 
8                             /      T  '  1 

a.M""iff(iM  =  a [-Coder  =  —  2a-    -  -^-C 

ist,  so  ergibt  sich  aus  den  Gleichungen  1  bis  3 : 


J  V(«~a)»  Vü 

oder  nach  der  mittels  der  Gleichung  a).  aus- 
zufahrenden Rücksubstitution : 

A).  .  .  f.    ""-     -dx  =  2y^^^^ >=+C 
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also  nach  dieser  Gleichung  (siehe  Erkl.  271) : 

M»  —  2 
«i» »  =  7 

und  nach  der  sich  hieraas  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung : 

Ä\  j  2ii.du 

p) »a?  ^  — z — 

4 

SO  erhält  man  nach  dieser  Substitution: 
«»  —  2 

oder: 

KrkL  271.    AuB  der  Gleichung:  ^^- '  '/yj^  ^'  =  "S"  (/•''^— «/d») 

«)     •   •   •  V2-J-4«  =  M  Da  nun  nach  der  Integrationsformel  1  in 

erhält  man:  Antw.  auf  Frage  23: 

oder:  ^^  =  «'"^  2). . ,  fu^  du  =  -o-qrT  +  C  oder  =  -|-  +  C 

a). X  =  — 5 —  und 

4 

8) ydtt  =  u 

ist,  60  ergibt  sich  aus  den  Oleichungen  1  bis  3: 

oder  nach  der  mittels  der  Gleichung  a).  aus- 
zuführenden Rücksubstitution: 

f...^^.-dx  =   24-^^2+4^  (2+4a:-6)  oder  =  A.  \^2+4S(4a:-4)+  C 

mithin: 

^75).    J--—-—dx Setzt  man: 

«) C**   =   tt 

Brkl.  272.    Den  Ausdruck:    ,^,-  kann  '^^^  berücksichtigt  man,  dass  hiemach: 

(l-|-w)tt  ^\  ax  =s  lau 

man  wie  folgt  in  die  Summe  zweier  einfacherer        ^ ^ 

Ausdrücke  zerlegen:  ist,  und  dass  nach  der  aus  dieser  Integral- 

1 1  +  M  —  M  gleichung  sich  ergebenden  Differentialglei- 

(iH-ti)u   ""    (l  4^  ttj  M  chung: 

oder  =      ^  +  " - ^-^^  =    ^-•^« 

mithin:  (!+«).«       0+«*).«    für:  " 

*> 7,-, = -  3) dx  = du 

(l+fi;tt  u        1  +  u  ^^  a.u 
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gesetzt  werden  mass,  so  erhalt  man  nach 
dieser  Sabstitation: 

dx  =  I -z •  —  -du 

Erkl.  273.    Hat  man  eine  Di£ferentialfunk-  ^      _   ^    /*      ^ 

tion  von  der  allgemeinen  Form:  ^^®^  —  "ä /TT+ttTu 

*) ^(*"  )*^*  Setzt  man  nunmehr  nach  der  Erkl.  272: 

so  beachte  man,  dass  wenn:  -^  -^  -^ 

a) «**  =  tt  ^) (1+M)tt    "    tt         l"+tt 

gesetzt  wird,  nach  dieser  Gleichung  und  in  Rflck-  gQ  erhält  man : 
sieht  auf  den  ßegri£f  eines  Logarithmus: 

/^l                    1/7 11\ 
ß).    .....  ax  =  lau  !)•  •  •  / r^  dx  =  -     / 1 r .  -  i  <iw 

ist,  und  dass  sich  aus  dieser  Integralgleichung 

die  Differentialgleichung :  ^^^^^  ^  }  (  fl.^^^f^      dt^ 

1  av^yi  +  «*^ 

a.a«  =  -^«»w  j^j^  jjjjjj  jj^^jj  der  Integrationsformel  2  in 

ergibt,  nach  welcher:  Antw.  aof  Frage  23: 

^) ^*  =  ^:^-^"  2) p^,du  =  lgu  +  C 

gesetztwerdenkann.  Nach  dieser  Substitution  ist:  ^^  ^^^  ^^^  .^  der  Erkl.  218  aufgestellten 

fnendx=ff(u).^^.du  Regel: 

oder:        *^  ^  8) 11-^  du  =  Z^ra  +  w)  +C 

A) />(e-^e«.  =  A  /Ä..du  -^  '  +  " 

y  aju  ist,  80  erhält  man  aus  diesen  drei  Gleichungen: 

Je  nach  dem  besonderen  Ausdruck  von  f     ^       j  ^  r         ?  l     r 

f(u),  in  welchem  u  =  e**  ist,  kann  man  die  7  T+?*        ^  -L^^«-*^(l-i-«)J  +  ^ 

Differentialfunktion  ^  ^  -du  integrieren  ®"®'*     /•      i  i  u 

««  / (Ja  =       ./^-,^^ hC 

oder  durch  weitere  Umformung  und  Substitution  yi-f-e"  ^         1  +  ** 

vielleicht  so  umformen,  dass  man  eine  solche 

Differentialfunktion  erhält,  welche  integrabel  ist.  ^^^  hieraus  erhält  man  nach  der  mittels  der 

Gleichung  «).  auszufahrenden  Racksubstitu- 

tion: 

/l                  1           «"* 
dx  =  —  »lg +  C 
1  +  c«*               a     ^  i^e«* 

(siehe  Srkl.  278). 

376).    /~4.r^^^^ Analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  375 

•/      ^~r^^  awIiHU     man. 


erhält  man: 


e-^ 


A).  .  .  / — ^  -r— -  dx  =  — lg — r%—    -^  ^' 


377).    /—      -^— Jx* Setzt  man,  analog  wie  in  der  Auflösung 


der  Aufgabe  335: 

a).    .    .    .  "V^l  -P  »'  =  a;  +  u 
also  nach  der  Erkl.  274: 

"^) *  =  -TT- 
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£rkl.  274.    Aus  der  Gleichung:  und  nach  der  sich  hieraas  ergebenden  Di£fe- 

^ , VT+^  =  Ä  +  u  rentialgleichung  (siehe  Erkl.  275)  : 

erhÄlt  man:  ß),  .    .    .  dx  =  — -~t±l(Jt* 

1  +  X»  =  (x  +  uy  go  erhält  man : 

oder: 

2UX   =    1  —  14»  J   ä/I+X» 

mithin:  ^  1  l_|_t** 

^^ — -^  /^X"?^"!'""^^" 

oder:  2«     \    2u    ^  / 

^y  '   '   I      ^r  dx  = 

f       -2(l+u»)  ^  _  /*    2_, 

ErkL  275.    Aus  der  Integralgleichung :  y  (1  —  u')  (1  —  u' + 2  u')  y  u'  —  1 

X  «=   ^'~—  Berücksichtigt  man  nunmehr,  dass  nach 

'^ 2u  der  Erkl.  276: 

erhält  man  durch  Differentiation:  _  2 __1 1 

_  2tt.  — 2M.(fu— (1— M»).2(fii  ^^  —  1    ""    «*~1        «♦  +  ! 
^*  —                     4tt«  gesetzt  werden  kann,  so  erhält  man  in  Rück- 
oder: sieht  darauf: 
_4u'  — 2  +  2«»     ,                                 /.        1 

^^  = ^41*«  -^^  1).  .  .  /-   -r    -    -  ä^  = 

mithin:  ^  ^  x^l+x^ 

a).  .  .  cla;=--i±^.dtt  y  (ü_l  ""u+V '^'^ 

oder  =   /         ^du-^l-    --du 

j  u  — i         y  t*+l 

Da  nun  nach  der  in  der  Erkl.  218  auf- 
gestellten Regel: 

Erkl.  276.   Den  Ausdruck:  ^,^y  kann  man  g) f    ^      du  =  7^  (u  -  1)  +  C 

wie  folgt  in  die  Summe  zweier  einfacheren  Brüche  und 

"'^^l^''^     2       ^ 2  ») /^_^^-d«  =  ;<;(«  +  l)+C 

tt'—  1        (tt+l)  (t*— -1)  jg|.^  gQ  ergibt  sich  aas  den  Gleichungen  1  bis  3: 

_     (tt  +  l)-(U~l)  ^  - 

«<*«^  -     (u+l)(u-l)  --\    rdx  =  7^(u-l)~Z(7(u+l)  +  0 

J  xV  \  -\- X* 

A         _  «+1  «—1  U-1 

"'''  -   (u+l)(t*^T)- (u  +  l)(t*-l)  d-  i.  =  ^^  „  +  i  +^ 

mithin  ist:  ^^gp  ni^^jj  ^^^r  mittels  der  Gleichung  a).  aus- 

__2 1      1  zuführenden  Rücksubstitution: 

u»— 1        u  —  lu-f-l  r       \ 

(•iehe  auch  die  Erkl.  200).  A).  .  ,   I         ,  dx  =^ 

J  xYi-^^^ 

V^l  +  aj»  — «  +  1 

Krkl,  277.   Den  Divisor  in  dem  Quotienten:  o<*«5'  wenn  man  den  Nenner  in  dem  Brnch 
rechts  rational  macht  (siehe  Erkl.  277): 

kann  man  wie  folgt  rational  machen:  (sieh«  die  Erki.  278). 
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yr+i'i  -x+i      [  Vh^  -{X- 1)]  ivi'-f-  z^ + (X  -1)] 

_   (l  +  x^)^{x  +  l)Yl^~x^-\-(x^l)Yl^x^'^(x  +  l)ix^l) 

(l+a;2)-.(a;-l)t 

1 H-  ac«  -  V'M^'  [(rc  + 1)  —  (ä  —  1)1  —  ä«  + 1 

oder  = = -^ ----- 

l^x^  —  x^  +  2x—\ 


,  2  — 2V'l+x'       ,  1—^1  + 

oder  = ~ ! oder  =  -        ^    -^- 

2x  x 


Erkl.  278.    Die  durch   /-    -  __^_  dx  an 


a:2 


J'xVl- 


Vn- 


rc 


2 


gedeutete  Integration  kann  man  auch  ausführen, 
analog  wie  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  338 
gezeigt  ist. 

378).    /  7-_rh'^\2^^ Setzt  man,  analog  wie  in  Auflösung  der 

^  ^""-^^"^^  Aufgabe  375: 

«) e^  =  u 

I  und  berflcksichtigt,  dass  hiernach: 

Erkl.  279.    Den  Ausdruck:  — , ^-v,  kann  ^  \                       «.  —  ?«  ., 

man  wie  folgt  in  eine  algebraische  Summe  ein-  jgt    „q^  ^^^  n^ch  der  aus  dieser  Integral- 

facherer  Brüche  zerlegen:  gleichung  sich  ergebenden  Differentialglei- 

1_  _ ö* chung: 

uia^bu)^         a^u{a  +  bu)^  ^^^  A.dti 

~"  '                  a^u{a+buy'  gesetzt  werden  mnss,  so  erhält  man  nach 

/^  ,  ,   V,     ,    .    ,  ,   .        ,  dieser  Substitution: 

o'tt(a-t-6M)»      "  /     -       ;^  d»  =  /.--T  ,-  ,.- du 

=  _  (^+^"l!^_.^?*(«+^_**)  _  Berücksichtigt  man  jetzt,  dass  nach  der 

aUi(a+buy       a^uia  +  bu)^  Erkl.  279: 

«*"_..  1          __  _1 6 _6 

mithin  ist-                        fl'M(a4-6w)"'  « (a +"&«)'  ~"  «'«       d^(u+bu)      aia-j-bu)^ 

gesetzt  werden  kann,  so  erhält  man: 

6  6 


u^a-fuu)  aHa+b«)      a(a+bu)V 


r    1  ^^••/r«w''*=/^'^"- 

y  a  («  -t-  6 «j»  '^«  '"'-  /"--i—  d«  _  f- 

QU  man  wie  folgt  aus-  J  (^^{a-\-bu)         Je 


Krkl.  280.    Die  durch  ,     ,       .    r,  ««  au-  /•       t,                   r       j. 

J  aia-i-bu)^  1  ? du  —  / du 

gedeutete  Integration  kann  man  wie  folgt  aus-  J  'a'(a-f  6«)         J  aia-^-bu^ 

R-«^U^*  «,««  A  „  ^^  ^^^  ^ach  der  Integrationsformel  2  in 

Beachtet  man,  dass  ^^^^    ^^^  p^^^^  33, 

ist,  und  setzt:  ^^^^  ^^ch  der  in  der  Erkl.  218  aufgestellten 

o) a  +  6tt  =  r  Regel: 
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also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe-  o,        /*!           b        ,          l7,,rx.x> 

rentialgleichung:  3)-  •  J-^'T+bu^''  ^ -^'lg(a+bu)+C 

ß) ^u  =  —  ^^^  ^^^^  der  Erkl.  280: 

SO  erhält  man:  4).  .  .J --  .  j^^^^^^du  =  _ _ .  -^_^^^.  +  C 

,v       r \ J-.  __  /V-2  ^  ^«^  ist,  so  ergibt  sich  nach  diesen  Gleichungen 

^^' '  J  a(a+iM)'  '^^  ~y          '  a'   b  1  bis  4: 


oder 


^V"'  ''"  /(a:FöO«-''*  =  i-^^— 


Da  nun  nach  der  Integrationsformel  1  in  Ant-  1     7^/^  i  j..,\  i    ^  1       _\   n 

wort  auf  Frage  28:  1^'  ^i^('»+*«)+  «  •  a^hü  +  ^ 

8+1  0^«'  = 

1 

■         ■      +C 


2) 


/.  -2+1  **"*'• 

J  -2+^  y  (a+b 


oder  =  —  —  +  C  .1 1     _ 

"  a  '  a  +  bu 


ist,  80  erhftit  man  aus  den  Gleichungen  1  und  2  und  hierans  erh&It  man  nach  der  mittels  der 
und  nach  der  mittels  der  Gleichung  «).  auszu-  Gleichung  «).  auszuführenden  Rücksuhstitn- 


t' 


führenden  Rücksubstitution:  tion* 

oder  =  -  ^-.-^-  +  C  1. ^ «c 

379).    f^Ya-^^^^.dx Setzt  man: 

oj X  =:  a  ,  8tn  qi 

also  nach  der  sich  hieraas  ergebenden  Diffe- 

Erkl.  281.    Nach  der  in  nebenstehender  Auf-  ^ ' 

lösong  aufgestellten  Substitutionsgleich,  a).  ist:       ß) dx  =  a,cos(p.d(p 

a) X  ^=  a,8%n(p  so  erhält  man: 

oder: 

X 

a 


j  —  Ya^  —  x"^  dx  =^ 

Äi).  .    .    .   «n<y>  =    "  Tb     r " 

"  / — Va^ — a^  sin'^  (p ,  a ,  C08  (p  d  (p 

Aas  dieser  Gleichung  ergibt  sich  durch  ent-  q^^-.  *^  ^ 

sprechende  Lesoweise  die  Gleichung:  '   ^, 

i  .         x\  /--Ya^-^dx  = 

A) y  =  arc  I  «m  =       I  j  « 

Berücksichtigt  man  ferner,   dass   nach   der  J  ^'       ^    ^ 

oder,  da  nach  der  Erkl.  259: 

0).  .   .  8in2w  =  2  8inwyl  —  ein'^w  ,         .  , 

ist,  so  erhält  tnan  hieraus  und  in  Rücksicht  auf  ist : 

Gleichung  ai).:  *      /»j  __.  r 

jp  \   Z' }'x\^  1)...  / — Va-  —  x^dx  =  I ab.co8(p.co8(pd(p 

8in2ip  =  2  —   yl  —  (— )  *^**  "^ 

oder:  oder  =  ab  / co8^<pd(p 

2x  \  /^  ä^^x^ 
8in2(f  = Y   2 —  Berücksichtigt  man  nunmehr,  dass  analog 

mithin:  ^  ^  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  369  gezeigt: 

^)-  .  .  «»  2  y  =  — 2~  V«*  —  Ä*  2).  .  .  I co8^(p  d(p  =  -^  (p  -{-  -V-  8in2q>  -^^  C 
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Erkl.  282.    Nach  der  in  der  Erkl.  283  er-  ist,  so  erhält  man  aus  diesen  Gleich,  l  nnd  2: 
wähnten  goniometrischen  Formel  ist:  /,,  ,    ^  •  o    . 

a).   .   .   .    5tn2y  =  2»in<p.co5y  y  a  *^^      *^*  ^    2    \!^'^ 2"   /  "^ 

Da  nun  nach  der  Erkl^259 :  ^^^^  ^^^^i  der  mittels  der  Gleichung  «).  aus- 

h) cosff  ==  yi  —  8in'^(p  zuführenden  BOcksubstitution,  nach  welcher, 

ist,  so  erhält  man  aus  diesen  Gleichungen  die  ^i«  ^^  der  Erkl.  281  gezeigt: 
Beziehung:  /  x\ 

N  •   o  o    •       \n ^-5 —  (p  =  arc  {8in  = —) 

8in2q}  =       .  Va^  — «' 

ist ' 
Erkl. 283.  Eine goniometrische Formel heisst:        '      Th  —  ahX      i  ^\ 

«n  2  a  =  2  »m  «  .  cos  «  ^)'J  «  1^«' "  *'«**=    2  [""1'*' ""  «  ) 

(Siehe  Formel  49  im  Lehrb.  der  Goniometrie.)  .. 

a-  J 


1 


380).     / -;. — ^ziz:^  dx Beachtet  man,  dass: 


V-     -  rfo;  = 

-X2 

1 


2 


y(a'~x»)&\/l-(n 
Erkl.  284.    Setzt  man  auf  der  rechten  Seite  ^  ^    ^ 

der  nebenstehenden  Gleichung  1  für  jg^,  und  setzt  man,  um  zunächst  die  Wurzel 

a^  =  a'.  1  wegzubringen,  und  in  Rücksicht  darauf,  dass 

oder  in  Rücksicht  auf  nebenstehende  gonio-  ^  grösser  als  x  sein  muss,  indem   sonst 

metrische  Formel  y)  i  V^  6'  —  x*  imaginär  und  keine  reelle  Grösse 

a'^  =  a-^.  («in'  y  +  cos-"-  y )  "'^^^  ^*^®  • 

so  erhält  man:  a) ^^    =i  cosw 

1  ^ 

rdo;  =  also: 


/ 


^  y  ß) X        ^OnCOStp 

y  a'(»m^/)+cÖ5^y))— ö'co's^^^  i°  welcher  Gleichung  y  eine  von  x  abhän- 

y.  gige  Variable  bedeutet,   setzt  man   ferner 

-.     -    -\      --     ,    dw  nach  der  aus  dieser  Integralgleichung  sich 

a2«n^rp+(a»-6»jco«V  ergebenden  Differential  ff  leichunir  für: 


ergebenden  Differentialgleichung  für: 

oder  =    f- ^i^2~r~  * ^y       ^^^*  ...   da:  =  — &.9mf/).c79 

so  erhält  man: 


•^[«^•Sl^J +(»'-'•')]  ""^'^ 


oder  -  J  (^2_^i)^-2^^3y  •  co««r^  ^^  y   (a«  — ««)  \/"62— a;» 


oder 


/l  1  .  / "7  ^^-b.aintpdif 

l-H,2_-,2^^>  Oder,  da: 


y).    .    .    .    «in*  y -["  ^ö*^  V  =   1 
also: 

V^l  —  cos^  (f  =  sin  y 
ist: 
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Erkl.  285.    Nach  nebenstehender  Gleich.  7). 
ist: 


u  = 


tgtp 


ferner  ist  nach  nebenstehender  Gleichung  a).: 

2) cos  tp  =    , 

Da  nun  nach  der  Erkl.  286: 

Vi  —  cos^  ip 


1). . .   /- \ -_^-d«  = 

J  a'  —  b'^cos'^(f    ^ 
oder  nach  der  Erkl.  284: 

1»).  .  .   / jr^-7= dX   = 

_/•  1 1 , 


3).    .    •    ,  tg(p  =z 


COStp 


ist,  80  erhält  man  nach  diesen  Gleichungen: 

A/i  ~^ 


Setzt  man  nunmehr: 
7i).  .   .   . 


tg(p  ==:  u 


u  = 


Va«—  6» 


oder: 

A).  , 


6 


U    = 


a.Vb^  —  x^ 


Ya^  —  b^ 

and  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Di£fe- 
rentialgleichung  fttr: 

6),   ,    .  d<f  =  cos'^tp'-- du 

so  erhält  man: 

•  /  ,   -,,x—    , — du 

(a' — o')co5'y  a 

oder: 


y  (a'i  —  x»)  /6«  -  x^     ^  y  1  +  w'  ' 


Brkl.  286.  Eine  goniometrische  Formel  heisst: 

.    V^l  —  cos^a 

tga  =  ±— 

^  CO«  a 

(Siehe  Formel  15  h  im  Lebrb.  der  Goniometrie.) 


du 


A). .  .    /    -  -  -  -     ---  _         -  (ix  =  — 


oder  = , In ,-du 

aV^a«— 6«  y  1  +  w' 

Da  non: 

^)-  •  •  fi+ü^  ^"^  =  '*'*^  ^^^  =  w)  +  C 

und  auch  =  —  arc  (ctg  =  u)  -J-  C? 

ist,  so  erhält  man  nach  diesen  Gleichungen  2 
und  8  und  wenn  man  die  mittels  der  Glei- 
chungen 7).  and  a).  auszuführenden  Rttck- 
substitutionen  ausführt  (siehe  Erkl.  285): 

1  / .  a  Y6^  —  «* 


a  Vä2  ~b^' 


und  auch  == 


1 
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2).  Ueber  die  Integrationsregel:  , Integration  nach  Teilen" 

im  aligemeinen. 

Frage  25.  Zu  welchen  Resultaten 
gelangt  man,  wenn  man  entsprechend 
dem  in  der  Anmerkung  18  erwähnten 
ersten  Hauptverfahren  die  Integral- 
gleichung : 
.  Antwort.     Hat    man    die    Integral- 

*) y  =  u.v  gleichung: 

in  welcher  y  eine  expliziete  Funktion  ^\  ^     <»  _>  ^   ^, 

von  den  beiden  Variablen  u  und  v  dar-    ^ ^ 

stellt,  in  welcher  ferner  u  und  v  in  den  i^  welcher  die  veränderliche  Grösse  y 
durch  die  Gleichungen:  ^^^^  expliziete  Funktion  von  den  beiden 

, .  __  /-r  /  \  Variablen  u  und  v  ist,  in  welcher  ferner 

^ «  —  Cr(:rj  ^jg  veränderlichen  Grössen  u  und  v  in 

und  den  durch  die  Gleichungen: 

c) V  =  H{x)  b) u  =  G(x) 

ausgedrückten    Beziehungen    expliziete  und 

Funktionen    von    einer    und    derselben  ^\  ^  __  ^f^) 

Variablen  x  sind,  nach  x  dififerentiiert    ' 

und  dann  die  somit  erhaltene  Diflferen-  ausgedrückten  Beziehungen  expliziete 
tialgleichung  in  umgekehrter  Weise  Funktionen  von  einer  und  derselben  ver- 
(auflöst  oder)  integriert?  änderlichen   Grösse  x   sind,   und   man 

leitet  aus  dieser,  wie  in  dem  Beweis  zu 

dem  Lehrsatz  5   in   dem   1.  Teil  der 

Differentialrechnung  gezeigt  wurde,  die 

Erkl.  287.  Hat  man  die  Integralgleichungen:  erste  Differentialgleichung  ab,,  indem 

b) u  =  G(x)  man,  analog  wie  in  der  Erkl.  287  ge- 

und  zeigt,  X  (bezw.  u  und  v)  Mm  Jx  (bezw. 

c)  t  ~  H{x)  uro  ^w  ußd  Jv)  abnehmend  denkt,  so 

in  welchen Vbezw.  .  expliziete  Funktionen  von  ^^^"L?,^^   zunächst    (siehe  Erkl    287 

Ä  sind  und  man  nimmt  an,  die  Variable  «  nehme  und  288)   aus   den  Gleichungen  b).,  C}. 

um  das  Stack  ^:e  in  den  durch  G{x)  und  H(x)  und  a).  bezw.: 

dargestellten  Vorgängen,  welchen  die  Variable  ,.  ,      v^    ■ 

X  unterworfen  ist,  ab,  so  muss  (wie  früher  schon  "i  )•  •  •  '^**  —  P  *  ^*^       Pi  •  \^^)     i 
oft  ausführlicher  gesagt)  auch  m,  ebenso  t?  um  p2»{^^Y  —  •  •  •  • 
ein   entsprechendes   Stück   /lu  bezw.   Jv  ab- 
nehmen und  man  hat  die  Beziehungen:  Cj).  .  .  dv  r=-  q./Jx  —  ff^  .(^ia;)'  + 

bj) M  —  Ju  =  ö  (x  —  Jx)  82  .  {jxy  —  . . . . 

cj t?  —  /f  r  =  H(x  —  Jx)  und 

Sind  nun  (wie  in  dem  1.  Teil  der  Differential-  ^i ).  .  .  Jy  =  U.Jv +  v.  Ju— du. /1v 
rechnungvorausgesetztist)  die  durch  (?(x--//x)  ^^^j.  ^j^ch  der  Erkl.  289: 
und  H{x  —  Jx)  allgemein  dargestellten  Aus- 
drücke solche,  welche  nach  Potenzen  von  /Ix  bj).  .  .  /^t(  =  g{x).Jx — p"(a7).(J:c) un- 
entwickelt werden  können,  so  erhält  man  (wie  .^^  \    /^   m 
in  der  Erkl.  12  in  dem  1.  Teil  der  Differential-                                     y    W  •  l-^^^   —  . . . . 

rechnung  gesagt  ist)  aus  den  Gleichungen  bj.  ^  n  ^  ^  jr  =  h(x) .  dx  —  h''(x)  .(Jxy+ 
und  c^).:  ^  ^  \/\/' 

h,)..,u--ju  =  Gix).{jxr^p.{dxy+    ^^^  h'^'(x).{jxy—.... 

J>1  .(J*)'— JP2  .(^x)5+.... 
bezw:  Sj).  .  .  /ly  =  u.Jv -\-v , du  —  Ju.dv 
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cj). . .  tj  —  Jr  =  H{x) .  (Ja;)o— 2 .  (Jxy  +  Diese  drei  Gleichungen  müssen,  dem 

qi^.{Jx)^  —  q2.(Jxy-j- —  Sinn   ihrer   Herleitung    entspre- 

Wie  in  der  Differentiahrechnung  ausführlicher  chend,   in  einer  solchen  Beziehung  zu 

gesagt,  erhalt  man  durch  Subtraktion  der  Glei-  einander  Stehen,  dass  das  Stück  /ix  m 

äTeiteren-'"''  ^^''  ^^"^  ^^^^^^^'^"«^  ^2).  ^on  c).  Gleichung    bj.    dasselbe    als  das  in 

mi  wei  eren.  Gleichung  cj.  enthaltene  Stück  ylx  ist, 

i)...Ju  =  p.Jx-p^.(jxy+P2,{Jxy+...  dass  die  Stücke   Ju  und   dv  in  den 

bezw.:  Gleichungen  b,).  und  Cj).   bezw.   die- 

2). ..Wö  =  2.z/a;  — gi.(Jx)«  +  g2.(J«)3+...  selben  als  die  in  der  Gleichung  a^). 

enthaltenen  Stücke  du  und  Jv  sind. 
Sind  nun  in  den  durch  die  Gleichungen 

Erkl.  288.    Hat  man  die  Integralgleichung:  ^^)-  ^^^  ^^}  ausgedrückten  Beziehungen 

*  ^  Ju  und  dv  stetig  und  nur  von  Jx 

*' 2/  =  «-^  (in  der  ersten  Potenz)  abhängig  und 

in  welcher  y  eine  expliziete  Funktion  von  u  igt    in    der    durch    Gleichung   a^).    aus- 

und  V  ist,  und  m^f  nimmt  an,  die  Variable  u  gedrückten  Beziehung  in  derselben  Weise 

nehme  um  das  Stück  Ju,  die  variable  t>um®         ...  ..i-t       »x« 

das  Stück  Jv  in  dem  durch  u,v  angedeuteten  ^V  Stetig  von  Ju,    gleichzeitig  von 

Vorgang  ab,  80  muBS  auch  ^  um  ein  entsprechen-  Jv   abhängig    (was  möglich  ist,    da  du 

des   Stück   Jy   abnehmen    und  man  hat   die  und   Jv  VOn   demselben   Stück   dx   der 

Gleichung:  unabhängigen   Variablen  x    in   zwei 

y  —  dy^iu  —  du) .  (v  —  dv)  gleichzeitig    bestehenden    Beziehungen 

oder  nach  Ausführung  des  rechts  angedeuteten  Stetig   abhängig   ist)    und    ist    in   jener 

Vorgangs:  Beziehung  dy  nur  von  diesen  Stücken 

aj).  . .  y  — jy  =  ti.t?  — V.  Ju—  Ju  und  dv  abhängig,  so  müssen  alle 

u.dv-^Ju.jv  in    jenen    Gleichungen    vorkommenden 

Durch  Subtraktion  dieser  Gleichung  aj.  von  Grössen,   welche   nicht  Jx,  du  und  dv 

der  Gleichung  a).  erhält  man:  (in  den  ersten  Potenzen)  sind,  konstant 

Jy  =  v.du-\-u,Jv  —  du,dv  8^^°  1   öd^r    als   konstant   angenommen 

oder:  werden  können,  angedeutet  durch: 

7). .  .  Jy  =  u.dv  +  v.du-— du.dü  h,). .  .  Ju  =  g(x).Jx  — 

konitant 

[g"  {x) .  (Axy-g"'  {x).(Ax) '  +  ....] 
ErkL289.    In  der  Gleichung: ^ 

l)...Ju  =  l>.^«-i>t.(J«)»+ft.(^*)»-...  pj   _  Av^h{x).Ax- 
[siehe  die  Gleichung  1).  in  der  Erkl.  287  oder  konstant 

^) t»  =   G{x)  konstant  =  C^ 

abgeleitet  wurde,  stellen  p,  i?t>  i>2>  •  •  •  Funk-  83).  .  .  dy  =z  u.Jv4-v  .Ju—  Ju.Jv 
tionen  von  x  oder  Ausdrücke  in  x  dar,  welche  ^  — r    .     ,.  *-r  .        ,  ^^r^^r^^, 

mit  dem  Ausdruck  G(x)  in  einer  bestimmten  .      ^or..x^x    konstant        kon.tant  =  c 

Beziehung  stehen  müssen;  ferner  stellen  in  der        Aus    diesen    drei    Gleichungen    erhält 

Gleichung:  man  (analog  wie  in  dem  Beweis  zu  dem 

%..dv  =  q.dx  —  q^,{dx)'^'{-q2^{dxY—,,.  Lehrsatz  5  in  dem  1.  Buch  der  Diffe- 

[aehe  die  Gleichung  2). .  in  der  Erkl.  287  oder  rentialrechnung   gezeigt   ist)    die    Diflfe- 

die  Gleichung  c.).  in  Antwort  auf  Frage  25],  rentialgleichungen: 

welche  aus  der  Gleichung:  ^.  _  ,  v     , 

c) v^E{x)  ^^ du  =  g{x).dx 

abgeleitet  wurde,  q,  q^,  g-,...  Funktionen  von  ^^ dv  =  h{x).dx 

£  oder  Ausdrücke  in  x  dar,  welche  mit  dem  und 

Ausdruck  H{x)  in  einer  bestimmten  Beziehung 

stehen  müssen.    Setzt  man  dementsprechend:  A) dy  ■=  u,dv  '\'  v .du 
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P  =  </(^);  Pi  =  9''(^)i  Pz  =  9"'{x);...,  Diese  drei  Differentialgleichungen  müssen, 

und  dem  Sinne  ihrer  Herleitung  entsprechend, 

q  =  h(x)\  q   =  h'*(x);  q   =  h"'(x);....  ^^  ®'°®''  solchen  Beziehung  zu  ein- 

v.ix    '     \'    ni  '  J    ^    V  X      j'   V  •  ander  stehen,  dass  das  Differential  dx  in 

80  erhalt  man  die  Gleichungen  b-).  und  c,).  m  ni«:^u„««.    m     ^„„««ik.*    «i-    ;«    r»!«; 

Antw.  auf  Frage  25.  ^  2f  ^  Gleichung  B).  dasselbe  als  m  Glei- 
chung C).  ist,  dass  die  Differentiale  du 
und  dv  in  den  Gleichungen  B).  und  C). 
bezw.  dieselben  sind  als  die  Differen- 

Erkl.  290.    Aus  den  Integralgleichungen:  tiale  du  und  dv  in  Gleich.  A).,  dass  fer- 

a) y  z=  u,v  ner  diese  Differentiale  du  und  dv  solche 

Ijx                     u  =  0(x)  expliziete  Differentialfunktionen  von  dx 

' sind,  die  sich  durch  einmalige  Diffe- 

"'^  rentiation  aus  den  durch  u  und  durch 

^) ^*  =  -^^(^)  V  dargestellten  explizieten  Integralfunk- 

erh&lt  man,  analog  wie  in  der  Anmerkung  16  tionen  VOn  X  ergeben. 

nochmals  angedeutet  ist:  Ist  ^^^  jj^  Differentialgleichung: 

l).,.^y  =  U,V^(u^^u),{v^Jv)  dy  =  U.dv-^V.du 

2),  .  .  Ju  =  G(x)-G{x--Ax)  '                  /,       ,.     T.    ^. 

,  gegeben,  welche  die  Bedingungen  er- 

^^  füllt,  dass  in  derselben  u  in  der  Be- 

3).  .  ,  Jv  =  H{x)  —  H{x  -  Jx)  Ziehung: 

Da  nun,  wie  in  Antw.  auf  Frage  25  gesagt  ,  v  nr^A 

[siehe  die  Gleichungen  aj).  bis  bj).  in  dieser   ^) ^  —  ""W 

Antwort]:  q\^q  expliziete  Funktion  von  a?  ist,  dass 

la).  .  .  ^y  =  u,Jv-i-v.Ju  —  Ju^.^jv  du   eine   expliziete   Differentialfunktion 

_                               =c  in  der  durch  einmalige  Differentiation 

ib).  .  .  Au  =  g{x),/tx—  j^^g  dieser  Gleichung  abgeleiteten  Be- 

[g'^jx) . {Jxy--g^'*(x) . {Jxy+.,]  ziehung: 

=  Cj  B) du  =z  g(x).dx 

ic).  .  .  Av  =  h{x)./ix—  von  dem  Differential  dx  ist,  dass  ferner 

[h"(x).{/lxy  —  Ji*"(x),(/ixy -{-...]  V  in  der  Beziehung: 

— *•*"'      '^,     ~-  c) v  =  fi^(a;) 

ist,  so  ergibt  sich  hieraus,  dass:  eine  expliziete  Funktion  von  derselben 

2a).  .  .  u,jv  +  v.Ju  —  C  =  « . V  —  Variablen  x  ist,  dass  dv  eine  expliziete 

(u  —  Au)  (v  —  Av)  Differentialfunktion   in   der   durch   ein- 

2h)..,g(x).Ax-c\  =  G(x)-G(x^Ax)  «?*"««  Differentiation  aus  dieser  Glei- 

^       ^^  ^              ^                               ^  chung  abgeleiteten  Beziehung: 

2c).  ,  .  h{x).Ax  -0^==  JS(x)^H(x  —  Ax)  , 

ist.    Da  ferner  in  der  Verknüpfung  des  Inte-      ' ^  ^' 

grationsverfahrens  mit  dem  Differentiationsver-  von   dem  Differential  dx   ist,   und   man 

fahren,  wie  in  Antw.  auf  Frage  25  gesagt:  ^ju  ^^  umgekehrter  Weise   wie  vor- 

da).  .  ,  u.Aü'\-r,Ait  —  c  ~  hin  die  zu  jener  Differentialgleichung  A). 

u  .fdv  +  v.fdu  —  C  gehörende  Integralgleichung: 

3b).  .  .  g(x) .  Ax  —  Ci=  g(x)  ./dx  —  Ci        a) y  =  u.V 

und  suchen,  will  man  also  jene  Differential- 

3c).  .  .  h[x).Ax'-C^  =  h{x)./dX'-C2  gleichung  A).  auflösen  oder  integrieren, 

ist,  so  ergibt  sich  in  Rücksicht  auf  die  Glei-  ^0  gelangt  man  zunächst,  analog  wie  in 

chingen  2a).  bis  2c).,  dass  auch:  Antw.  auf  Frage  10  gezeigt  wurde,  zu 

der  Integralgleichung: 

A).  .  .  "  .  /  dv  -\-  r  ,  /  du  —  C  =  « .  t*  — 

(u  -Au),  (r  -  j r)  !)♦  .  .  .  f^P  =  «  Jäv  +  v  ./du 
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B).  .  .  ^(x) ./cix  —  C,  =  G(x)  —  G(x  —  Jx)  in   welcher  fdy  stetig  von  fdv  und 

und  /du   abhängig  ist,    in  welcher  ferner 

Q)  .  ,h{x).fdx  —  C^  =  H{x)  —  H{x  —  Ax)  fdv  und /dw  dieselben  Stücke  sein 

gesetzt  werden  kann.  müssen,  die  in  den  aus  den  Gleichungen 

C).  und  B).  in  derselben  Weise  sich  er- 
gebenden Integralgleichungen: 

Erkl.  291.   Aus  der  Antw.  auf  die  Frage  25  la).  .  .  .  fdv  =  h{x),fdx 

erkennt  man,  dass  man  bei  dem  Auflösen  (dem  ^q(j[ 
Integrieren)  einer  Differentialgleichung,  welche 

der  allgemeinen  Form:  Ib).  .  .  .  fdu  =  g{x),fdx 

^' dy  =  u.dv  +  ^'du  gleichzeitig  stetig  von  fdx  abhängig 

entspricht,  und  welche  die  Bedingung  erfüllt,  ^^^^      Digg^    Stetige    Abhängigkeit 

dass  m  derselben  «  und  t?  expliziete  Integral-  r^  j\  ^        ji.i.                   ii_ 

funktionen  von  x  sind,  dass  du  und  dv  solche  ^^^^  0»  ^^^  gedachten  umgekehr- 

Differentialfunktionen  von  oe,  bezw.  von  (la;  sind,  ten   Verfahren)    SO    lange    Stattfinden, 

welche  aus  diesen  Integralfunktionen  durch  ein-  bjg  (Jag  Stück  fdx  in  den  Gleichungen 

malige  Differentiation  abgeleitet  sind,   welche  ^  ^^    „^ ,   ^ ,  v    \^^    ,^^  c!*r,«u   .-      :^   j^„ 

also  die  Bedingung  erfüllt,  dass  in  derselben  1^).  und  Ib).  zu  dem  Stück  Jx  m  den 

nach  der  Anmerkung  12:  Gleichungen  \),  und  Cg).  geworden  ist, 

b)...  tt=:ö(ar)  oder  allgemeiner  =  ö(ir)  —  ö(0)  bis  also  infolgedessen  das  Stück /dt;  in 

und  Gleichung   la).   zu   dem   Stück   /Iv  in 

c). . .  t?  =  Jl(ar)    „          „         =H(x)  — 2f(0)  Gleichung  Cj).,  das  Stück /dw  in  Glei- 

das8  ferner:  chung  Ib).  ZU  dem  Stück  Ju  in  Glei- 

ßs                  ^^  __    ..  ^  chung  bj).  geworden  ist,  bis  also  auch 

* "       9k  )'   ^  infolge  der  in  jener  Differentiation  vor- 

^°                       _  ausgesetzten    Abhängigkeit    das    Stück 

^^ ^"^  -^  /iW.c7^  r^y  j^  Gleichung  1).  zu  dem  Stück  Jy 

rf'hlT  ^l  ?5??!!;l^^t'vr*''°  ^\-  ''"^  in  Gleichung  a,).  geworden  ist. 

Cj.  bezw.  aus  den  Integralgleichungen  b).  und  T^                 i-j                  ii.x       r> 

c).  durch  einmalige  Differentiation  entstanden  ^^  nunmehr,  dem  umgekehrten  Gang 

gedacht  werden,  wie  folgt  in  mechanischer  Weise  der    Differentiation    entsprechend ,    das 

verfahren  kann:  Stück  fdx  [welches  nunmehr  mit  dem 

Änr*^''  ^  ^^'  allgemeinen  Differential-  gtü^k  ^x  in  den  Gleichungen  b,).  und 

Cj).  übereinstimmt]  das  Stück  dx  der 

^' ^y  =  ^'^^  +  ^'du  Grösse  x  sein  muss,  um  welches  Jx  in 

anstelle  der  Bildungseinheiten  dy,  du  und  dv  dem  durch  G{x)  und  in  dem  durch  H{x) 

die  unbestimmten  (gleichen)  Summen y"dy,  allgemein    dargestellten    Vorgang    ab- 

Jdv  und  fdu  dieser  Bildungseinheiten,   wo-  nimmt,    da    ferner  fdv    und  fdu    die 

nach  man:  Stücke  /Iv  und  Ju  der  Grössen  v  und 

1) fdy  =  n ,fdv  +  V .fdu  **  sein  müssen,   um  welche  bezw!  diese 

,  Grössen  v  und  u  als  Funktionen  von  x 

Oder  nach  der  Erkl.  30:  j^^  ^^^  ^^^w.  durch  die  Gleichungen  c). 

la).  .  .  ,fdy  =  fu.dv -{-fv.du  und  b).  ausgedrückten  Beziehungen  ab- 

oder  auch-  nehmen,   wenn  x  um  jenes  Stück  ^x 

abnimmt,  da  ferner  fdy  das  Stück  dy 

Ib).  .  .  .  fdy  =r  f(u  .dr  +  v.d  n)  ^^^  g^^^gg^  ^  g^ij^  ^^^gg^  ^^  ^^j^j^^  ^^^ 

erhält,  dann  denke  man  sich  auf  der  rechten  Grösse  y   als  Funktion  von  u  und  v  in 

Seite  dieser  Gleichungen  die  an  und  für  sich  der  durch  Gleichung  a).  ausgedrückten 

Sachma?""*''  ^""^''^  ^  weggenommen,  wo-  Beziehung  abnimmt,  wenn  die  Variablen 

u  und  v  gleichzeitig^   bezw.    um  jene 

2) fdy  =  u  .fdc  +  V  .fdu  —  C  Stücke  Ju  und  /iv  abnehmen,  und  da  die 

f'd«r:  zwischen  diesen  Stücken  /1x^  Au^  Jv 
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2a).  .  .fay  =yM.dt?+ ü.y^iu— 0  und  dy  bestehenden  Beziehungen,  dem 

oder:  Gang  der  Differentiation  entsprechend, 

2b).  .  ,fdy  =f{u.dv  +  v,du)^c  durch  die  Gleichungen  C3).,  b,).  unda,). 

'f  J  ausgedruckt  sind,  so  müssen  die  vor- 

erh&lt.    Nunmehr  setze  man,  indem  man  sich  stehenden  Integralgleichungen  1).,  la). 

die  Stücke /dt?  und /du  so  geändert  denkt,  und   Ib).  in   der  Verknüpfung  des  in- 

dass  sie  bezw.  zu  den  Integralen  t?  und  «werden  versen    (Integrations-)   Verfahrens   mit 

[welche  m  den  durch  die  Gleichungen  b).   und  dem  direkten  miffprefitiatinnq-WprfiihrPTi 

c).  ausgedrückten  Beziehungen  expliziet«  Funk-  aemaireKientumereniiaiions-j  venaDren 

tionen  von  x  sind],  für:  bezw.  Übergehen  m: 

u ,fdv  +  v ./c?M  —  C  2).  .  .  fdy  =  u .fdv -{-v./du—C 

fu.dv  +  v./du-^C  2a).   .  /dvr=h{oc)Jda)—C^ 

oder  für:  und 

^  ^  ^  '  2b).   .  fdii  =  g{x)  ,jdx  —  C^ 

das  Produkt  u,v  und  für  fdy  die  Grösse  v,  .  ,  ,        />.i  .  t.  j.     x»     i.  x  v 

wonach  man  die  Integralgleichung:  ^J?  welchen  Gleichungen  die  Buchstaben 

_  C,  Uj  und  Gj  die  Ausdrucke  oder  Grossen 

^' y  —  tt .  t?  darstellen ,  welche  in  den  Gleichungen 

erhält,  in  welcher  y  eine  expliziete  Funktion   a,).,    C,).    und    b-).    bei    dem    weiteren 

I2i  ^r""  ""  ^^^^^^^"^  Variablen  u  und  v  Differentiationsverfahren  als  konstante 

Das  hier  Gesagte  kann  man  als  Regel  wie   Grössen   mit   C,   bezw.   mit   Cj    und   C^ 

folgt  ausdrücken:  gekennzeichnet  wurden. 

«     ,     TT  / . ,.    .        ,       .^    .  Die  drei  Gleichungen  2).,  2a).  und 

n-S^^'^V-  ^f''i?'^  (siehe  Anmerkung  12)  eme  gb).  stehen  dem  Sinne  ihrer  Herleitung 
Differentialfunktion  von  der  allgemeinen  Form:        /    '^*'^"^"  ,    .      ^       x^     .  ,     "^a*^*^«*© 

entsprechend  in  der  Beziehung  zu  em- 
^^ t* .  dt;  + 1^ .  dtt  ^^^^^^  j^gg  j.^  Stücke /da;  in  den  Glei- 

und  sind  in  derselben  u  und  ^Integralfunktionen  chungen  2a).  und  2b).  dieselben  sind, 
bezw,  von  den  allgemeinen  Formen:  ^««ue^x*     »;.  t*  ^  ^   ;-  «  ,    ^,      .      "  ' 

, .  ^  dass  die  Stücke  fdu  und  fdv  m  den 

' Gleichungen  2a).  und  2b).  dieselben 

als  in  Gleichung  2).  sind. 
^' ^^^  Denkt  man  im  weiteren  in  den  durch 

sind  ferner  du  und  d»  solche  Differentialfunk-   die    Gleichungen    2a).    und   2b).   ausge- 

"r-i  ctdSch  "inSS  SlKÄÄ  d'-öckten  Beziehungen  das  Stück  fix 
geleitet  sind,  welche  also  bezw.  die  Formen:  (=  Jx)  sich  SO  ändernd,  dass  es  schliess- 
B)                       g(x)  dx  ^^^^  zur  Grösse  x  selbst  wird,  so  wird, 

^^ da  nach  der  Erkl.  290: 

C) h{x).dx  h(x)Jdx—  Gj  =  n{x)  —  H{x  —  Jx) 

haben,  hat  also  jene  gegebene  Differential-   bezw.: 
funktion  A).  die  Form: 

G{x) . Hx)  dx  ^-  H{x).g{x)  dx  Oi^)  Jdx—  C,  =  G{x)  -  G{x  -  Jx) 

welche  nach  der  Erkl.  292  in  der  allgemeinen  ist,  nach  jener  gedachten  Aenderung: 

Form  f{x) .  dx  enthalten  ist,  so  bestimme  man  i,(  \    r;i  n  vri  \        TT/i\\ 

die  zugehörige,  allgemein  durch  u.v  dargestellte  ^ W  •/  dx  —  Oj  =  JiyX)  —  -a(v} 

Integralfunktion,  indem  man  das  Produkt  der  ^^p,.. 

durch   G{x)  und  H{x)   dargestellten  Integral-   "^^'^' 

funktionen  von  x  bildet.  3).  .  .  yÄ(^) .dx  -  C,  =  H{x)  —  H{0) 

und 

g{x)  ./dx  —C,  =  G{x)  —  C?(0) 

oder: 

4).  . .  /gix).dX'^C\  =  G{x)  —  G{0) 


in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ansftthrliche  Prospekt  und  das  ansftthrliche  In- 

haltSTOrzeichllis  der  „vollständig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad.  Kleyer"  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 
der  Verlagshandlung  gratis  und   portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aafgeschnitten  and  gat  brochiert,  am  den  gofortigen  and  dauern 
den  Gebrauch  za  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigangen 
nnd  Erklärangen  am  Schlosse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  za  dem  Abonnementspreise  von  25Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Beihenfblge  der  Hefte  im  nachstehenden,  karz  angedeateten  Inhaltsverzeich- 
nis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung  für 
die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  AUes,  was  sich  ttberhaapt  aaf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  and  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  angelöster  analoger  Auf- 
gaben and  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schfiler  aUer  Schulen,  das 
beste  Handbuch  far  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorsüglichste  Lehrbucb 
sum  Selbststudium,  das  vortrefflichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


HalbjaKriich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Druck  von  Carl  Hammer  in  Stuttgart. 
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Integral  rechnimg  I, 

1.  TeiL 
Fortsetzung  von  Heft  561. 

Seite  273—288. 


YoUständig  gelöste 

Aufgaben  -  Sammlung 

-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

Ai^lM  ud  EDtfieklnB^  der  bantxtNi  Sitze,  FormelD,  Renebi  in  FrMen  ud  intiorten 

erl&atert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograplL  Tafeln. 

ani  allen  Zweigen 

der  BecheBkoiwt)  der  Biederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  o.  ipliiriachen 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  u.  höheren  Xathematik  (höhere  AnalysiSi 
Differential-  o.  Integral-Bechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  o.  des  Banmee  etc.);  — 
AHB  alles  Zweigen  der  Physik,  Meehanik,  Graphestatlk,  Chemie ,  Geodisie,  Nautik, 
■sAthMnat.  Geographie,  Astronomie;  des  Masehinen-,  Btrafeen-,  Eisenbahn«,  Wasser-, 
Brtekeii-  n.  Heehbaa's;  der  Kenstniktionslehren  als:  darstelL  Geometrie,  Polar-  n. 

Parallel-PerspeetlTe,  B^hatteBkonatmktioiieA  etc.  eta 

für 

Selifllery  Studierende»  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Milit&rs  etc. 

zum  einzig  riciitigen  und  erfolgreichen 

Studium.  ZOT  Forthfilfe  bei  Schalarbeiten  und  znr  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 
herausgegeben  von 

Or#  Adolph  Hleyer^ 

Math«m»tfk«r,  TeriidetM  kOnigl.  preoH.  FeldmesMr,  Tersidatav  groiih.  hMiiieher  a«om«t«r  L  KlMM 

in  Frankfurt  a.  IL 
onter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Krifte. 


Integ^ralreehnungf  I, 

Fortsetzung  v.  Heft  561.  —  Seite  273-288. 


1.  Teil. 


I  Inhalt: 

f    Ueber  die  Integrationsregel:   „Integration  nach  Teilen**  im  allgemeinen,   Fortsetzung.  —   Aufgaben 
I  rar  KtoflbaDg  in  dem  Auffinden  unbestimmter  Integrale  mittels  der  Integration  nach  Teilen. 
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Stuttgart  1889. 
Verlag  von  Julius  Maier. 


J 


Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  Umlicbes  sar  Seite  sieht,  erscheint  monatlich  in 
Heften  sa  dem  bUUir^n  Preise  Ton  25  ^  pro  Heft  and  bringt  eine  Sammlang  der  wichtig- 
sten and  praktischsten  Aufgaben  aas  dem  Gesamtgeblete  der  Mathematik ,  Physik, 
Mechanik,  math*  deegraphie,  Astronomie 9  des  Masehlnen-,  Strassen-,  Elsenbalin-y 
Brfieken-  nnd  Hoehbanes,  des  konstroktiTon  Zeichnens  etc.  etc.  and  swar  in  TolUtiadlg 
gelöster  Form,  mit  yielen  Flgaren,  Erkläningren  nebst  Angabe  and  Entwiekehug  der 
benntaten  Sfttae,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lteung 
jedermann  yerst&ndlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  gr5ssere  Ansahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  Ihrer  Gesamtheit  eri^hisen  nnd  alsdann  aach  alle 
Teile  der  reinen  and  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  yorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngelMen  Anfgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösang  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Anfgaben)  des  Stadierenden 
ftberlassen  bleiben,  and  zngleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schalanterricht  benatst 
werden  können.  —  Die  Losungen  hierza  werden  sp&ter  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schiasse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTeneleh« 
nis,  Berlehtignngen  and  erläntemde  ErklAmngen  über  das  betreifende  Kapitel  zur  Aasgabe 

Das  Werk  behandelt  zan&chst  den  Hanptbestandteil  des  mathematisch-natarwisaen- 
schaftUchen  ünterrichtsplanes  folgender  Schalen:  Bealsehnlen  I.  nnd  IL  <h*d.,  gleleh- 
berechtigten  höheren  Bflrgerschalen,  Priratsohalen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro* 
gymnasien ,  Schallehrer  -  Seminaren ,  Polytechniken ,  Techniken ,  BangeweitodialeD, 
Gewerbeschnlen,  Handelsschulen,  techn.  Yorbereitungsschnlen  aller  Arten,  gewerblicke 
Fortblldnngssehnlen,  Akademien,  UnlTorsitäten,  Land*  nnd  Forstwissensehaftsseholen, 
MlUtftrsehnlen,  Yorbereltnngs-Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  EIi^Xlirlg-Frei- 
wiUige-  nnd  Offliiers-Examen,  etc. 

Die  Seh&ler,  Stadlerenden  and  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
natnrwissenschaftlichen  F&cher,  werden  dnrch  diese.  Schritt  fVr  Schritt  gelSste,  Anfgaben- 
sammlang  Immerwährend  an  ihre  in  der  Schale  erworbenen  oder  nar  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zam  nnfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Anfgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zn  lösen  haben,  zngleich  abor  aach 
die  flberans  grosse  Fraohtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  Torgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Anfgabensammlong  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schal- 
anterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlemnng  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Anflösen  TOn  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schalen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  toU- 
ständige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Anfgaben  sa  IQsen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  rerwerten.  Last,  Liebe 
und  Yerständnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Arehitekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Aui^isohung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  aUen  Bemli« 
zweigen  rorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegea  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Yerfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  nnd  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stattgart  Die  Yerlagsluuidlimg. 
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Brkl.  292.    Die  in  Antw.  auf  Frage  25  her-  und   es   wird   infolge   der  Abhängigkeit 
^ÄÄ^chZI^*"^  ^^  """^""^  ^''  Stückes  fdv  der  Grösse  t;,  ebenso 

A) dy  =  u.dv  +  v.du  d«s  Stückes  /du  der  Grösse  «  von  ^x, 

nftch  der  Anmerkiinfir  16* 

entspricht,  da  u  und  v  in  den  durcH  die  Inte-  ^ 

gralgleichungen:  3  a) y^y  _  ^ 

^) u  =  ö(^)  ^^^ 

and 

c) v  =  H(x)  ^*) /^^**  =  « 

aasgedrückten    Beziehungen    expliziete      Werden  aber  in  den  durch  die  Glei- 

Fnnktionen     derselben    unabhängigen  chungen    2a).    und    2b).    ausgedrückten 

KÄcht'bfffeÄtllU!  Beziehungen  die  Stücke  fdv  und  /du 
px  A    —    f  \^  bezw.  zu  V  und  w,  wird  also  auch  in  der 

^^ "*        ^^''^'^''  Gleichung  2).  das  Stück  fdv  (=  dv) 

C) du  =  h(x)dx  ^^  ^  "°d  /^^  (=  ^«*)  zu  M,  so  wird, 

ausgedrückten  Beziehungen  [welche  durch   ^*  ^*^^  ^^^  ^^'^^-  ^^^• 
einmalige  Differentiation   aus   den  Inte-  u  Jdv  +  v./du— C  =  u.v  — 
gralgleichungen  b).  und  c).  abgeleitet  ge-*'         *      ^  a  \    /  a  \ 

dacht  werden  müssen]  expliziete  Funk-  \^      du),[v  —  Jv) 

Aar  .1?'^''^"  ^^"^  ^^'^''^\-  1  1  •  i.  ist,  nach  jener  Aenderung,  in  welcher 

der  allgemeinen  Differentialgleichung:  .  '  ^'j     ^  •  j 

^  »  »  ju  =  u  und  Jv  =i  V  wird: 

1) <iy  ==  A«)  da? 

denn:  aus  den  Gleichungen  A).  bis  C).  und  hy        ^ '/^^  +  ^ 'f^^  — C  =  w.t;  —  0.0 
big  c).  erh&lt  man  durch  Substitution:  oder: 

1)....  dy  =  Gix).hix)dx  +  H(x).g(x)dx      $), , .  fu.dv +fv .du—  Ü  =  u.v 

oder* 

r  ,  und  es  wird  infolge  der  Abhängigkeit 

U)...dy=  [<5(x) . Ä(*)  +  Hix) . 9(x)] . dx      ^^g  g^j^^jj^gg  y^^  (^  ^^^  ^^^  Q^gg^^  y 

in  welcher  Gleichung:  von  du  und  J«  nach  der  Anmerkung  16: 

0(a:).Ä{«)  +  H(,x).gQc)  =  f{x)  53) y^y  =  y 

Ä^SÄ' iÄ1ÄVd?Ä  .J;  nachdem  ff  (0)  und  ^(0)  =  0 
in  welchem  nur  die  Variable  x  vorkommt,  und  Sind  Oder  (nach  den  mathematischen 
welche  im  früheren  ganz  allgemein  durch  Gesetzen)  irgend  welche  andere  ge- 
{(x)  bezeichnet  wurden.  dachten  konstanten  Grössen  darstellen, 

«        erhält  man  somit  die  Integralgleichung: 

a) y  =:  tcv 

Srkl.  293.    Aus  der  Integralgleichung:  in  welcher: 

'^ y  =  ^'^  b) u  =  G{x)  —  G{0) 

in  welcher:  , 

oder: 

b) u  =  Gix) 

nnd  bj *«  =  ö^(^) 

c) V  =z  H(x)  und 

ist,  ergaben  sich  nach  Antw.  auf  die  Frage  25   c)    .....    t;  =  H(x)  —  H(0) 
die  Differentialgleichungen:  ^  \  y  \  / 

-^) dy  =  u .  dv  -{-  V .  du 

Bj du  =  g(x)dx  ^i) ^  =  ^(^) 

Md  ist. 

C.i dv  .=  h(x)  dx  Aus  dem  vorstehend  Gesagten  ergibt 

Kleyer,  Integralrechnung  I,  1.  Teil.  lg 
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In  voriger  Erkl.  292  wurde  gezeigt,  dass  man  sich,  dass  die  Auflösung  oder  die  Inte- 

t  SlS^^Ä:i:K^^  grationeinerDifferentialg^^^^^ 

B).  und  C).  auch  in  der  Form:  der  allgemeinen  Form: 

A^)...dy=:G(x).h{x)dX'\'H{x).g{x)dx  A).  .  .  .  dy  =  u.dv -^-v  ,du 

oder  in  der  Form:  entspricht,  und  welche  die  Bedingung 

A2)..'dy  =  u.h(x)dx  +  v.g(x)dx  erfüllt,  dass  in  derselben  u  und  r  in 

schreiben  kann.   Berücksichtigt  man,  dass  nach  irgend  welchen,  allgemein  durch: 

den  Gleichungen  B).  und  C).  die  Grössen  p(a:)  y^\   _  ^  =  G(x)  oder  =  G(x)-{-G(0) 
und  h(x)  die  ersten  bezw.  aus  G(x)  und  H{x)     ^                      ^  ^  v  /   i        \   / 

abgeleiteten  Integralfunktionen  oder  die  und  durch: 

ersten  Differentialquotienten  von  0(x)  xr^/vN 

und  H(x)  sind,  und  setzt  man  nach  jenen  Glei-  c),  .  .  v  =  H{x)  oder  =  H{x)-^li{0) 

c  ungen    ).  un     )..        ^^  dargestellten    Beziehungen,    expliziete 

^^^^  ~  "dx"  Funktionen  von  derselben  Variablen  x 

und  ^^  sind,  dass  die  Differentiale  du  und  dr 

^^^^  ~  "5äc"  *^  ^^^  durch  einmalige  Differentiation 

aus  jenen  Integralgleichungen  b).  und 

so  gehen  die  Gleichungen  A,).  und  A^).  bezw.  ^y  abgeleiteten  Beziehungen: 

r.",  =  G(.).^[fM.,,+  B) du  =  g{x).dx 

H(x)'-^^^dx  C) dv  =h(x).dx 

dv     '  du  expliziete  Differentialfunktionen  von  dx 

la)...  dy^U'-j^'dx+V'-^'dx  gjnd,  lediglich  in  der  Bestimmung 

des  Produktes  u.v  besteht,  welches  in 
der  Gleichung: 

fdy  =  u.fdv-\-v.fdu —  C 

ErkL  294.    Dififerentiiert  man  die  Integral-  oder  in  der  Gleichung: 

fdy  =  fu.dv-A-fv.du  —  C 

a) y  =  M .  t? .  tr  •'     "^        -^  •' 

in  welcher:  oder  in  der  Gleichung: 

^) «  =  ö^W  fdy  =f(u.dv  +  v.du)  —  C 

c) V  =  H(x) 

und  —  K(  )  ^^^    ^^®   rechte   Seite   gesetzt   werden 

^ ^  ^     ^^'  muss,  angedeutet  durch: 

ist,  und  integriert  man  die  erhaltene  Differen- 
tialgleichung: I).  .  .  .  fu . dv -\-fv .du  —  C  =  u.v 

A).  rf .  dy  =  UV ,  dw  +  uu) .  dv  -{-  VW .  du  oder  durch* 

(siehe  Formel  7  in  dem  1.  Buch  der  Differen- 
tialrechnung), la). .  .  Ju.dv-\'fv,du  =  u.v-j-  C 

in  welcher:  ^  ^  ^^^^  ^^^^  ^^^  ^.^  ^^^^^  Seite /dy  eine  Grösse 

du  =  g{x)dx       y  gesetzt  wird,  und  wenn  hierdurch  eine 

I    V  =  H(x)  Gleichung  entstehen  soll,  in  welcher  die 

P)-'  '  \  ß^^  ^  ^g,^ dg,       Grösse  y  als  eine  expliziete  Funktion 

^^  w  =  JKT  ^  ^^^  ^^°  ^^^°  ^  abhängigen)  Variablen 

^^  Z  ]c()dx       ^  ^^^  ^  dargestellt  ist,  und  aus  welcher 

jene  Differentialgleichung  A).  durch  ein- 
ist, in  umgekehrter  Weise,  wie  in  Antwort  mali^e  Differentiation  abireleitet  wprdpn 
auf  Frage  25  gesagt  ist,  so  gelangt  man  zu  mäßige  mnereniiaiionaögeieuei  wer uen 

einer  Regel,  welche  der  in  der  Erkl.  291  auf-  ^^^^'      ^^    ^^^    ^^    "«r     gegebenen 

gestellten  Regel  analog  ist.  Differentialgleichung  A).  zugleich  auch 


«)•••{ 


y).  .  .  j 
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die  Grössen  u  und  v  gegeben  sind,  in- 
dem diese  Grössen  die  Differential-Koef- 
fizienten der  Differentialfunktionen  u .  dv 
und  v,du  sind,  so  kann  das  Produkt 
u.v  sofort  gebildet  werden,  und  es  ist 
mit  der  Differentialgleichung  A). 
zugleich  auch  die  zugehörige  Integral- 
gleichung a).  gegeben  (siehe  die  Erkl. 
291  bis  294). 


Irage  26.  Auf  welche  Weise  kann 
man  die  in  Antwort  auf  die  Frage  25 
aufgestellte  Integrationsformel  I).  oder 

la).  oder  die  in  der  Erkl.  291  aufge-      Antwort.     Jede  Differentialfunktion 
stellte  Integrationsregel  zur  Integration  von  der  allgemeinen  Form: 
von     Differentialfunktionen     benutzen,  u.dv  +  v  du 

welche  der  allgemeinen  Form  f(x).dx  .        ,  .  ..  ,.  .  ^ 

entsprechen;  und  welchen  besonderen  |f  ^^^^^^er  u  und  v  expliziete  aUgemem 
Namen  führt  das  hierbei  einzuhaltende  durch  ß(^)  bezw.  durch  Hix)  [oAer 
Verfahren?  ^^^^  der  Anmerkung  16  durch  0{x)  — 

(?(0)  und  H{x)  —  H(0)]  dargestellte 
Integralfunktionen  von  x  bedeuten,  in 
welcher  femer  du  und  dv  diejenigen 
explizieten,  allgemein  durch  g{x).dx 
bezw.  durch  h  (x) .  dx  dargestellten  Dif- 
ferentialfunktionen von  dx  bedeuten, 
welche  durch  einmalige  Differentiation 
bezw.  aus  jenen  Integralfonktionen  G(x) 
[oder  G{x)  —  G(0)]  und  H{x)  [oder 
H(x)  —  -H'(O)]  abgeleitet  wurden,  ent- 
spricht, wie  in  der  ErkL  292  gesagt, 
der  durch: 

[G(x).h{x)  +  H{x).g{x)]  dx 

dargestellten  Form.  Diese  besondere 
Form  einer  Differentialfunktion  ist,  wie 
in  der  Erkl.  292  gesagt,  in  der  durch 
f{x) . dx  dargestellten  allgemein ere n 
Form  enthalten. 

Ist  nun  eine  Differentialfunktion  ge- 
geben, welche  der  allgemeinen  Form: 

f(x) .  dx 

entspricht,  und  man  kann  (auf  erlaubte 
Weise,  d.  h.  ohne  die  Bedeutung  und 
den  Wert  der  vorgelegten  Differential- 
funktion zu  ändern)  eine  solche  Diffe- 
rentialfunktion so  umformen,  dass  sie 
zu  einer  solchen  wird,  welche  der  in 
jener  allgemeinen  Form  enthaltenen  be- 
sonderen Form: 

[Gix) .  A(:r)  +  n(x).g{x)]  dx 


276  Integralrechnung  L  —  1.  Teil. 

entspricht   (oder   ist   sie    bereits    eine 
solche),  so  kann  man  die  zu  jener  Dif- 
ferentialfunktion    gehörende     Integral- 
funktion einfach  dadurch  bestimmen, 
o  f^^'^^'  o}^  ^a^epdimg  der  in  der  Antw.  indem  man  das  Produkt  u.v,  d.  i.  das 
dSse?'  a?t:  tfe^^f^t^eÄ^^^  Va'ct  l'^init  G (.) .  H(.)  bildet,  uid  diesem 
Teilen,  bat  nur  dann  einen  Sinn,   wenn  Produkt    die    an    und    für    sich    unbe- 
die  nach   diesem  Verfahren  (dieser  Methode)  Stimmte  Grösse  G  ZUfKgt. 
im    weiteren    noch   auszufahrende,    in  der  .^_«.^_ 

nebenstehenden  Integralformel  A).  durch  fv  du       t^--*  r»-.  ^ 

angedeutete  Integration  möglich  ist.  Dies  bei  Die  m  Antwort  auf  Frage  25  auf- 
der  Einführung  der  Integralfunktion  u  und  der  gestellte  Integrationsformel: 

Differentialfunktion  dv  (deren  Integralfunktion  jv  C     a      \_  r     jt     \    n 

V  bekannt  sein  muss)  sofort  zu  erkennen,  ist  ^^)'  •  •  J  U.av-f-J  v.au  —  u.v-j-L' 
bei  Anwendung  jener  Regel  oder  jenes  Ver-  i^  y^  1^         t^       -.    . 

fahrens  von  grosser  Wichtigkeit  und  hiemach  T       E  ?  ?  x  ?  J^.i 

hat  sich  die  mit  der  yorgelegten  Differen-  dere  Weise  zur  Integration  von  Dlffe- 
tialfunktion  f(x).dx  vorzunehmende  Um-  rentialfunktionen,  welche  der  allgemeinen 
formung  zu  richten  (siehe  Erkl.  296).  Y(rrm  f(x).dx  entsprechen,   benutzen. 

Die  nach  Anwendung  jener  Regel  im  weiteren   Aus    lener    Inteffrationsformpl    pr- 
noch  auszuführende  Integration  ist  möglich,  ^^?^  jener    iniegrauonsiormei    er- 

wenn  die  Differentialfunktion,  welche  der  Inte-  halt   man   namllCh   die  weitere   Inte- 
gration noch  unterworfen  werden  muss,  eine  grationsformel: 
solche  ist,  welche  nach  einer  Integrationsregel 

integriert  werden  kann,  sie  ist  zu  empfehlen,     2).  .  .  .  ju.dv  =  u,v — fv,du~\-C 
wenn  diese  Differentialfunktion  x  (vorausgesetzt,      -^       o   /»k  • 

dass  sie,  wie  soeben  erwähnt,  keine  nach  an-  ^^^^  aucn: 

dern  Integrationsregeüi  integrable  Differential-   r2a).  _  f^^du  =  u.v -fu.dv-^  C] 
funktion  ist)  eme  emfachere  als  diejenige  Diffe-    l     ^        «^  ^  '       J 

rentialfunktion  ist,  welche  jener  teilweisen  Inte-       Da  nun,  wie  aus  der  Erkl.  292  eben- 
gration  unterworfen  wurde,   indem  man  dwin  j  jj      ersichtlich    ist,    SOWOhl   U.dv    als 
auch  auf  sie  diese  Regel  anwenden  und  m  Be-       "        j        \  .     l^.J^       "^ 
treff  der  hierdurch  alsdann  noch  im  weiteren  ^^Ch  v .  du  solche  Dmerenualfunktionen 

auszufahrenden    Integration    analoge    Unter-  vorstellen,  welche  ebenfalls  ZU  denjenigen 

suchungen  anstellen  kann.  gehören,  welche  der  allgemeinen  Form 

Durch  solche  wiederholte  Anwendungen  der  fr^)^^  entsprechen,   SO  kann  man  in 

Integration  nach  Teilen  gelangt  man  oft  V»«  i    •  \.x       r  j-   \?  J     /  **«*""  "*«" 

schliesslich  zu  einfacheren  Differentialfunktionen,  KQckSlCht  auf  die  Bedeutung,  welche  w, 

welche  nach  bekannten  Integrationsformeln  in-  t;,   du  und   dv   nach    der    Antwort    auf 

tegriert  werden  können.   Solche  Integrationen,  Frage  25  (oder  nach  dem  im  Eingange 

rnll^rL^nr^oI^'T^  dicscr  Autwort   Gesagten)   haben,   die 

Integration    nach    Teilen    ausgeführt    werden  ^   .         , .               ,       r  7  n 

können,  deren  Wesen  also  darin  besteht,  die  Integration sregel  aulstellen: 

auszuführende  Integration  auf  die  Integration  ■»       i      tt  i.                 •        r^'iv        i.*  i 

einfacherer  Differentialfunktionen  (oder  solcher  Äegel.     Hat    man    eme    Dlfferential- 

Differentialfunktiouen,  deren  Integralfunktionen  f unktion ,    welche    der    allgemeinen 

bekannt  sind)   zurückzuführen,   heisst  ins-  Form  /"(a:)  .  da?  entspricht,  und  man 

besondere    Integration  durch  Rekursion«  jj^nn  dieselbe  (auf  erlaubte  Weise, 

(Keduktion).     Formeln,    welche   nach    diesem  jui.        j-T>ji.              jj 

Verfahren  aufgestellt  werden,  und  nach  welchen  0.  h.  ohne  die  Bedeutung  und  den 

die  Integration  von  Differentialfunktionen  zu-  Wert   der  vorgelegten  DiflFerential- 

rückgeführt  wird  auf  die  mögliche  Integration  funktion  ZU  ändern)  durch  Einfüh- 

einfacherer  Differentialfunktionen,  heissen  ins-  ^ung  einer  neuen  VOn  X  abhängigen 

besondere   Rekursionsformeln    (auch    Re-  tt     •  ui               i      j      r.  t?*  r..ir    ..  . 

duktionsformeln).  Variablen  w,  also  durch  Einfuhrung 

einer  neuen  Integralfunktion  von  Xy 
und  durch  Einführung  des  Differen- 
tials dv  einer  andern  neuen,  von  x 
abhängigen  Variablen  v,  also  durch 
Einführung  einer  neuen  Differential- 
funktion  von   dx^   in   eine  solche 


duktionsformeln). 

(Siehe  die  folgenden  Aafgabeo  ) 
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Differentialfunktion  umformen, 
welche  die  allgemeine  Form  f^.  dv 
hat,  80  erhält  man  das  zu  dieser 
Differentialfunktion  u .  dv  gehörende 
Integral,  indem  man  von  dem  um 
eine  unbestimmte  Grösse  C  ver- 
mehrten Produkt  der  beiden  Integral- 
funktionen u  und  V  dais  Integral  weg- 
nimmt, welches  zu  der  Differential- 
funktion gehört,  welche  die  allge- 
meine Form  V .  du  hat,  in  Zeichen : 

A). .  ,fu .dv  =  u.v  — fv .du-}-  C 

Die  vollständige  Integration  der  Dif- 
ferentialfunktion u.dv  ist  nach  dieser 
Regel  einesteils  abhängig  von  der 
Möglichkeit  der  Integration  der  ein- 
geführten neuen  Differentialfunktion  dv 
(weshalb  diese  Differentialfunktion  dv 
so  gewählt  werden  muss,  dass  sie  inte- 
grabel  ist,  dass  ihre  Integralfunktion  v 
bekannt  ist),  sie  ist  andernteils  ab- 
hängig von  der  Möglichkeit  der  Inte- 
gration der  durch  v.du  dargestellten 
Differentialfunktion,  von  der  Möglichkeit 
der  Ausführung  der  durch  fv.du  an- 
gedeuteten Integration. 

Da  nach  der  vorstehenden  Integrations- 
formel: 

fu .dv  =  u.v  — /v .du-\-  C 

das  durch  /u.dv  dargestellte  Integral 
in  die  zwei  Teile  u .  v  und  fv .  du  zer- 
legt wird,  von  welchen  der  erste  Teil 
u .  V  infolge  jener  erwähnten  Substitution 
ein  bereits  bekanntes  Integral  ist,  und 
von  welchen  der  zweite  Teil  fv .  du  aber 
ein  noch  näher  zu  bestimmendes 
Integral  ist,  so  heisst  das  durch  jene 
Regel  ausgedrückte  Integrationsverfahren 
einer  Differentialfunktion  von  der  all- 
gemeinen Form  f(x).dx:  „Integration 
nach  Teilen""  (siehe  die  Erkl.  295 
und  die  folgenden  Aufgaben). 


Aoinerkimg  27.  Dem  Studierenden  wird  auch  hier  wieder  empfohlen,  sich  von  der  Richtig- 
keit der  im  nachstehenden  ausgeführten  Integrationen  dadurch  zu  überzeugen,  dass  er 
die  nach  diesen  Integrationen  erhaltenen  Eesultate  differentiiert  und  sich  davon  über- 
zeugt, ob  die  somit  erhaltenen  Differentialfunktionen  die  integrierten  sind. 
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a).  Aufgaben  zur  Einübung  in  dem  Auffinden  unbestimmter  Integrale 

mittele  der  Integration  nach  Teilen. 

Anmerkung  28.    Die  in  nachstehenden  Aufgaben  881  bis  411  enthaltenen  Differentialfunk- 
tionen  sind  mittels  Benutzung  der  in  Antw.  auf  Frage  26  aufgestellten  Integrationsformel: 

J'u.dv  =  u,v  —  fv  ,du-\-C 

in  welcher: 

tt  =  (r  (x)\   du  =  g  {x)  dx\   v  =  H  (x)   und   dv  ==  h  {x)  dx 

ist,  integriert 

Diese  Aufgaben  sind  in  fünf  Gruppen  eingeteilt: 

Die  erste  dieser  Gruppen  (Aufgabe  881  bis  888)  enthält  solche  Dififerentialfunk- 
tionen,  die  mittels  entsprechender  Substitution  einer  durch  «  dargestellten 
Integralfunktion  you  x  und  mittels  entsprechender  Substitution  einer  durch 
dv  dargestellten  Differentialfunktion  von  dx  [deren  zugehörige  (erste)  In- 
tegralfunktion V  bekannt  ist,  bezw.  bestimmt  werden  kann]  nach  jener  In- 
tegrationsformel integriert  werden  können,  und  zwar  vollständig  in- 
tegriert werden  können  deshalb,  weil  die  in  weiterem  noch  auszufüh- 
rende und  in  jener  Formel  durch  fv .  du  angedeutete  Integration  nach  den 

früher  vorgeführten  Fundamental -Integrationsformeln  ausgeführt 
werden  kann  (siehe  die  Erkl.  296). 

Die  zweite  dieser  Gruppen  (Aufgabe  389  bis  896)  enthält  solche  Differential- 
funktionen, die  ganz  analog  wie  die  in  der  ersten  Gruppe  enthaltenen  in- 
tegriert werden  können,  aber  vollständig  deshalb  integriert  werden 
können,  weil  die  im  weiteren  noch  auszuführende,  in  jener  Formel  durch 

J'v .  du  angedeutete  Integration  mittels  Integration  durch  Substitution 

ausgeführt  werden  kann. 

Die  dritte  dieser  Gruppen  (Aufgabe  897  bis  400)  enthält  solche  Differenti&l- 
funktionen,  die  ganz  analog  wie  die  in  der  ersten  Gruppe  enthaltenen  in- 
tegriert werden  können,  aber  vollständig  deshalb  integriert  werden 
können,  weil  die  im  weiteren  noch  auszuführende,  in  jener  Formel  durch 

fv.du  angedeutete  Integration  dieselbe  als  die  ursprünglich  auszufüh- 
rende Integration  ist,  infolgedessen  die  erhaltene  Integralgleichung  so 
vereinfacht  werden  kann,  dass  keine  weitere  Integration  mehr  nötig  ist  (siehe 
auch  die  Erkl.  800  und  801). 

Die  vierte  dieser  Gruppen  (Aufgabe  401  bis  404)  enthält  solche  Differential- 
funktionen, die  ganz  analog  wie  die  in  der  ersten  Gruppe  enthidtenen  in- 
tegriert werden  können,  aber  vollständig  deshalb  integriert  werden 
können,  weil  die  im  weiteren  noch  auszuführende,  in  jener  Formel  durch 

fv.du  angedeutete  Integration  nach  entsprechender  Umformung  des 

Differentialkoeffizienten  v  so  zerlegt  werden  kann,  dass  man  alsdann 
im  weiteren  verfahren  kann,  analog  wie  für  die  in  den  vorhergehenden 
Gruppen  enthaltenen  Aufgaben  gesagt  ist. 

Die  fünfte  dieser  Gruppen  (Aufgabe  405  bis  411)  endlich  enthält  solche  Diffe- 
rentialfunktionen, die  ganz  analog  wie  die  in  der  ersten  Gruppe  enthaltenen 
integriert  werden  können,  aber  vollständig  deshalb  integriert  werden 
können,  weil  die  im  weiteren  noch  auszuführende,  in  jener  Formel  durch 

J'v,  du  angedeutete  Integration  ausgeführt  werden  kann,  wie  für  die  in  der 
Gruppe  1  bis  4  enthaltenen  Aufgaben  gesagt  wurde.  Bei  der  Integration 
der  in  dieser  letzten  Gruppe  enthaltenen  Aufgaben  wird  also  die  Integration 
nach  Teilen  wiederholt  angewandt. 

Anfgabe  381.    Man  soll  die  durch 

fx.e^.dx  AoflÖBiing.    Setzt  man  nach  näherer 

_            T            .           i.  1-  Betrachtung  der  vorgelegten  Differential- 

angedentete  Integration  ausführen.  funktion  (siehe  Erkl.  296) : 

fx.e^ ,  dx 
in  der  Integrationsformel: 
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Erkl.  296.    Soll  die  durch  a) /u.dt?  =  u.  »-/r .  d«+ C 

JX  ,€^  .dx  (siehe  Anmerlraxig  28) 

angedeutete  Integration  mittels  der  Integra-       a) u  ==  o; 

tion  nach  Teilen,  also  nach  Antw.  auf  Frage     ,  .    , .^u  i.:^..»«.  «»«»AkAnii/kn  nsffA 

26  mittels  Anirendung  der  Integrationsformel;  also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 

rentialgleichnng: 
a).,..fu,dv  =  u.ü-/t?.(lM  +  C  •    ^j du  =  dx 

in  welcher:  und 

«  =  ö(x)  y) do  -  ^.dx 

V  =  H{x)  ijgQ  jjji^^ij  der  gjcli  hieraus  ergebenden  In- 

du  =  g(x)dx  tegralgleichuDg: 

und  dv  =  h  (x)  dx  y eju  =  y«' .  da:  —  Ci 

ist,  ausgefohrt  werden,  so  muss  man  nach  die-  j.                        o  =  e" 

ser  Formel  die  vorgelegte  und  zu  integrierende  <';•••    •   •    '     ^   ~^  ^        ,  ^        ,^. 

Differentialfunktion:  <'^*»^-  ^^"»•^  ^  '«^  ^^*^-  ^'^^  ^'•«^^  '^^ 

x.e^ ,dx  so  erhält  man  die  Integralgleichung : 

so  umformen,  hier  einfach  so  in  zwei  solche  i).  .  .fx.e'.dx  =  x,e^—fe^»dx-{-C 

Faktoren  zerlegen,  von  welchen  der  eine  eine 

iDtegralfnnktion  von  x  ist  und  an  Stelle  von  u       Berücksichtigt  man  nunmehr,  dass  nach 

gesetzt  werden  kann,  von  welchen  der  andere  Formel  4  in  Antw.  auf  Frage  14: 

eine  Differentialfunktion  von  dx  ist  und   an  ^ 

Stelle  von  dv  gesetzt  werden  kann.  2) je^.dx  =  e'-f'  ^i 

Bei  dieser  Umformung  oder  Faktorenzerlegung  .  ^  ,  ..^  ,.  v^»j*«  m^i 

hat  man  zu  beachten,  dass  vor  allem  die  "t,  so  erhält  man  ans  diesen  beiden  Glei- 

für  di7  zu  setzende  Differentialfunktion  integra-  chungen : 

bei  ist,  dass  ferner  das  Produkt,  gebildet  aus  r^pj  ^     f^A_r\.i.r 

der  zu  dieser  Differentialfunktion  dv  gehören-  Jx.r.dx  =  ».r  — ir-j-oj-f- o 

den  (imd  also  bekannten)  Intöpalfun^^^^^       und  ^^^j.  (^  Rücksicht  auf  Anmerkung  6): 

dem  Differential  du  jener  Integralfunktion  u  ^ 

eine  Differentialfunktion  v,du  vorstellt,  welche  fx.e'.dx  =  x.e^—e^-j-  C 

in  weiterem  integriert  werden  kann.    Die  vor-  .  ^ 

gelegte  Differentialfunktion:  mithin: 

x.e'.dx  A). .  ,f%.e.dx  =  <r^.(a;  — 1)+C 

kann  man  auf  drei  verschiedene  Weisen  in 
zwei  Faktoren  zerlegen,  von  welchen  der  eine 
=  tf,  der  andere  =  Sv  gesetzt  werden  kann; 
man  kann  nämlich: 

/    « .  «f*  =  u    [wonach:  du  -^  (x  ,f^ -\-fr)dx  ist] 
1).  .  .  I  und 

f       dx  -=•  dv  [wonach:  Jdv  oder  v  =  aß  ist] 

/        e^  =  »    [wonach:  du  =  e*  ,dx  ist] 

)  und 

I  x,dx  =  dv  [wonach:    / dv  oder  v  =  ö"  +  ^  *^*] 

/         X  ^=  u     [wonach:  du  =z  dx  ist] 
3).  .  .  I  und 

i  e'.dx  =  dv  [wonach:  fdv  oder  ü  =  e*+  C  ist] 

setzen-,  nach  jeder  dieser  Zerlegungen  und  Sub- 
stitntion  erhält  man: 

a) x.e'  .dx  =  u.dv 

Es  fragt  sich  nur:  kann  man  auch  im  wei- 
teren nach  jener  Faktorenzerlegung  und  jener 
Substitution  die  durch 


2). 


nnd 
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Jx  .e^.du 

angedeutete  Integration  mittels  jener  Integrations- 
formel a).  vollständig  ausfahren? 

Man  kann  nach  jener  Integrationsformel  a). 
die  angedeutete  Integration  ausführen,  wenn  man 
nach  jener  Faktorenzerlegung  und  Substitution 
erstens  die  zu  dv  gehörende  Integralfunktion 
bestimmen  kann  (oder  wenn  man  cUe  Differen- 
tialfunktion dv  integrieren  kann),  und  wenn 
zweitens  das  Produkt  v  ,du  eine  Differential- 
funktion ist,  welche  ebenfalls  integrabel  ist. 

Die  erste  jener  Bedingungen  wird  bei 
jeder  der  unter  1).,  2).  und  3).  erw&hnten  (und 
möglichen)  Faktorenzerlegungen  erfüllt,  indem 
die  nach  jenen  Zerlegungen  für  dv  zu  setzen- 
den Differentialfunktionen  dx,  x.dx  und  e^.dx 
nach  bekannten  Integrationsformeln  integriert 
werden  können  und  bei^w.,  wie  oben  angedeutet, 

die  Integrale  x,  -^-\-C  und  e^  +  C  ergeben; 

die  zweite  jener  Bedingungen  wird  nur 
bei  der  vorstehend  unter  8).  erw&hnten  Fak- 
torenzerlegung erfüllt,  indem  nach  der  Zerlegung 
unter  1).: 

ß).   .   .    v.du  =  x,(x,€^-^e^)  dx 

n&mlich  eine  solche  Differentialfunktion  von  dx 
ist,  welche  nicht  allein  komplizierter  als  die  ur- 
sprünglich zu  integrierende  Differentialfunktion 
X  ,e^ .dx  ist,  sondern  jene  auch  in  sich  ent- 
hält, also  weniger  integrabel  ist,  als  die  vorge- 
legte; indem  ferner  nach  der  Zerlegung  unter  2).: 


7). 


V 


du  =  ^*€^.dx 


nämlich  eine  solche  Differentialfunktion  von  dx 
ist,  welche  dieselbe  Eigenschaft  wie  die  vorhin 
erwähnte  hat;  indem  aber  nach  der  Zer- 
legung unter  3).: 

6) v.du  r=  €^ ,dx 

nämlich  eine  solche  Differentialfunktion  von  dx 
ist,  welche  nach  der  in  Antw.  auf  Frage  14 
aufgestellten  Integrationsformel  4: 

feT  .dx  =  ^  +  C 

integriert  werden  kann  (siehe  Auflösung 
der  Aufffabe  381). 

Aus  dem  vorstehend  gesagten  ergibt  sich, 
dafis  man  bei  Integrationen  nach  Teilen 
eine  gewisse  Uebung  haben  muss,  um  zn  er- 
kennen, welche  Umformung  (Zerlegung  in  Fak- 
toren) mit  der  vorgelegten  Differentitdfunktion 
vorgenommen  werden  muss,  um  die  geforderte 
Integration  schliesslich  auch  vollständig  aus- 
führen zu  können. 


Aufgaben: 

Man  soll  die  im  nachstehenden  angedeute- 
ten Integrationen  ausführen. 

382).  f  lg  x.dx 


Lösungen : 


Setzt  man  nach  einer  (analog  wie  in  der 
Erkl.   296   angestellten)   näheren   Be- 
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trachtung  der  vorgelegten  Differential- 
f anktion : 

Igx ,  dx 

in  der  Integrationsformel  : 

a).  .  .  .  J'u .dv  =  u.v  — fv ,du-\-C 

a) u  =  Igx 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 

ß) du  =  —  dx 

X 

und 

y) du  ==  dx 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  In- 
tegralgleichung: 

J'dv  =  fdx 

d) V  =  X 

so  erhält  n\an  die  Integralgleichung: 

flgx.dx  =  Igx.x — jx  —  dx-f-O 
oder: 
1).  .  .  flgx.dx  =  xAgx—fdx-^C 

Berücksichtigt  man  nunmehr,  dass: 
2) fdx  =  x 

ist,  so  erhält  man  aus  diesen  beiden  Glei- 
chungen: 

flgx.dx  =  xAgx  —  x-YC 
oder: 

A).  .  ,  flgx.dx  =  x{lgX'-\)-\'C 

383).  fx^  Agx.dx Setzt  man  nach  einer  (analog  wie  in  der 

Erkl.  296  angestellten)  näheren  Betrachtung 
der  vorgelegten  Differentialfunktion: 

x^  ,lgx  »dx 
in  der  Integrationsformel: 

a).  .../«.  dr  =  tt .  r  —fv  du  +  C 

o) u  =^  Igx 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe 
rentialgleichung : 

ß) du  r=  — dx 

'^'  X 

und 
y) dt?  =  «^.  d« 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden 
tegralgleichung : 

fdv  =s  fx^  .dx—C 
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Ol«      •      •      •      •      •       t     — ^        _ 

(siehe  Fonnel  1»  in  Antw.  auf  Frage  14) 

SO  erhält  man  die  Integralgleichong: 

y'                                «5      /*«'    1 
x^Agx.dx  =  ?<^x»-ö /-Q dx  +  ^ 

oder: 

1).  .  .  Jx^.lgx.dx  =  ^Igx-'-^lx^.dx  +  C 

Berücksichtigt  man  nunmehr,  dass  (nach 
Formel  la  in  Antw.  anf  Frage  14): 

2) fx^.dx  =  ^+^1 

ist,  so  erhält  man  aus  diesen  beiden  Glei- 
chongen: 

Jx^.lgx.dx  =  :^|^x-l(^+C,)  +  C 

oder  (siehe  auch  Anmerk.  6): 

I  x^  ,lgx,dx  =  -^Igx q-4-C^ 

oder: 

A).  .  .   Ix^Jgx.dx  =  •^(?^^  — -3)  +  ^ 

384).  fx^.lgx.dx Analog  wie  in  Anflösong  der  Aufgabe  383 

erhält  man: 

A).  .  .  Ix^.lgx.dx  =  4-(^*~~"4:)+^ 

385).  fx*" .Igx.dx Analog  wie  in  Anflösnng  der  Aufgabe  383 

erhalt  man: 

x"*. Igx.dx  =  —--.flgx^'^^-^'j  +  C 

386).  fx  coBxdx Setzt  man  nach  einer  (analog  wie  in  der 

Erkl.  296  angestellten)  näheren  fietrachtung 
der  vorgelegten  Differentialf nnktion : 

X,C08X,dx 

in  der  Integrationsformel: 
a).  .  .  .  fu  ,dv  =  u,v  —  fv  .  (itt  +  0 
a) u  =s  x 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 

ß) du  =  dx 

und 
y) dv  =:  cosx.dx 
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also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  In- 
tegralgleichung : 

J^v  =  J'cosx  ,dx  —  C 

d) V  =  ainx 

(siehe  Ponnel  5  in  Antw.  auf  Frage  14) 

so  erh&lt  man  die  Integralgleichung: 
1).  .  .  fx  eo8X  dx  =  x.sinx  —fein  x,dx+C 

Berücksichtigt  man  nunmehr,  dass: 
2).  «  .  .  fsin x,dx  =  —  C08X  —  C^ 

(siehe  Formel  7  b  in  Antw.  auf  Frage  15) 

ist,  80  erh&lt  man  aus  diesen  beiden  Glei- 
chungen nach  gehöriger  Reduktion  (und  in 
Rücksicht  auf  Anmerkung  6): 

A).  .  .J'x  cosxdx  =  X,  8%nx  +  cosx  +  0 


387).   J'x  sinx  dx 


Analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  386 
erhält  man: 

A).  .  .fx  sinx  dx  =  sinx  —  x  .cosX'{-  C 


388) 


Erkl.  297.    Führt  man  die  durch 


1  +  aj 


dx 


X' 


angedeutete  Integration  ans,  indem  man: 

1-f  a:           1     ,     a?       ,              11 
— 2 —  =  -^  +  -y  oder  =  — rH 

X*  X*  X*  X*     *     X 

setzt,  so  erh&lt  man: 

oder  =  /—^'dx  +  f  —  dx 


Da  nun: 


-2+1 


i.<^-  =  — 2+1  +  ^ 
oder  = h  C 

X 

und 

3) f-^^^  =  lgx+  C 

ist,  80  erh&lt  man  ans  den  Gleichungen  1  bis  3: 

Da  nach  nebenstehender  Auflösung: 


Setzt  man  nach  einer  näheren  Betrach- 
tung der  vorgelegten  DifTerentialfunktion: 

— 4 — ^^ 
x^ 

in  der  Integrationsformel: 

a).  .  .  .  fu  ,dv  =  u,v  — fv .  tlu-|- C 

a) u   =  I4-« 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 

ß) du  =i  dx 

und  setzt  man  femer: 

y) dt?  =  —rcia? 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  In* 
tegralgleichung: 

fdv^JX^dx^C 
x-^+^  1 

«f).  .  .  ü  =  — ^—r^  oder  = 

'  —  2  -f  1  X 

(liehe  Formel  1  a  In  Antw.  auf  Frage  14) 

SO  erhalt  man  die  Integralgleichung: 

/i-5^d.  =  (i+.).-A_yLi.,. 

oder: 
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B 


,)...y-^— da:  =  -— ^ — ^igx+c    1). .  .y— ^— d«  =  --^ — 7^'''^ 

Q^gp 1 ^_ijg^iQ        Berücksichtigt  man  nunmehr,  dass: 

1  2) f—dx  =  Igx  +  C 

oder  =  --~  +  7^a?+C  — 1  J^ 

X  (siehe  Fonnel  2  in  Antw.  auf  Frage  14) 

ist,  80  ergibt  sich  aas  den  Gleichungen  B).  und  ist,  so  erhält  man  ans  den  Gleichungen  1 

B|).,  dass  die  in  beiden  Gleichungen  allgemein  ^q^  2: 

durch  C  bezeichneten  Grössen  um  die  Grösse 

—  1  verschieden  sind  (siehe  die  Erkl.  211).  ^v         /*1  +  ^  ^^  _.  _  1  +  ^    ijfj^i   q 

J       X  X 

(siebe  Erkl^  297). 


389).     Ixe    ^'  dx Setzt  man,  analog  wie  in  der  Auflösung 

*^  der  Aufgabe  381  in  der  Integrationsformel: 

a).  .  ,fu,dv  =  tt.t? — fv.du-^-C 
a).  .    •    .  u  =  0? 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 

ß),  .   .   du  ^=  dx 

setzt  man  femer: 

y).  .   .    d»  =  e''"dx 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  In- 
tegralgleichung: 

fdv  =/c-**(Ja;-.C 
<r).  .  .  .  t?  =  — ie-«* 

'  a 

(liehe  AaflOsang  der  Aafgabe  271) 

SO  erhält  man: 
fx.f^'dx  =  a;.-~.e-**  — /— i.e-"*.dx+C 


oder: 


1) 


.  .  .  Ix.e-"dx  =  —--.x.e-'"  +  ^  fe-^dx  +  O 


/"•' 


Beachtet  man  nunmehr,   dass  nach  der 
Auflösung  der  Aufgabe  271: 

2).  .  .   fe-'^dx  =  — i-.e-«*4.c 

ist,  so  erhält  man  aus  den  Gleichungen  1  und  2 : 

a  ^    a         a  ' 


oder: 
A).  .  .  /ar. «-"*(!«  =  —  ^-c"-**.  (x+i-)  +  C 


^90).  fx.eosax.dx Analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  886 

erhält  man: 


A) 


.  .  .  I x.cosaxdx  =  —^{ax.8inaX'\-eo8ax)'\-'C 
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391).  fx.sinaz.dx Analog  wie  in  Anflösang  der  Aufgabe  386 

erhalt  man: 


.  ..  Jx.sinaxdx  =      ^-(sinax  —  axeoaax) 


A) 

392).   fare{9inz=x)dx Setzt  man  in  der  Integrationsformel: 

a).  .  ,fu,dv  =  u.v  ^fv.dU'\-  C 

o).  .   .   .  u  =  arc  {sin  =  x) 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 

ß).  .   .   du  =  -    __-dx 


Vy^ 


X 


2 


und 

y).  .   .    dv  =  dx 

also  nach  der  sich  hieraas  ergebenden  In- 
tegralgleichung: 

Jdv  =  fdx 

S).  ,  .  .  V  =  X 
so  erhält  man  die  Integralgleichung: 

yarc  (sin  =x)dx  =  arc iain  =  x).x  —  ix»-  ^    -  z —  da;  4-  C 


oder: 


1).  .  .  /arc  {sin  =^  x)dx  =  x,  arc  (sin  =  «)  —  l—r-  —  —  dx-^-  C 

Berücksichtigt  man  nunmehr,  dass  nach 
der  Auflösung  der  Aufgabe  223: 


2).  ../*->  ^  --  dx  =  —  V^l  — a;*-|-C 


ist,  so  erhält  man  aus  diesen  beiden  Glei- 
chungen (siehe  Anmerkung  6): 

A).  .  .farc  (sin  =  x)dx  =  x.arc  [sin  =  x)  -j-  V 1  —  x^  -|-  C 

393).   / arc  {cos  =  X)  dx Analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  392 

erhält  man  mittels  Benutzung  der  Auflösung 
der  Aufgabe  223: 

A).  .  .y  arc  (cos  =z  x)dx  =  x  arc  (cos  =  x)  —  V^l  —  x*  -\-  G 

394).  f  arc  (tg  =^  x)  dx Analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  392 

erhält  man  (mittels  Benutzung  der  Auflösung 
der  Aufgabe  246): 

A).  .  »farc  (tg  —  x)dx  =  x.arc  (tg  ■=  x)-'lg  Y\  -}-«'  +  C? 

395).  farc  (ctg  =  x)dx Analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  392 

erhält  man  (mittels  Benutzung  der  Auflösung 
der  Aufgabe  246): 

A).  .  .farc  (ctg  =  x)dx  =  x,arc  (ctg  =  x)-\-lg  Yl  -j-  x'  +  C 


Ä). .  .  .  du  = 5—  •  «^  dx 
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2%^),  fe^arc{tg  =  e^dx Setzt  man  in  der  Integrationßformel: 

a).  .  ,jfu.dv  =  u.v — J*v.du-{-  C 

a) u  =  arc  (tg  =  ^j 

also  nach  der  sich  hieraas  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 

l 

und 
y). .  .  .  dv  =  tTAx 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  In- 
tegralgleichung: 

fd%i  —  fe.dx—  C 

6) V  =  e' 

(siehe  Formel  4  in  Antw.  auf  Frage  14) 

60  erhalt  man  die  Integralgl^cliQng: 

ye^.arc  (ig  =  e')dx  =  arc  (f^  =  «*) .  e*  —  /^ 5—  •e'dx 

oder: 
1).  .  .  It^ ,arc  {tg  =  e*)  da;  =  e'.arc  {tg^e^—  1 — - — —  dx 

Berücksichtigt  man  nunmehr,  dass  nach 
Auflösung  der  Aufgabe  254: 

-L^ax  =  lg^f\+F'  +  c 

ist,  so  erhält  man  aus  diesen  beiden  Glei- 
chungen (siehe  auch  Anmerkung  6): 

A).  .  Je',arc{tg=^€^)dx  =  tr,arc{tg  =  e^  —  lg  Yl^  e^*  -fC 


/Igx  j 
~x~       ^^iii  man  nach  einer  (analog  wie  in  der 
Erkl.  296  angestellten)  näheren  Betrachtung 

der  vorgelegten  Differentialfunktion:  ^-dx 

■  X 

in  die  Integrationsformel: 

a).  .  .fu.dv  =  a.t? — fv.du-^-C 

Krkl.  298.   Die  durch:  J^  dx  angedeu-  aUo'nach  der  rieh  hierans  ergebenden  Diffe- 

tete  Integration  wurde  bereits  in  Auflösung  der  rentialgleichung: 

Aufgabe  198  mittels  Integration  durch  Substitu-  ^ 

tion  ausgeführt    Man  vergleiche  das  neben-  ß)»  .  .  »du  =  —  dx 

stehende  Resultat  mit  dem  Resultat  in  Auflösung  ^                       ^ 

der  Aufgabe  198.  "^^^                       ^ 

y).  .  .  .  dv  =  — dx 

X 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  In- 
tegralgleichung: 


idv  =  / — dx—  C 


(siehe  Formel  2  in  Antw.  auf  Frage  14) 
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d) V  =  Igx 

so  erhält  man  die  Integralgleichang: 


i— — dx  =  IgxJgx  —  llgX'-  -dx-{-  C 


oder: 


1).  .   p~äx  =  {^g^y^J}i^dx  +  C 

Berücksichtigt  man  nunmehr,  dass  auf  beiden 

^~<i«  steht, 

nnd  vereinfacht  man  in  Rticksicht  darauf 
diese  Gleichong,  so  erhält  man: 

2.P^^dx  =  {Igxy^C 

nnd  hieraus  erhält  man: 


/ 


-^/-''*  =  T-'^'*+T 


oder  (siehe  Anmerknng  6): 


*'■  ■  /^ 


X  I 

dx  =  -^Ip'x-I-C  (siehe  BrU. 298). 


dx Integriert  man  die  vorgelegte  DüTerential- 

funktion:  ^^^.dx  d.  i.  =  Z^a;.  — da:  in- 

X  X 

dem  man  (analog  me  in  Auflösung  der  Auf- 
gabe 897)  in  der  Integrationsformel: 

a).  .  .  fu,dv  z=  u.v  —  fv.du-^C 

a) u  ^=  IgT  X 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 

«-1       1 
/})....  <2u  r=  nAg      *"  x-  —  dx 

und 

•  y).  .  ,  .  dl?  =  —  dx 

^  X 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  In- 
tegralgleichung: 

fdv  =  f-dX'-C 

<f) V  =  Igx 

setzt,  so  erhält  man  die  Integralgleichung: 

l-^^dx  =  IfxAgx--  Jlgx.nAg*'''^  x-  —  dx-^C 
oder: 

Durch  Vereinfachung  dieser  Gleichung  er- 
hält man: 

(n+\)fJslJLdx  =  Ig'^+'x+C 

oder:   ^  ^ 

A).  .  .   Ä*J_da;  =  -^.liT+'x  +  C 
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S99) 


J  x,lg'*x 


^« Beachtet  man,  dass: 


d.  i. 


1         _    (Igx)-'         Ig-'x 


A) 


'"J  ^^f 


xAg'^x   "■"  xQgxy-  x  x 

ist,  80  erhält  man  analog  wie  vorhin: 


X 


dx  = 


—  «  +  1 


-Z/,-«+l 


^g 


x-j-C  oder  =  — 


1 


1 


lg' 


X  I 


400).  /«mir. cos a?  da; Setzt  man  nach  einer  (analog  wie  in  der 

Erkl.  296  angestellten)  näheren  Betrachtung 
der  vorgelegten  Differentialfunktion: 
Erkl.  299.    Die  durch  fainx  eo8x  dx  ange-  ^„  ^ ^^,  ^  ^^ 

deutete  Integration  wurde  bereits  in  Auflösung  •     j      t  x        *•      /        i 

der  Aufgabe  202  mittels  Integration  durch  Sub-  *°  ^®^  Integrationsformel: 

5|itution  ausgeführt  Man  vergleiche  das  neben-  a),  .  ,  fu  dv  =  u  v  —  fv  duA-C 
stehende  Resultat  mit  dem  Resultate  in  Auf-     ^'  '  '  J    '  '       J    '        \ 

lösung  der  Aufgabe  202.  a) u  =  sinx 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
ErkL  300.  Aus  den  in  den  Auflösungen  der  rentialgleichung: 
Aufgaben  897  und  400   enthaltenen  Integral-       ^j ^^  ^  cosxdx 


a 


und 
y), .  .  .  dv  =  cosxdx 

m 

also  nach  der  sich  hieraas  ergebenden  In- 
legralgleichang: 

d) t?  =  sin  X 

(liebe  Formel  5  in  Antw.  Auf  Frage  U) 

SO  erhält  man  die  Integralgleichung: 


gleichungen: 
).  .  .  j— — dx  oder  llgx  —  dx  = 

und  J     « 

b).  ,  .fsinx, cosxdx  =  {sinxy  — 

fsinx  cosx  dx-^-C 

welche  man  nach  näherer  Betrachtung  in  der  u   .  .  f^i^^  cosx  dx  =  sinx.sinx  — 
allgemeinen  Form:  *^  ^ 

r        ^  I  sinx. cosxdx +C 

1).  .  .fG(x),g{x)dx  =  \G{x)]^-^  ^ 

^  Vereinfacht  man  diese  Integralgleichung, 

JG(x).g{x)dx.+  C  analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  397, 

schreiben  kann,  ergibt  sich,  dass  man  bei  der  so  erhält  man: 
Integration  nach  Teilen  auch  zu  Integral-         n  j*  •  j  •  «     i   /v 

gleichungen  gelangt,   welche  der  durch  diese         ^Jsinx cosxdx  =  sm^x+C 

allgemeine  Integralgleichung  dargestell-  und  hieraus  ergibt  sich  (in  Rücksicht  auf 
ten  aUgemeinen  Form  entsprechen,    und   aus  Anmerkung  6): 
welchen  sich   durch    Vereinfachung    derselben 


die  Integrationsgleichung: 

2./G(x).g{x)dx  =  [G{x)]^  +  C 
oder: 
A).  .  .J*G(x)  g{x)dx  =  \-\G{x)Y-^C 

ergibt  (siehe  Erkl.  301). 

Aus  welcher  Integralgleichung  man  die  Regel 
ableiten  kann: 

Regel*  Hat  man  eine  Differentialfunktion, 
welche  der  allgemeinen  Form  f(x)  dx  entspricht 
und  man  kann  dieselbe  so  in  zwei  Faktoren  zer- 
legen, von  welchen  der  eine  eine  durch  G{x) 
dargestellte  Integralfunktion  von  x  ist  und  von 
welchen  der  andere  die  durch  g{x)dx  darge- 
stellte und  aus  jener  Integralfunktion  abge- 
leitete erste  Differentialfunktion  ist,  so  ist 


A) 


.  .  .  I  si 


sinx  cosx  dx  =  -^  sin^x  +  C 

(tiehe  die  Erkl.  299  bis  801). 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a,  M,  1881, 

Der  ausführliche  Prospekt  imd  das  ausführliche  Inhalts- 
Yerzeichnis  der  ,,Tollstäiidig  gelösten  Anfgabensammlnng  Yon 
Dr,  Ad.  Kleyer**  kann  von  jeder  BncUiandlung,  sowie  Yon  der 
Verlagshandlnng  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aafgeschmttexi  und  gut  brochiert  um  den  soforUgen  und  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

8).  Auf  Jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  8—4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreiae  von  25  Pfg.  pro  Heft 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  ans  dem  Prospekt  eraiohtlioh,  ohne  jede  Bedeutung 
fttr  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Allee,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  YoUständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben  und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktieohea  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  ffir  Lehrer  und  Examinatoren,  das  voraüglichste  Lehrbuch 
mm  Selbststudium,  das  vortrefflichste  Nachschlagebuch  fOr  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art 

-8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

Inhalt  8  yerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Draok  toh  Carl  ilftmmar  in  SmttgMt. 
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Aufgaben  -  Sammlung 

-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

ii^be  014  BntiieUimg  der  benitxteD  Sfttxe,  Formtln,  Ht^  In  FrMn  ud  inti orten 

erl&ntert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograpL.  Tafbin, 

ans  allen  Zweigen 

der  Beehenkimsty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  ipUiiichen 
Trigonometrie,  synthetiBchen  Oeometrie  etc.)  u.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  u.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u«  des  Baumea  etc.);  — 
ans  aUeii  Zweigen  der  Physik,  Meehantt^  Oraphostatik,  Chemie,  Oeediale,  Vaatlk, 
mathemnt.  Geegraphle,  Astronomie)  des  Magchnien-,  Straftien«,  Eisenbahn-»  Wasser-, 
Brfldkeii-  u.  Hoehbaa's;  der  Kenstmktlenslehren  als:  darstell.  Geometrie,  Polar-  o. 

ParaDel-PerspeetiTe,  Sehattenkonstruktlonen  ctc  etc. 

fdr 

Schmer,  Stadierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Teclinilcer  jeder  Art»  Hilit&rs  etc. 

zum  einzig  riclitigen  und  erfolgreieiien 

Stttdiiun»  Enr  Forthülfe  bei  Schularbeiten  und  znr  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 
herausgegeben  von 

Dr.  Adolpb  BLleyer^ 

lUllMin»tiktt,  TertidAtw  kOnigl.  pr«OM.  reldmetier,  Ter«id«t«r  grouh«  hmßUehn  Cto<MMft«v  L  KImm 

in  Frankfurt  a.  IL 
unter  Mitwirkung  der  bew&hrtesten  Krftfte. 
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Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kanr 

Hiimh   iaHa  Rurhhanriliina  bA70flAn  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfnrt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Diesei  Werk),  welchem  kein  fthnliehes  zur  Seite  steht,  encheint  monatlich  in  S— 4 
Heften  za  dem  bUUgen  Preise  Ton  25  ^  pro  Heft  and  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
Bten  nnd  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik,  Pkysik, 
Heehanik,  math«  Geographie ,  Astronomie ,  des  Maschinen-)  Strassen- ,  Elsenbalm-, 
Brücken-  nnd  Hoehbanes,  des  konstraktlyen  Zeichnens  etc.  etc.  nnd  zwar  in  TOllständig 
geUteter  Form,  mit  tlelen  Figuren,  Erklftmngen  nebst  Angabe  und  Entwiekelnng  der 
benntiten  Sfttae,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Ltenng 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird^  wenn  eine  grossere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  In  ihrer  Gesamtheit  ertf^lnzen  und  alsdann  auch  alle 
Taile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  ~  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngel5sten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
aberlassen  bleiben,  und  rugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  sp&ter  in  besonderen  Heften  fQr  die  Hand  dei 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsverzeich- 
nis, Beriehtlgongen  und  erlftntemde  Erklfimngen  über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  .Werk  behandelt  zun&chst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealsehnlen  I.  nnd  IL  Ord.,  gleleb- 
bereahtigten  höheren  Bflrgersehnlen,  Privatschnlen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien ,  Schnllehrer  -  Seminaren ,  Polytechniken ,  Techniken ,  Bangewerksehnleo , 
Gewerbesehnlen,  Handelsschulen,  teehn.  Yorbereltungssehnlen  aller  Arten,  gewerblklre 
Fortbildnngsschnlen,  Akademien,  Universitäten,  Land«  nnd  Forstwlssenschaftssehulen, 
Militftrschulen,  Yoi^bereltongs- Anstalten  aller  Arten  als  a.  B.  für  das  EliiJ&hrig-Frei- 
willige-  nnd  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  and 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  fär  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Präfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgefahrt. 

Dem  Lehrer  soU  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  anm  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  an  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  ananwenden  und  praktisch  zn  verwerten.  Lost,  Liebe 
und  Yerständnls  für  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  aUen  Berafs- 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

AUe  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Yeriaaseri 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Eriedigong 
thu&lidist  berücksichtigt. 

Stattgart  Die  YerlagshandluDg. 
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die  zu  jener  Differentialfnnktion  gehörende  In- 
tegralfnnktion  dieH&lfte  von  der  in  die  zweite 
Potenz  erhobenen  Integralfunktion  0{x),  ver- 
mehrt am  eine  unbestimmte  Grösse  C;  in  Zeichen : 

jG{x).g{x)dx  =  \\G(x)Y+C 

IrU.  801.  Die  in  der  Erkl  SOO  aufgestellte 
Integrationsformel : 

K)..,jG(x),g{x)dx  =  -^[ö(»)]2  +  C 

kann  man  aas  der  allgemeinen  Integrationsformel: 

a) fu.dv  =  tt.t? — fv.du-\-C 

wie  folgt  ableiten. 
FOr  den  Fall,  dass: 

o) U   :=   V 

dass  also  auch: 

ß) du  =s  dv 

wird,  geht  die  Integralgleichung  a).  Aber  in: 

fu.du  =  tt.tt — fu.du^C 
ond  hieraas  erh&lt  man: 
b).  .  .  2.fu.du  =  «»  +  (? 
oder: 
b,).    .  .  .  fu.du  =  -ö~+^ 

Dieselbe  Integrationsformel  erhält  man  auch 
aas  der  in  Antw.  auf  Frage  28  aufgestellten  In- 
tegrationsformel 1: 

fi-t-1    ' 
Für  den  Fall,  dass: 

ist.  **  =  1 

Beracksichtigt  man,  dass: 

7) u  =  G(x) 

and  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 

«F) du  =  g{x)  dx 

ist,  so  erhält  man: 

A)..  .    fG{x).g{x)dx  ^  -2-[ö(«)p  +  C 

wie  in  der  Erkl.  300  gesagt 


/• 


401).  fsin^x.dx 


Kleyer,  Integralrechnung  I,  1.  Teil. 


Setzt  man  nach  einer  (analog  wie  in  der 
Erkl.  296  angestellten)  näheren  Betrachtung 
der  vorgelegten  Differentialfnnktion: 

sin^x.dx  d.i.  =  sinx.ainxdx 

in  der  Integrationsformel: 

a) fu.dv  =  u.v—fv.du-^C 

a) u  =  sinx 

19 
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also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 

ß) du  =  C08x,dx 

und 

Erkl.  302.  Eine  ijoniometrische  Formel  heisst:       ^) ^^  ^  sinx.dx 

a).   .   .   .  sin^  a  4-  cos^  a  =  1  ^^^  '^^^^  ^^^  ^^^^  hierans  ergebenden  In- 

(Slehe  Formel  18  in  dem  Lehrbneh  der  Goniometrie.)      tegralgleichung: 

Nach  dieser  Formel  ist:                                                     f  dv  =:  fsinxdx — C 
1).    .    .    .   sin^a  =  1  — CO«'«  '  ^yj ^  _  —co8x 

^  so  erhält  man  die  Integralgleichung: 

2).    .    .    .    cos^a  =  1  —  sin'^a 

Jsin^x.dx  =  sinx.  —  cosx  — 

Q^ßj.  /—  co8X,co8x  dx-\-C 

1).  .  .fsin^xdx  =  — 8inxco8x-^ 

fco8'^xdX'\-C 

Zur  Bestimmung  von  fcofl^  x  dx   setze 

«  ^,   -•^^    o  .       ,         ,     ^     w      ™ÄJ^  ü^  dor  Differentialfunktion   nach  der 

Erkl.  303.  Setzt  man  in  nebenstehender  In-   '£^x]^   Z02' 

tegralgleichung  A).  nach  der  Erkl.  304: 

^.   o  «)....    co8'*x  =  1 — sin^x 
8in^x  ' 

8\nx,co8x  —       g—  jj^j^  erhält  alsdann: 

so  geht  dieselbe  über  in:  r     '^    ^  /*/t-ivj 

®  ,        /  CO«* 05  dx  =  /  (1  —  8xy0'x)dx 

/x        1  oder:  •'  ^ 

Beachtet  man  femer,  dass: 

3) f^^  =  ^ 

ist,  so  erhält  man  aus  den  Gleichungen  1 
und  2: 

l&). .  .fsin'^xdx  =  — «in  rr  CO«  2: -|- 
Erkl.  304.  Eine  goniometrische  Formel  heisst :  fdx  ^-fain^  xdx  -^C 

») «tn2a  =  2«tna.co«a  ^^^  in  Rücksicht  auf  Gleichung  3: 

(Siehe  Formel  49  in  dem  Lehrbach  der  Goniometrie.) 

Nach  dieser  Formel  ist  z.  B. :  ^  ^)-  •  •/»*»' ^  da;  =  —  «in  .r  co«  a:  +  o;  - 

«in  2  a  /8in^xdx  +  C 

b).  .  .  .  8tna,C0Sa  =  — ^-- 

^  Durch   Vereinfachung    dieser    Integral- 

gleichung erhält  man: 

2  .fsin^x  dx  =  X  —  sin  x.cosx  -^  C 
und  hieraus  erhält  man  endlich: 
A). . .  /  sin"*  X  dx  =  ^  •  (a:  —  sinx  cos  x)  -^  C 
oder  nach  der  Erkl.  303: 


/*  X        I 

sin^  xdx  =  - —  -  -  sin  2x  -\-  C 


402).  fcos^x.dx ßanz  analog  wie  in  Auflösung  der  Auf- 

gat^e  401  erhält  man: 


( 
\ 
». 
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A). .  .  jco8^x,dx  =   2-{a?-t- «na7.co««)  +  (7 


oder: 


y*  X        1 


/x^ 
Ax     .    • Setzt  man  nach  einer  näheren  Betrach- 
V«'  —  ^'  tung  (siehe  ErkL  805)  der  vorgelegten  Diffe- 

rentialfünktion: 

—==^^==r  dx  a.  1.  =  a?'  •  -  - —  da: 

ya^^x^  ya^  —  x* 

in  der  Integrationsformel: 

Brkl.  306.  Bei  einer  n&heren  Betrachtung  v  /•„  j„  -.««_/'«  /i«_un 
der  in  der  Aufgabe  403  vorgelegten  Differential-  ^^'  *  v  ^•'*^  ^  "♦''  ./  ^-»»"r^ 
fohktion:  a) u  =  dp' 

-y. -^      -  dx  also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 

V«  —  «  rentialgleichong: 

findet  man,   dass  man  dieselbe  in  die  beiden       ^.  ji..  ^  o^  a^ 

Faktoren:  ß).  .  .  .  du  =  2x.dx 

«'  und  — : -dx  x  , 

Ya^  —  x^  y) dv  =  TT—- dx 

zerlegen  kann,  von  welchen  der  eine  Faktor  x^     ,^^  ^^  .     ,^^  ^.  ,    i.;^^^««  -«.«nKotiiii»«  in 
eine  einfache integralfunktion  von«,  der  andere  ^^^  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  In- 
^  tegralgleichung: 

Faktor ~  dx  eine  Differentialfunktion  /•  p       x 

Ya^  -  «'                                                                /dt?  =  /--=JL====^  dx—C 
von  da?  ist,  welche  nach  Auflösung  der  Auf-               J            J  ya^  —  x^ 
gäbe  223  integriert  werden  kann  und  ein  solches  .y— ^ ^ 

Integral  (— V^— -a?')  ergibt,  welches  mit  der         ,  /  */  *f  ""  7"  '^^  T^o     ^  i^.  wi  «m^ 

auBJenem  a:»  abgeleiteten  Differentialfunktion       (•**^*  ^'^^■^«  *«  ^''»•^*  ««  "^  ='"•  ^> 

2x,dx  ein  Produkt  bildet,  das  eine  einfachere  so  erhält  man: 

Differentialfunktion  als.  die  in  Aufgabe  403  vor-  /»       ^s  

gelegte  ergibt,   dass  somit  die  auszuführende  / dx  =  x^.—  Ya^  —  a?*  — 

Integration  auf  die  Integration  einer  einfacheren  J  Va'  —  a?' 

Differentialfunktion  zurückgeftthrt  ist.  f    ./— ; r-  ^    j      in 

°  I  —  V«—**2i»?da?-f-C/ 

oder:  »^ 

1).  .  .   f  yJl -dx  =  ~a:'Va*~**  + 

KrkL  306.    Führt  man  die  durch:  Jy a^-x^ ,%xdx+C 

/\r-z T  »    ,  Nun  kann  man  im  weiteren  auf  einfache 

VV^^'.2»da:  yj^^^  ^^  ^^^^, 

angedeutete  Integration  aus,  analog  wie  in  Auf-  fy  a}^x^ ,  2x,dx 

lösong  der  Aufgabe  218  gezeigt  wuride,  so  erh&lt  / 

man  nach  dieser.  Auflösung:  angedeutete  Integration  ausführen,  wie  in 

/'  2  ,/-     —  , .     ^  dör  Erkl.  306  gezeigt  ist. 

Va»  —  a:«.2a:  dx  = --  ^  V(a'-x')«+C  j^^  ^ann  aber  auch  im  weiteren  wie  folgt 
verfahren  * 

Nach  dieser  Qleichnng  geht  die  in  Auflösung  g  ^  ^  ^       j     ^       ^^^^^^  q^^^  „gjjjg 

d«rAnfgabe408  enthaltene  Integralgleichung  1).  ^^^  Gleichung  1: 

Va*  — ar^  ^ 


9  _  ,   .  a*a7  a:- 


Hiemach  ist:  so  erhält  man: 
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„HP,.  ,     yVv^?^;^    V5nz^; 


°^«'=  oder: 


mithin: 


..    r    x^       ,  1  ^ .^ Darch    Vereinfachung   dieser    Gleichung 

yVo^^  3  ^**"''^'^'*''"^^^'^'^^  ^^^^^  ™*°  weiter: 

A*f   ^•'*^®'®^®  hiermit  das  Beinltat  in  Auflösung  3.  / —    ^  da  =  aj2  y  a»  —  x*  -f 

oder:  yy«*  — «' 

Berttcksichtigt  man,  dass  nach  den  Glei- 
chungen y).  und  iT).: 

2).  .  .  f-T-- — rdx  =  -VS^^I^ä'+C 

ist,  so  erhält  man  ans  den  Gleichungen  la). 
und  2).: 

oder: 

nämlich  dasselbe  Resultat  als  in  derErkl.  306. 

A/\        2  ^^ Setzt  man  zur  Integration  der  vorgelegten 

y  ^  —  ^  Differentialfunktion : 


—  ^-  ^r  r^-  dx  d.  i.  ^  X'     . -  dx 

Yi  —  x^  Yi—x^ 

welche  mit  der  in  Aufgabe  403  gegebenen 
analog  ist  (analog  wie  in  Auflösung  dieser 
Aufgabe  403)  in  der  Integrationsformel: 

a).  .  ,J'u,dv  =  u,v — fv ,du-\'C 

a) u  =  X 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 

/?)....  du  =  dx 
und 

X 

>')•...   dv  =  — ,      — ■ —  dx 
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also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  In- 
tegralgleichung: 


fdv  =    r        ""  der  —  C 


Vi 

6) V  =  —  Vi  — a?« 

(siehe  AuflOtang  der  Aufgabe  228) 

80  erhält  man: 

f~^-^dx  =  a?.— Vl-aJ«—  /^yr^^.daj  +  O 

oder: 

1)   .  .  f-j^-^=r^dx  =  — «Vi— ic*+/Vl^^^.<^«  +  ^ 
y  VI  — a?«  J 

Setzt  man  nunmehr: 

y  P— x'  =      ,  d.  1.  = 


yf\—x^  Vi— a?'       Vi  —  «« 

so  erhält  man: 

J  V\-x^  ^     ,         VVVl-a;»       Vl-«V 

oder: 

yVi  — ^'  V  Vi—«*       y  VT^^' 

Aus  dieser  Gleichung  erhält  man  durch 
Vereinfachung  derselben: 

2.f-,J^_dx  =  —xYl^^^  +  f  ^-i dx  +  C 

y  Vi-«'  -/Vi-«' 

oder: 

BerUcksichtigt  man  nunmehr,  dass  nach 
der  in  Antw.  auf  Frage  14  aufgestellten 
Integrationsformel  11: 


2).  .  .  /-  --     dx  SS  arcisin  =  «)+  C 

yVi-«» 


VI 

ist,  so  erhält  man  aus  den  Gleichungen  1 
und  2: 

A)..  ,J~-^=dx  =  -|Vr^^^  +  yarc(«n  =  «)  +  (? 


404a).  I  —p===rr=^dx Setzt  man,  analog  wie  in  Auflösung  der 

/  V«  —  o  vorigen  Aufgabe,  in  der  Integrationsformel: 

a).  .  .fu,dv  =  M,« — fv,dU'\-C 

«) u  =  « 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 

/9)  .  .  .  dtt  =  dx 

und  setzt  man: 
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y).  .  .  .   dt?  =      ,  dx 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  In- 
tegralgleichnng: 

fdv  =  f  ■Jl.zzr-  dx—O 
J  J  V«'— a' 

S) t?  =  Vx^—a^ 

(siehe  AnflöBting  der  Aufgabe  SSO) 

80  erhält  man: 

1).   .  .    f--y:^==rdx   =   JJ-V«'  — <>'—  fVx^^^^\  dx -^  C 

J   yx'^ — a*  J 

Setzt  man  ferner  in  dem  noch  anszn- 
f Ohrenden  Integral  /V«*  —  «' .  ^«: 

V^' — a'  =     - -  oder  = 


so  erhält  man: 


=  xV^-^^^f  ^^_.  dx  +  f  ^-^dx 


oder 

oder: 


2.  /  ^_f^ dx  =  xV^^^a^-{-  f  ,— dx 

oder: 

la).  ../  .^._    da;  =  ^V«'— «'  +  4"  /  . -- da? 

Da  nun  nach  der  Auflösung  der  Aufgabe  336 : 
2).  [—^l=-dx  =  a'J^faj+V»»— a»)+C 

ist,  so  ergibt  sich  aus  den  Gleichungen  la). 
und  2).: 

A).  .  ,J—^^dx  =  -JV^^J^^+^'^^-Z^pCa^  +  V^^ir^^i  +  C 


405).  fx'^.e'dx Setzt  man  zur  Integration  der  vorgelegten 

Differentialfunktion:   x^.tf" .dx  in  der  In- 
tegrationsformel : 

a).  .  ,fu.dv  =  u,v — fv.du-^-C 

(analog  wie  in  AnflOaung  der  Aufgabe  881) 
o) tt  =  «* 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung : 

^).  .  .  .  (2u  =  2xdx 

und 

y).  .  ,  ,  dv  =  e^  dx 
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also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  In- 
tegralgleichung: 

fd'o  ^fedx  —  C 

(T) t?  =  «* 

so  erhält  man  die  Integralgleichung  : 

/«Je*  da?  =  Ä».^— /e'.2a;da;+C 
oder: 

1).  .  ,fx^edx  =  x*.e''^2fx.e'dx+C 

Berücksichtigt  man  nunmehr,  dass  nach 
der  Auflösung  der  Aufgabe  381: 

2).  .  .fx.e^dx  =  «*(«  — 1)+C 

ist,  so  erh&lt  man  aus  diesen  beiden  Glei- 
chungen: 

fx^.e'dx  =  x^.€^  —  2.e'(x  —  l)+C 
oder: 
A). .  .fx^e^dx  =  e'{x^  —  2x-^2)+C 


M).fx^.€'dx Analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  405 

erhält  man  mit  Benutzung  des  in  dieser 
Auflösung  erhaltenen  Resultats: 

A). .  .fxKe'dx  =  ^^(«3— 3a5«-|-6a;— 6)+C 


407).  fx^{l-}-xydx Setzt  man  nach  einer  (analog  wie  in  der 

Erkl.  296  angestellten)  näheren  Betrachtung 
zur  Integration  der  vorgelegten  Differential- 
funktion :  a?*  (1  +  a:)8  dx  in  der  Integrations- 
formel: 

a).  .  .fu.dv  =  u.v—fv.du-\-C 
«).  .  .  ..u  =  (1  +  *)» 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 

ß).  ,  .  .  du  ^  S(l+xydx 
und 

y).  .  .  .  dv  =  x^  dx 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  In- 
tegralgleichung : 

fdv  =/x*d«  — C 


X» 


so  erhält  man  die  Integralgleichung: 
fx^(l  +  xydx  =  (1+xy  '-^  —  f^  'S(\  +  x)^  dx 


oder: 


1).  .  .   fx^X  +  x^dx  =  ^'  {l-\-cry—~  fx^l-\-a-ydx 


296  Integralreclinuiig  I.  —  1.  Teil, 


Nach  dieser  IntegralgleichaDg  ist  die  In- 
tegration der  vorgelegten  DifferentialfanktioD 
abhängiggemacht  vonderMöglichkeitder  Inte- 
gration der  Differentialfonktion :  9^  (1+^)^  <^^i 
welche  der  gegebenen  analog  (aber  einfacher) 
ist.  Setzt  man  zur  Integration  dieser  Diffe- 
rentialfnnktion  d:^  (1  +  a;)^ d«  in  obiger 
Integrationsformel  a).: 

«i) w  =  (1  +  ^)' 

also  nach  der  sich  hieraas  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 

/9i) dt«  =  2(l+ar)dar 

und 
7i) ä'o  -:=.  x^dx 

also  nach  der**  sich  hieraus  ergebenden  In- 
tegralgleichuDg: 

Jd%  —  fx^äx'-C 

'^) ^  =  -^ 

so  erhält  man  die  weitere  Integralgleichung: 

fx^{\J^xydx  =  (1-f  a?)».-^-  —  /*-^ -2(14-0?)  dar +r 
oder: 
2).  .  .   fx^  (1  +  x)'^  dx  =  -^  (1  +ir)»  —  y .  f(x^  +  x^)  dx  +  C 

Nach  dieser  Integralgleichung  ist  die  In- 
tegration der  Differentialfunktion  afi  {l-\-x)^dx 
abhängig  gemacht  von  der  Möglichkeit  der  In- 
tegration der  Differentialfunktion(a^+^^)d^. 
Da  sich  nun  nach  Integration  durch  Zer- 
legung ergibt,  dass: 


3) 


.  .  .ßx^  +  x^)dx  =  -^1  +  ^  +  C 


ist,  so  erhält  man  schliesslich  aus  den  Glei- 
chungen 1,  2  und  3: 


fx^H  +  xydx  =  ^^(l  +  :r)»-|-[-^-(l  +  :r)»-|(^  +  -f  )J+C 

oder: 
A).,,ßHl  +  x)^dx=  ^^(l  +  a:)'_|^(l-h^)»  +  y(-^-+-y)  +  C 


408).  fx'^cosxdx Setzt  man  zur  Integration  der  vorgelegten 

Differentialfunktion:  x^cosxdx  in  der  In- 
tegrationsformel: 

a).  .  .fu.dv  =  u,v — fv,dU'\'C 

a) u  =  a;^ 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 
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ß) du  =  2xdx 

und 
y) dr  s=  cosxdx 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  In- 
tegralgleichung: 

fd  V  =  fco8  xdx  —  C 

S) V  =  8%nx 

60  erhält  man  die  Integralgleichung: 

fx^  cos  X  dx  =  x^.sin  x  —  fsin  x.^xdx-^-C 
oder: 
1).  .  ,fx^co8xdx  =  x^sinx  —  2f,x.sinxdx-\-C 

Berflcksichtigt  man  nunmehr,  dass  man, 
ebenfalls  durch  Integration  nach  Teilen,  die 
Integralgleichung : 

2).  .  .  Jx «in xdx  =  sinx  —  xcosx -\'  C 

erhält  (siehe  Auflösung  der  Aufgabe  387), 
so  ergibt  sich  aus  diesen  beiden  Gleichungen: 

fx'^C08xdx  =  a?'«inaT  — 2(«nar— xco«a?)4-^ 
oder: 

fx'^  cos  xdx  =  x'^sinx — ^sinx-^-^xcosx-^-C 
mithin: 
A).  .  .fx'^  cos  xdx  =  (a:'  —  2)  sin  x  -^^  2x  cos  x  -\-  C 

409).  fx^  sin  xdx Analog  wie  in  der  Auflösung  der  Aufgabe 

408  gezeigt  wurde,  erhält  man: 

A).  .  .fx'^sinxdx  -=:  (l — x^)cosx'\'XSinx-\'C 


ÜO).  fe'änx.dx Setzt  man  zur  Integration  der  vorgelegten 

Differentialfnnktion:  e'  sin  xdx  in  der  In- 
tegrationsformel: 

a).  .  .fu,dv  =  u.v — fvdu-^-  C 

Erkl.  307.     Setzt  man  zur  Integration  der         ^ 

Differentialfunktion:  also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 

e' cos  xdx  rentialgleichung: 

in  der  Integrationsformel;  ß)-  -  -  -  äu  =  e'.dx 

^\..fu,dv  =  «.r~/r.(ftt+C  y) ^y  ^  sinx.dx 

(analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  410):       ^Iso  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  In- 
x) u  =  tT  tegralgleichung: 


0 


also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe-  f^-^  —  f  sin  xdx—  C 

rentialgleichung:  •'  "^ 

«...  du  =  e'dx  ^) ^  =  -cosx 

nnd  so  erhält  man  die  Integralgleichung: 
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y) dv  =  cosxdx  fe'sinxdx  =  e^,-'C08x—f^co8x,e'dx-\-C 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Integral-  odej.; 

gleichung:    .  .  1).  .  .  fe'.sinxdx  =  '-e^co8x  + 

jdv  =Jco8xdx — G  '        •' 

•X  ^'^  ^  fe'.eo8xdx-\-C 

J) 1?  ==  8tnx  J  ' 

so  erhÄlt  man  die  Integralgleichung:  Sucht  man  in  derselben  Weise  die  durch 

fe^to8xdx  =  e.ünx^fBinx.t^dx-^0  /«' <J^^^«  angedeutete  Integration  80  jeU 
J  "^  auszuführen,  so  erhält  man  nach  derErkl  307: 

oder: 

A\f€'co8xdx  ^  e^stnx  — /€' smxdx-^C      ^       J  y  ,   .       , 

'  '^  -^  Ji^  «m  xdx-\-C 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  erh&lt  man 
nunmehr: 

fe^ftinxdx  =  •— €^  eo8  X -\- e'  8in  X  —  fe^sinxdx-^C 

Durch  Vereinfachung  ergibt  sich  ans  dieser 
Gleichung: 

2  .y c*  «*«  xdx  ^=  e^  (sin  x  —  eo8x)-{'C 
oder: 


A) 


. .  .  I  e^  sinxdx  =     ^  («ii  ar  —  co»  x)  -|-  C 


411).  fe^cosxdx Analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  410 

erhält  man  aus  der  in  der  Erkl.  307  auf- 
gestellten Integralgleichung  A).  und  ans  der 
in  Auflösung  der  Aufgabe  410  aufgestellten 
Integralgleichung  1).: 


A) 


e^,co8xdx  =  -^  («n  ar  +  cos  ir)  +  C 


b).  Aufgaben  zur  Einübung  in  dem  Auffinden  von  Integratlons- 

Reicursionsformeln. 

Anmerkang  20.  Die  in  nachstehenden  Aufgaben  412  bis  432  enthaltenen  Differentialfunk- 
tionen  sind,  analog  wie  diejenigen  in  dem  vorhergehenden  Abschnitt  enthaltenen,  mittels 
der  Integration  nach  Teilen  integriert.  —  In  den  Auflösungen  dieser  Aufgaben  ist 
gezeigt,  wie  man  durch  Integration  einzelner  DifPerentialfnnktionen  nach  der  Methode 
„Integration  nach  Teilen^  zu  Integralgleichungen  gelangt,  nach  welchen  die  voll- 
ständige Integration  der  in  einer  solchen  Aufgabe  vorgelegten  Differentialfunktion  ab- 
hängig gemacht  wird  von  der  Möglichkeit  der  Integration  einer  analogen  (in 
irgend  welcher  Beziehung)  einfacheren  Differentialfunktion,  nach  weichen  also  die  In- 
tegration einer  Differentialfunktion  zurückgefQhrt  wird  auf  die  Integration  einer  ana- 
logen einfacheren  Differentialfunktion,  und  welche  Integralgleichungen  aus  diesem  Grunde 
„Bekursionsformeln*'  heissen. 

Anfgaben :  LöBtmgen : 

Man  soll  die  im  nachstehenden  angedeu- 
teten Integrationen  mittels  der  Integration 
nach  Teilen  ausfahren. 
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412).  flgTx.dx Setzt  man,  analog  wie  in  der  Auflösung 

der  Aufgabe  382  gezeigt,  in  der  Integrations- 

formel  * 
ErkL  806.    Nach  der  in  der  Auflösung  der  ' 

Aufgabe 412  aufgestellten  Rekursionsformel   a).   .   .   .  fu.dv  =  u,v—Jü.du-{' C 
(siehe  Anmerk.  29):  .  ,  „ 

a). .  .flff^xdx  =  x.lg^x--  ^^^  ^^^^  ^^^  gj^l,  i^i^^ajiB  ergebenden  Diffe- 

n  .fl^  '^xdx  +  C  rentialgleichnng : 

«^^*1*  °>*°^  ß).  .   ..  du  =  n.lg^-'x^ldx 

b).  .  .  /"/fl""* xdx  =  X.  to**"^ « —  j      .  .  , 

•^  und  setzt  man  femer: 

(n-l)./ir-*xdx  +  C      ^) dv==dx 

c).  . .  flg**"^ X  dx.  =  xjg^'^x^  also  nach  der  sich  hieraas  ergebenden  In- 

(n  -  2)  ./;<,-««  dx  +  C  tegralgleichnng : 

!                                                                                       fdv  ^fdx 
'.                                                          oder: 
n.  s.  f.,  schliesslich:  cf) f  =s  o; 

m).,,flg^xdx  =  x.lg^x  —  2.flgxdX']'C  SO  erhält  man: 

nnd  endlich  (nach  Auflösung  der  Aufgabe  882):  n^x ,dx  =  Ig'^x.x 

Gleichungen:  ^ 

Jlfxdx  =  aj.Zi7''«-n[«Z^'-*«-      K),..Jl^x.dx  =  x.l^x-^ 

(ii-l)(a;Z^-*«— (n— 2)(ajZp'-3«— ...  nflg^'-^x-dx+C 

...^{xlg^X'-'2x{lgx  —  1))))]  +  C  Nach  dieser  Integralgleichung  ist  die  In- 

oder  nach  gehöriger  Vereinfachung:  tegratioa  der  vorgelegten  Differentialfunk- 

__  tion  lg  x.dx  auf  die  Integration  einer  ana- 

A). . .  Jlfxdx  =  «  pp*  «  —  n .  Zp*  * «  +       logen  Differentialftinktion  zurückgeführt,  in 

•./'«   i^7.,»-2^    tt^tt    nr-    9w..'-8-r-i_  welcher  der  Exponent  von  Igx  um  eine 
n(n-l)Z^--  «-n(n-l)(n-2)/p      «4-  Einheit  niedriger  ist  (siehe  Anmerk.  29). 

±»(n  —  l)(n  — 2) 3.Z^'«-f-  Ist  n  eine  ganze   positive   Zahl,   so 

nfn  — l)(n  — 2)        .3  2/(i«+  gelangt  man  durch  wiederholte  Anwen- 

^          ' 1  ^°°?  ^®®  ^*®^  angedeuteten  Verfahrens  auf 

**  (»  —  1)  («  —  2) 3 . 2 .  l]  +  C  die  im  weiteren  noch  auszuführende,  durch 

oder  auch :  flf"^  ^^^  angedeutete  Integration,  schliess- 

ix     r,m    :,  1  f>    Fl  I     I         ^icl^  ZU  einer  Integralgleichung,  in  welcher 

^\)'"  llcrxdx  =  x.lg^x\l  —  n'  .       +  ,    ,.     ,      ,    y,       ,  ,     .  .    x 

J  L  ^9^  nur  noch  die  durch  J  lg  xdx  angedeutete  In- 

n  — 1 (n — 1)  (n  — 2)  tegration  auszuführen  ist,  und  welche  aus- 

^'  Ig^x       **'  /^'i  geführt  werden  kann,  wie  in  der  Auflösung 


n)..  .flgxdx  ^  x.(JgX'-l)  +  C  /l  ^   7^—1^    1 

I X  .n,ig       X»  — 

Durch  Substitution   erh&It  man   aus   diesen  o^^p.  -^  ^ 


+  n. 


(n  — lUn  — 2)         8  2  n  ^^^  Aufgabe  882  gezeigt  ist  (siehe  die  Erkl. 
^^     l^n^  '"    '    '    \  +  C     308  und  309). 


ErkL  309.  Die  in  Auflösung  der  Aufgabe  412 
ftnfffestelite  R  e  k  u  r  s  i  0  n  s  fo  r  m  e  1 A).  erhält  man 
anch  ans  der  in  Auflösung  der  folgenden  Auf- 
gabe 413  aufgestellten  Rekursionsformel  A)., 
wenn  man  in  derselben  den  Exponenten  m  der 
Potenz  «*  =  0  setzt.  In  derselben  Weise  er- 
^i  man  die  in  der  Erkl.  308  aufgestellten  For- 
meln aus  den  in  der  Erkl.  310  aufgestellten 
'onneln,  wenn  in  diesen  w  =  0  gesetzt  wird. 
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Die  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  413  auf- 
gestellte Kekursionsformel  ist  somit  eine  allge- 
meinere Formel,  welche  die  in  der  Auflösung 
der  Aufgabe  412  aufgestellte  Formel  in  sich 
schliesst;  dasselbe  gilt  far  die  in  den  Erkl.  308 
und  310  aufgestellten  Formeln. 


413).  fx^Ag'^x.dx Integriert  man  die  vorgelegte  Differential- 

fonktion: 

X  ,lg  X , dx 

indem  man,  analog  wie  in  der  Anflösang 
der  Aufgabe  383  gezeigt  ist,  in  der  Inte- 
grationsformel: 

a).    .   .   fu,dv  •=  u,r  —Jv .du-^-C 

a).   .   .  .     u  =  Ig^x  d.  i.  =  {IgxY 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 

Ä).   .   .   .  du  =  n.2ö**~^a5 — dx 

und 

Erkl.  310.    Nach  der  in  Auflösung  der  Auf-       y\    ^       ^  dv  =  x**^  dx 
gäbe  413  aufgestellten  Rekursions formel: 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  In- 

i^)...fx'".irx.dx  =  ^~-  lg"  X  -  tegralgleichung  : 

•^  ^•"  +  ^  rdv=fx'"dx-C 

-_..  I  x'^Ag'^'-^xAxA-C  aj^H-i 

ist :  '  m  -f- 1 

/•M-i-  1 
a;***  Id'^^x  dx  =    ^         Iq^'-^x—  ^^^^*'  ^°  erhftlt  man  die  Integralgleichung: 
W  +  1    ^  p  ^m-fl 

w  — 1      /•  «  I  x^Ag^x  ,dx  =  Icf'x .-,■ 

m-\-\    J         ^  ^  /•^«•+i  ,       1 

,  ,  /    — — r'^^sT     *•  —  dx-^-C 

c).  .  .  fx'^.ly'-^x.dx  =  JEl^lf-^x-  oder:  ''  '"^  " 

w+iy 

Nach  dieser  Integralgleichung  ist  die  In- 
u.  s.  f.,  schliessUch:  tegration  der  vorgelegten  Diflferentialfnnk- 

tion    auf   die    Integration    einer    analogen 

f  nt  j  2      /7     —    ^''!^^  7  2  Differentialfunktion  zurückgeführt,  in  wel- 

m). .  .j  X  .lg  x.dx  ^  ^~^fg  X—  ^^^^  ^^^  Potenzexponent  von  Ig^'x  um  eine 

2          /*  Einheit  niedriger  ist. 

^_x_l  '  I  x'*\lgx.dx-\'C  Ist  n  eine  ganze  positive  Zahl,  so  ge- 

'       ^  langt  man  durch  wiederholte  Anwendung  des 

und  endlich  nach  Auflösung  der  Aufgabe  385:  hier   angedeuteten  Verfahrens   auf  die  im 

/weiteren    noch    auszuführende   Integration, 

x"\lgx  .dx  =  schliesslich  zu  einer  Integralgleichung,   in 

„,^1                  -  welcher  noch  die  durch  fx**' lg  xäx  saige- 

'    -rYy9^ r'\j'^^  deutete   Integration    auszuführen   ist,    und 

w»  4- 1  \  «i  -h  1  /  welche  ausgeführt  werden  kann,  wie  in  Auf- 

Durch  Substitution  erhÄlt  man  aus   diesen  lösung  der  Aufgabe  38ö  gezeigt  wurde  (siebe 

Gleichungen:  die  Erkl.  310  und  311). 
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^  m-f  1     ^  m+lLm+l  *  m+1     \m-f-l   ^ 


2 
m+1 


(£^  ("— .iT)))))]+ «^ 


oder: 


n(n-l)(i»-2),,^8_  ■  ^  n(n-l)(«i-2)....a  ,_,_^ 

(m+1)'    '*   '+ ± — [iiT^^nps — '^'+ 

n(n  — l)(n— 2)....3.2    ,      ^  n{n—l)  (n--2)....  3.2.1  n   ,   ^ 

—  («qri)-^r '^*^ (sr+ir ]  +  ^ 


Xrkl.  311.  Die  in  der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 413  aufgestellte  Bekursionsformel,  ebenso 
die  in  der  Erkl  310  aufgestellte  Integrations- 
formel ist  nicht  mehr  gültig,  wenn  n  keine 
positive  ganze  Zahl  ist  (siehe  Auflösung  der 
folgenden  Aufgabe  414). 


/x 
z-H—dx Beachtet  man,  dass: 

lg  X  x,lgrx 

ist  und  setzt  in  der  Integrationsformel: 

a).  .  .  .  J*u.dv  =  u.v  —  fv  ,du-\-C 

a) u  =  x"^^^ 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 

ß) dt*  =  (m  + 1) .  X***.  dx 

und  setzt  man  ferner: 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  In- 
tegralgleichung: 


/ 


dv  =  ■ — j-jj —  dx  —  C 
x.lg^x 

(siehe  Auflösung  der  Aufgabe  309) 

SO  erhält  man: 


fjC-dx  =  «"•+^ ^-, V--/ ^       —l—.(m+l)x'^dx+C 


oder: 

.m  +  l 
A) 


J  ig'^x  (n— l)//~^a;  ^  n  —  1   J  Ig*"'^ x 
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Erkl.  312.    Nach  der  in  Aaflösung  der  Auf-  Nach  dieser  Integralgleichuüg  ist  die  In- 

gäbe  414  aufgestellten  Rekursionsformel:  tegration  der  vorgelegten  Differentialfonk- 

-_  —  dx  = — h  tion:   r^n-rfa?,  d.  i.  x  Ag     x.dx,  auf  die 

^        '  ^  Integration  einer  analogen  Differentialfunk- 
w>  +  l   r    ^"'     jt     ,Q  tion  zorückgeführt,  in  welcher  der  Potenz- 
n  — ly  jp»»-i^    ^  '  exponent  von  l^  x  um  eine  Einheit  nie- 
ist: driger  ist. 

/^f»                          x"*+^  Ist  n  eine  ganze  positive  Zahl,  so  ge- 

.  n-i     rf^  =  — ^i~n-^2 — 1"  l*Dgt  man  dorch  wiederholte  Anwendung  des 

'^      ^                 (»  — ^)<p      X  YAer  angedeuteten  Verfahrens   auf  die  im 

'''"'"^  f   ^^     d        r  ^^^^^^^    ^^^   auszuführende   Integration, 

iT^YJ  ig'^-^x       "^  schliesslich  zu  einer  Integralgleichung,   in 


c). 


j—^  dx  angedeu- 

j^-^x  ''"  ~"       («  — 3)^ö*"^a?   '  tcte  Integration  auszufahren  ist,  und  welche 

/^  ausgeführt  werden  kann,  wie  in  dem  spft- 

__? dx  +  C  ^^T^^^  Teil  gesagt  ist,  welcher  speziell  über 

Ig'^'^x  die  Integration  der  logarithmischen  und  £x- 

•  ponentialfunktionen  handelt  (siehe  Erkl.  3 1 2). 


u.  B.  f.,  schliesslich: 

r    x"^      ^  ar*"+»        m  +  l   rx*"'   ^ 


X 


/x^ 
-j —  dx 

angedeutete  Integration  auszuführen  ist,  und 
welche  ausgeführt  werden  kann,  wie  in  dem 
späteren  Teil  gesagt  wird,  welcher  über  die  In- 
tegration der  logarithmischen  und  Exponential- 
Funktionen  im  besonderen  handelt. 

Durch   Substitution   erhält   man   aus   jenen 
Gleichungen: 

J  W^     ""  "         (n-l)/p'-*a:     •   «—  V  L       (»  — 2)/p'-2«^  "^ 

V-  2  \      (n"~3)  /p»'-«7  "^  ^  -  3  l      (n  _  4)  ign^  sc       


m 


oder: 


-Hl  /       ar^'^^    .    m  +  1      Cx"^   ^  \\\\       ^ 
1       \--lTTgx^~^~'JlgxM))\^^ 


^^"Jiy 


'"    ^  1  ir'^+l  m-hl  ar'*-+-^ 

aa?  = 


a?  n-1     Ig^-^x        (w-l)(n-2)     2^— «^j 

(m  +  1)» a?*^+^ i^-j-J)^      ?!*'^^  __ 

(«- 1)  (» - 2)V-8J  •  ign-^^       (n-l)(n-2)(n-8)(n~4) "  'ig^^^a: 

Jm  +  1)--«  _      ^-+^       _  _(m  + 1)"-^  Z:^"  ^^    .  ^ 

(n  — l)(n— 2)....r    Igx    "^  (n— 1)  (n— 2) ....  1  V  'P* 


•  •   »  •  • 


415).  fx'^a'.dx Integriert  man  die  vorgelegte  Differential- 

funktion:  rc"  .  a*^ .  (io;,  indem  man  (analog 
wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  405)  in  der 
Integrationsformel : 
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a).  .  .fu.dr  =  u,v  —  fr.du-^C 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichong: 

ß),  ,  ,  ,  du  =  «.05** -^d« 
und 

Srkl.  813.  Nach  der  in  Auflösung  der  Auf-      ^^ ^^  ^  ^''^^ 

gäbe  415  aufgestellten  Rekursionsformel:  also  nach  der  sich  hieraas  ergebenden  In- 

fn    .^          xra'  legralgleichung: 

*J y*  -^  -^^  =  ~i^a  —  fdv  ^fa'dx^C 

^^'  (liehe  Formel  8»  in  Antw.  auf  Frage  U) 


setzt,  so  erhält  man: 


X 


«      1      /•       -  Ix  .a'dx  =  _ 

o  /t-     •««      ^a«  +  C 

'^"'     •/  /-     fx^-'a^dx  +  C 

Nach  dieser  Integralgleichung  ist  die  In- 

^  ^'  tegration   der  vorgelegten  Differentialfnnk- 

)             /*  2    '  /|     —  j^'-a'  _  tion  x"*  .af"  .dx  zurückgeführt   auf  die 

™^ ya;  .0  .   «  —     ^^^-  Integration  der   analogen  Differentialfunk- 

_2_    fx^  a"" dxA-G  ^^^^  ***~^  ^*  ^^ »    i^  welcher   der  Potenz- 

Igo^  J  exponent  von  x  um   eine   Einheit  nie- 

Bchliesslich:  drif^er  ist,  als  in  der  vorgelegten  Differential- 

y*     ^             ^0^  i'unktion.  Durch  wiederholte  Anwendung  jenes 

x.a^.dx  =  -^ —  Yerfahrens  wird  man  schliesslich  zu  einer  In- 

.        P  tegralgleichung  kommen,  in  welcher  noch 

7^  •/«**.«*  <'«+^  die  durch /ic°a'ela?  oder  durch /a"' dic  an- 

,        1.   j      •     *  .         f  T7         ^Ä      t  gedeutete  Integration  auszuführen  ist,  und 

°                        ^               ^  aufgestellten    Integrationsformel  3*}.    aus- 

0).  .  .  .   fxKa'dx  d.i    faTdx  =  -'*''  +C  geführt  werden  kann  (siehe  die  Erkl.  318 

J                      J                 Igo»  und  314,  sowie  die  Auflösung  der  folgenden 

Durch   Substitution   erhält  man  aus  diesen  Aufgabe  416). 
Gleichungen: 

J      '     *        '^    iga        IgaY      Iga  iga    \      Iga    ~        Iga    \      Iga 


IgaKlga        IgaXlga       lga'lga///)y 
oder; 

«''.a'.da:  =  o-*"    -      _«    *       .+n(n-l).-,         -«(n-l)(n-2).^  .      +•••• 


x^       ,       ,, ,       ^  ^  ^       a; 


:tn(n— l)(n— 2)....3 -_:z  «(n— l)(n— 2) . . ..  3.2  .^~-  -H 

/^"-^a  lg  a  — 

....w(n— l)(n— 2)....3.2.1.        i,     1+C' 
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Erkl.  314.  Die  in  Auflösung  der  Aufgabe  415, 
ebenso  die  in  der  Erkl.  318  aufgestellte  Integra- 
tionsformel  ist  nur  gCLltig,  wenn  n  eine  posi- 
tive ganze  Zahl  ist  (siehe  die  Auflösung  der 
folgenden  Aufgabe  416). 


-n^^ Integriert  man  die  vorgelegte  Differential- 

fanktion :  -ndx  indem  man  (analog  wie  in 

sc 

Anflösong  der  vorigen  Aufgabe)  in  der  Inte- 
grationsformel: 

a).  .  ,fu.dv  =  u.v — fv,du-\-C 
a) u  =  a" 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 

ß),  ,  ,  ,  du  =z  af.lga.dx 
und 

y),  ,  ,  .  dv  =  —jT'dx  d.i.  =  a5~''.(la: 

X 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  In- 
tegralgleichung: 

fdv  ^fx-'^.dx-C 

d),  ,  ,  V  =  j-T-  d.  1.  =  — 


n+1  (»_i)a.«-i 

(siehe  Formel  1»  in  Antw.  auf  Frage  14) 

setzt,  so  erhält  man  die  Integralgleichung: 

oder: 

J  ^  (n— l)«**    ^        **--l    J  a?"    * 

Nach  dieser  Integralgleichung  ist  die  In- 

Erkl.  315.  Nach  der  in  Auflösung  der  Auf-  tej^ration  der  vorgelegten  Differentialfunktion 

gäbe  416  aufgestellten  Rekursionsformel:      ^  ^^  zurückgeführt  auf  die  IntegraUon 

n-  dx  =  — — -  ^^^jj-  +  der  analogen  Differentialfunktion  ,   dx 

Iga       r  a""    j     i  ^  in  welcher  also  der  Potenzexponent  von   x 

n^l'J  x**"^  0°^  Divisor)  um  eine  Einheit  niedriger 

ißt:  ^  ^  ist,    als    in    der   vorgelegten  Differential- 

b).  .  .  f— dx  = - h  funktion. 

'   J  x**"^  («— 2)x'*~^  Durch  wiederholte  Anwendung  jenes  Ver- 

Jga       f  ^"^    j  fahrens  wird  man  schliesslich  zu  einer  In- 

~ii~Z-~2'  Iz**^      "^^  tegralgleichung  kommen,  in  welcher  noch 

f  a^     ,  a^  ,  die  durch  / —  dx  angedeutete  Integration 

c).  .  .  /  —  —^  dx  ^ -— -g  -i"  J    ^ 

J  x""    ^  (n— 3)a;"    "*  auszuführen  ist,  womit  also  die  vollständige 

Iga      C_^ _^    I  p  Integration    der    vorgelegten    Differentiid- 
w^ä^y^-^  funktion  auf  die  Möglichkeit  der  Integration 


a' 


der  Differentialfunktion  —  dx    zurückge- 


X 


u.  8.  f.  führt  ist  (siehe  Erkl.  315  und  316). 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

Der  ausführliche  Prospekt  nnd  das  ansfOhrliehe  Inhalts- 
Terzeiehnis  der  „yollständig  gelösten  Anfgabensammliiiig  Yon 
Dr.  Ad.  Kleyer**  kann  von  jeder  Buckliandlung,  sowie  Yon  der 
Yerlagshandlnng  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  nnd  gut  brochiert  nm  den  lofortigen  und  dauern- 
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5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
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Draok  toh  Oarl  ilammar  ia  Stattgart. 
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1.  Teil. 

Fortsetzung  von  Heft  571. 

Seite  305—320. 


Aufgaben  -  Sammlung 

-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  — 

mit 

ii^b«  nd  EntwicUnig  der  benstzteD  Sitie,  Fomelii,  Regeln  In  Fragon  md  intiortui 

erUatert  durch 

viele  Holzsclmitte  &  üthograph.  Tafeln, 

aus  allen  Zweigen 

der  BeelieBkiiBSty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  spbArisehen 
Trigonometrie,  syntbetischen  Geometrie  etc.)  u.  hdberen  Kathematik  (höbere  Anatysis, 
Difierential-  o.  Integral-Becbnnng,  analytiscbe  Geometrie  der  Ebene  n.  des  Raumes  etc.);  ^ 
ans  allen  Zweigen  der  Pbyslk,  Meebanlk,  Grapbostatik,  Cbemie,  Geodftsie,  Nantik) 
Bathemat»  GeegrapUe,  Astronomie;  des  Masclünen-y  Straflsen-y  Eisenbahn-)  Wasser-, 
BHIeken-  u.  Hoebban's;  der  Konstrakttensleliren  als:  darsteU.  Geometrie»  Pelar-  xl 

Parallel-PerspeetiTey  Sohattenkonstroktionett  etc.  etc. 

für 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Milit&rs  etc. 

zum  einzig  rictitigen  und  erfolgreichen 

Studitum,  zur  Forthülfe  bei  Scbolarbeiten  and  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 
herausgegeben  von 

Dr.  Adolph  Hleyer^ 

MAthrauitikAr,  ▼weldatn  kOnlgl.  prrau.  FeldmesMr,  rereideter  grotih.  heBsisohar  Ctoomatei  L  XImm 

in  Frankfurt  a.  H. 
unter  Mitwirkung  der  bew&hrtesten  Kräfte. 


r  i  :^- 


Integ^ralreehnong^  I,  i.  Ten. 

Fortsetzung  v.  Heft  571.  —  Seite  305-320, 

Inhalt: 

Aufgaben  »ur  BinfibuDg  in  dem  Auffinden  von  Integration»- Eekursioneformeln ,  Forteetzung.   —  Aufgaben 
zur  £lBftbiuig  in  dem  Gebrauch  der  im  vorigen  Abschnitt  anfgeatellten  Rekarsionafurmoln, 


^  Stuttgart  1889. 
Verlag  von  Julius  Maier. 
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Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfiirt  a.  M.  1881, 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  fthnUches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  S--4 
Heften  ro  dem  billigen  Preise  Ton  25  ^  pro  Heft  and  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten nnd  praktischsten  Anfgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik^  Physik) 
Mechanik,  math.  Geographie 9  Astronomie 9  des  Maschinen-)  Strassen- ^  Elsenbahn-, 
Brücken-  und  Hochbanes^  des  konstrnktiTen  Zeichnens  etc.  etc.  nnd  zwar  in  ToUstftndig 
geUtoter  Form^  mit  yielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  nnd  Entwickeinng  der 
benntiten  SKtse,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lteong 
jedermann  Tcrst&ndlich  sein  kann,  bezw.  wird^  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  ^  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  Torliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngelSsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
fiberlassen  bleiben,  und  zugleich  Yon  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  f&r  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltSTeraeich- 
Bis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  nnd  II.  Ord.,  gleich- 
berechtigten höheren  Bürgerschulen,  PriTatsehnlen,  Gymnasien,  Bealgymiiasien,  Pm- 
gymnasien,  Schnllehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerkschulen, 
Gewerbesehnlen,  Handelsschulen,  techn.  TorbereitBngssehnlen  aller  Arten,  gewerbliclie 
FortbildnngiachnleB,  Akademien,  üniT^rsltäten,  Lati4-  nnd  Forstwlssenschaltsschnlen, 
Mllitärsohnlen,  Torbereitugs-Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Einjährig-Frei- 
willige- nnd  Offlsiers-Examen,  etc. 

Die  Schaler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfiingen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  flberans  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  yorgefohrt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stfitie  fflr  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  math^natischeo 
Disziplinen  —  nun  Auflösen  Ton  Anfgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
fibrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schaler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  toÜ- 
ständige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  yerwerten.  Lust,  Liehe 
und  Yerständnis  fOr  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soU  diese  Sammlung  zur  Auftirischnng  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Bemfi»* 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  ood 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wflnsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Yerfasser, 
Dr.  Klejer,  Frankfiirt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  beracksichtigt. 

Stattgart  Die  Terlagshaudlimg. 
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J    X^  l.X^     ^        l       J     X  ' 

—  dx 

angedeutete  Integration  auszuführen  ist  (siehe 
ErkL  316). 

Durch  Substitution  erhält  man   aus  jenen 
Gleichungen: 


f^  j  «"         .    iio_  r  g"         .     iga   (  g"         . 

y  x-  (n-l)x*— *        «-1  'L      (n-2)«'— *'^*-2\^      (n-3)»'— »"^ 


oder: 

3)  *  aj-'-8 


,,      /•a*  ,     _  o^       r     1       ,        1  Iga  1    .,  ^. 


(n_2)(n— 3)...2  a:      J       (n- l).(n— 2).(n— 3)...2.1   J    « 


(flehe  BtU.  81(1). 

Erkl.  310.    In  welcher  Weise  die  durch: 


/   -'dx  angedeutete  Integration  ausgeführt 

werden  kann,  ist  in  dem  späteren  Teil  gesagt, 
welcher  über  die  Integration  der  logarithmischen 
und  Exponentialfunktionen  im  besonderen 
handelt 


417).  fx^.e'dx Analog  wie  in  den  Anflösnngen  der  Auf- 
gaben 381  und  405  und  in  der  Auflösung 
der  Aufgabe  415  gezeigt  wurde,  erhält  man 
die  Rekursionsformel: 

A). .  ./«*•.«*(««  =  «'•.e'-n/«~-Vrfa? 

(Siehe  aach  die  Anflösung  der  Aufgabe  418  a.  Erkl.  817.) 

ErkL  317.    Nach  der  in  der  Auflösung  der 
Aafgabe417  aufgestellten  Rekursionsformel: 

a) fg^e'dx  =  a^.e" —  n  fx'^'^e' dx-^C 

ist: 
b).  ../«— Vdx  =  «*•- ^e'-(n-l)./»'— Vd«  +  C 

c).  ..fx'^'^is^dx  =  «'•- ^e*-(n— 2)./«"- Vdx  +  O 

0-  s.  L,  schliesslich,   wenn  n  eine   positiye 
ganze  Zahl  ist: 

m) fx^^dx  =  «'e*  — 2./«*e*da:+C 

und 

n).  ..  .  fx.^dx  =  x,^^\,fx^^dx  +  C 

Beachtet  man,  dass  man  iflit  fx^a^dx  oder 
i^f^dx  nach  der  in  Antw.  auf  Frage  14 
^Qfgestellten  Integrationsformel  4).: 

0) fe'dx  =  «*+C 

KUyer,  Integralrechiraiig  I,  1.  Teil.  20 
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erhält,  80  ergibt  sich  durch  Substitution  aus  vor- 
stehenden Gleichungen: 

fx^'.e'.dx  =  a;-.ir^-n[a;'— V-^(n— l)[a?'— V-(n-2)(ic*— V-.... 

....  8  («»«*—  2 (xe^^l. €")))]]  +  C 
oder:  ^-^^ 

±  n(n—l)  (n— 2) . . .  S.ar'  T  n(n  — 1)  (n— 2) . . .  3.2.a:  ±  j 

n(n— l)(n— 2)...  8.2.1] +C  I 

Die  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  41 7,  «ben- 
90  die  in  dieser  Erkl.  317  aufgestellte  Integral- 


gleichung ist  nur  gültig,  wenn  n  eine  positive 

Sanze  Zahl  ist  (siehe  Erkl.  l 
er  folgenden  Aufgabe  418). 


:anze  Zahl  ist  (siehe  Erkl.  318  und  Auflösung 


ErkL  318.  Bezeichnet  man  das  allgemeine 
Glied  der  Reihe: 

Ä*— n.a;"-*-f  n(n--l).«*-*  — n(n  — l)(n— 2)x'*""^+.... 

±n(n— l)(n— 2)...  3.a?»:fn(n--l)(n— 2)...  3.2.»  ±n(n—l)(n  — 2)...  3. 2.1 

(siehe  die  Oleiohang  A).  in  der  Erkl.  817] 

durch  das  Symbol: 

^  -  •nX 


(n  —  y) ! 

in  welchem  Symbol  r  jede  der  ganzen  Zahlen 
0  bis  n  bedeutet,  in  welchem  femer  n!  (gelesen: 
n  Fakult&t)  das  Produkt  der  ganzen  Zahlen  1 
bis  n  bedeutet,  in  welchem  analog  (n— y)!  das 
Produkt  der  ganzen  Zahlen  1  bis  (n  —  v)  be- 
deutet; und  bezeichnet  man  weiter  die  ganze 
Summe  jener  Heihe  durch  das  Symbol: 


(-l)^.'-^ 


welches  Symbol  nichts  anderes  als  die  Summe 
derjenigen  Grösse  bedeutet,  welche  man  erhält, 
wenn  man  in  dem  hinter  dem  (Summen-)  Zeichen 
S  (Sigma)  stehenden  allgemeinen  Glied: 


(-l)''.x 


tt— j' 
— .  n ! 


der  Reihe  nach  v  =  0,  v  =  1,  v  =  2, ...  bis 
y  =  n  setzt,  so  kann  man  rücksichtlich  dieser 
Bezeichnungsweise  die  in  der  Erkl.  817  aufge- 
stellte Formel  A).  auch  in  der  kürzeren  Form 
schreiben: 

r  =  0 
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418).    f^ 


dx Analog  wie  in  der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 416  erhält  man: 

AV  .  .f^i.  -  -.^_^+^/-^..  +  0 

Nach  dieser  Integralgleichung  ist  die  Integra- 
tion  der  vorgelegten  Differentialfunktion  -  n  ^^ 

SB 

zurQckgefahrt  auf  die  Integration  der  ana* 
logen  Differentialfnnktion =-  dx^  in  welcher 

also  der  Potenzexponent  von  x  (im  Divisor)  um 
eine  Einheit  niedriger  ist  als  in  der  vor- 
gelegten Differentialfunktion. 
4  Durch  wiederholte  Anwendung  jenes  Ver- 

fahrens (der  teilweisen  Integration)  wird  man 
schliesslich  zu  einer  Integralgleichung  kommen, 

in  welcher  noch  die  durch  /  —  dx  angedeutete 

Integration  auszufahren  ist,  womit  also  die  voU- 
st&ndige  Integration  der  vorgelegten  Differential- 
funktion von  der  Möglichkeit  der  Integration  der 

Differentialfunktion dx  abhängig  gemacht 

X 

ist;  auf  welche  Weise  letztere  ausgeführt  werden 
kann,  ist  in  dem  späteren  Tal  gesagt,  welcher 
speziell  über  die  Integration  der  logarithmischen 
und  Exponentialfunktionen  handelt. 


419).    fx'^.e^'dx  oder  1  ^^^ Integriert  man  die  vorgelegte  Differential- 

^  *^  funktion:   t~* .ol^  dx^  indem  man  in  der 

Integrationsformel: 

a).  •  ,fu.dv  =  u.v^fv.dU'\'C 

IrkL  819.     Nach  der  in  der  Aufgabe  419    .  a) u  =  aT 

aufgestellten  Rekursionsformel:  ^j^^  ^^^  ^^^  ^.^^  ^^^^^^  ergebenden  Diffe- 

a).  .  .f3^.e'''dx  =  •^x**.e~'+  rentialgleichnng: 

^  n./iT*— ^«-*.(ia?+  C      Ä du  ==  n.a?— ^da: 

ist:  ^  , 

und 

b).  .  .fx^'-Ke-^dx  =  -ar"- l.c-*+  y) ^^  ^  ^-*^^ 

(«— l)./ir*~'*.e~*da:+  C  also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  In- 

.       /•»-a,-*^^^      ^^2*-*.  tegralgleichung: 

c).  .  ,  J X       ,e      dx  =  — X       .c      *f- 

«»   /•  «~fi  —  ar -.      I    ^  fdv  =  fe'~^.dx  —  C 

(n— 2).ya?*    ^e    *(la:-fC  •'  •'     _ 

:      .     .  i) «  =  — «""* 

(■tohe  ▲«flOtong  der  AufgAbe  872) 

I       0.8.1     schliesslich,  wenn  n  eine  positive  ^^^^^   g^  ^^^j^^  ^j^^. 
I        ganze  Zahl  ist: 

m)..  .fxW-'^dx  =  -ar».«-*+  /ar.e'"'dx  =  ^-«"'-^ 

ond  2.fx^e   ""dx+C  oder:  •'  ^  ^ 
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Beachtet  man,  dass  man  für  fx^.e^'dx  oder  Nach  dieser  Integralgleichung  ist  die  In- 
fttr/c-*da:  nach  der  Auflösung  der  Auf-  tegration  der  vorgelegten  Differentialfonk- 
gahe  272:  ^^^  ^  '  .si"  dx   zurttckgefflhrt   auf  die 

-*_a:,    _       — «j»r  Integration   der  analogen  Differentialfunk- 

0).  ..Je     da:  -  -«      +C  ^^^  e" *.«*"■* dar,  in  welcher  der  Potenz- 

erhält, so  ergibt  sich  durch  Substitution  aus  exponent  von  «  um  eine  Einheit  niedriger 
vorstehenden  Gleichungen:  ist,  als  in  der  vorgelegten  Differentialfunk- 

fx'*.e'~"dx  =  —  aj^e"*+nr-aj^""^e~*+  tion.    Durch  wiederholte  Anwendung  jenes 
•^      '  _o  _^  /      -_a  _-.      Verfahrens  wird  man,  wenn  n  eine  ganze 

(n_i)[-ar*    "«      +(n— 2)(-ir     »«     +  positive  Zahl   ist,   schüesslich  zu  einer 

1  3  f __  ^i  g— «  I  2  (— .  a? .  c"^  *  +  Integralgleichung  gelangen,  in  welcher  noch 

,      —  ,.vv\-|i   ,  ^  die    durch  fe^.x^dx    oder    die   durch 

/  e"~*  dx   angedeutete   Integration    ausza- 
^^^^'  ^^M  fahren  ist  und  welche   ausgeführt  werden 

A). .  .  jx^'.e'^dx  oder  l-jc-dx  =  kann,  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  272 

'        ^  /  ^  ^       gezeigt  ist  (siehe  Erkl.  319). 

n(n— l)(n— 2).a:*"*+ 

....n(«— l)(n— 2)...3.a:^-^- 
»(n— l)(n—2)...8.2.a:l+ 
l»(n— l)(n— 2)...3.2.l]  +  C  

420).  fs^.t^^^.dx Analog  wie  in  der  Auflösung  der  Aufgabe 

419  erhält  man  (in  Rücksicht  auf  die  Auf- 
lösung der  Aufgabe  271): 

A)..  .  /a^.e— *da:  =  -l.a?~.e-«-«  +  ^  /*ar»-i«-«*(Ja: +  C 

oder: 

421).  fx^'.eosx.dx Setzt  man,  analog  wie  in  Auflösung  der 

Aufgabe  408  in  der  Integrationsformel: 

a).  .  .  .  fu.dv  =  u,v — fv.du-^-C 

a) t*  =  a?** 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 

ß) (Jt*  =  n.«*~* 

setzt  man  femer: 

y) dv  =^  co8x,dx 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  In- 
tegralgleichung: 

fdv  =  fco8  x,dx  —  C 

<f).  .  .  .  .  •    V  ^=  smx 

(tiehe  Intogrationifonnel  6  In  Antw.  muf  Vr»g«  14) 

so  erhält  man: 
/«*•  .C08x,dx  =  x" .  nn  X  -^fsin  x .  n  «*"^  d«  4*  ^ 
oder: 
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A).  . .  y«" .C08x,dx  =  ä" .  sin x  —  nfx^^^^ .  sinx  dx-\-C 

Nach  dieser  Integralgleichang  ist  die  Inte- 
gration der  vorgelegten  Differentialfonktion 
x**co8xdx  (in  welcher  n  eine  positive 
ganze  Zahl  ist,  siehe  Anfg.  423)  zurttck- 
gefflhrt  auf  die  Integration  der  analogen 

Differentialfunktion  a^~^  sin  x  dx,  in  welcher 

der  Potenzexponent  der  Potenz  oT"^  am 
eine  Einheit  niedriger  ist  als  in  der 
vorgelegten  Differentialfunktion  (siehe  die 
Auflösung  der  Aufgabe  423). 


422).  fixrsinxdx Analog   wie  in  der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 421  erhalt  man: 

A).  .  .  fx^  sinxdx  =  —  af*  eosx  +y«*~^  cosxdx-^-C 

//*C08  X 
x'^'casxdx  oder  i  -  ^,,   dx  .    .    .       Analog  wie  in  der  Auflösung  der  Auf- 
^  gäbe  421  gezeigt,  erhält  man: 

A\  f  —n  j  j  fcOSX    ,  C08X  1         fsiflX   ,       ,    ^ 

A).  .  .    ix    ^coaxdx  oder  /-    „  -  dx  = ; =-/ -dx-^-C 

J  y    «  (n  —  1)  x*"i       n  -  ly  sT^i       ^ 

(siehe  Erkl.  820). 


x""  sinxdx  oder  /  ^^fdx  .    .    .       Analog  wie  in  der  Auflösung  der  Auf- 

"^  gebe  421  gezeigt,  erhält  man: 

A).  .  .   I  x~** sinxdx  oder  / — =— d«  = -A — / -dx-^-C 

J  J    ^  (n-l)aj"-i  ^»»  — ly  aj--^^ 


(fliehe  Erkl.  820). 


Erkl.  320.  Bei  wiederholter  Anwendung  der 
in  den  Auflösungen  der  Aufgaben  423  und  424 
aufgestellten  Rekursionsformeb  gelangt  man 
schliesslich  zu  Integralgleichungen,  in  welchen 

noch  die   durch  f  x^^  cosx  dx   oder    durch 

dx,  bezw.  die  durch  fx~^ sinxdx 

X  r  sinx 
oder  durch  / dx  angedeuteten  Inte- 
grationen auszuführen  sind,  und  welche  aus- 
geführt werden  können,  wie  in  dem  späteren 
Teil  gesagt  ist,  welcher  speziell  über  die  Inte- 
gration der  goniometrischen  Funktionen 
handelt. 


425).  fsin'^xdx Analog  wie  in  der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 401  gezeigt,  setze  man  in  Rücksicht 
darauf,  dass: 


sin^^x  =  stn*~^x.«n"« 
ist,  in  der  Integrationsformel: 

a).  .  .  .   fu ,dv  =  u.v  —  fv .dU'\-C 

n) u  =:  sin"  ~  ^  X 
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also  nach  der  sich  hieraas  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichong: 

ß).  .  .  du  =  (n — l).8in^''^x,ca8z.dx 

ferner  setze  man: 

y) dv  •=  sin  X  .  dx 

also  nach  der  sich  hieraas  ergebenden  In- 
tegralgleichang: 

J'dv  =  J'sinx.dx — C 

(T). V  =  —  eoax 

(siehe  dielntegrationsformel  7  b  in  Antw.  auf  Frage  15) 

man  erhält  alsdann: 
fsifi^x.dx  =  Äin**""* 05 .  —  CO» 0? — f — co»aj.  (n— l)»tn*'"*».  cosx  (!»+ C 

oder: 
1).  .  ,f$in**x.dx  =  —  «n*~^aj.co»a;-|-(n  — 1)  .y«»n**"^a5.co»'«efcc+C 

Beachtet  man  nunmehr,  dass  man  in  dem 
durch: 

f8vr^^^x,€08^x  dx 

dargestellten  Integral,  nach  der  Erkl.  302: 

cob'^  oj  =  1  —  sin^  X 
setzen  kann,  dass  also: 
fsifC^^^x  coB^x  dx  =  fsifC^^x  {X  —  sin^x)  dx 

oder: 
fsifC^^^x  cos^x  dx  =  f(äin^''^x — 8in**x)dx 
oder: 
2).  .  ,  fsivC*^^xco8^xdx  ^=  f8w^'~^xdx—f8ivC*xdx 

ist,  so  geht  in  Rücksicht  darauf  die  Glei- 
chung 1).  über  in: 

Ain"  xdx  =z  —  ain*^'^^  x .  cosx  -f-  (» —  1)  .f8in**~'^x  dx  —  (n — 1)  .fsin^x  dx-{^  C 

und  hieraus  erhält  man  durch  Vereinfachung: 

n .fein'* xdx  ■=  ^  «n**""^ x,co8x-{- (n  —  l)y«tn*~^ xdx-\-C 

oder: 


A) 


.  .  .  IsirC^xdx  = 8in**~^x.co8X-\ -.  i 8in^   ^xdx4-C 

Nach  dieser  Integralgleichung  ist  die  In- 
tegration der  vorgelegten  Differentialfunk- 
tion  sifCx.dx   zurückgeführt    auf  die 
Integration  der  analogen  Differentialfunk- 
KrkL  821.    Nach  der  in  der  Auflösung  der  x\om  sinT-^xdx,  in  welcher  also  der  Ex- 
Aufgabe 425  aufgestellten  Rekursionsformel  A).  p^^^^^^^  ^^^  ^.^^  ^^  ^wei  Einheiten  nie- 

"  '  driger  ist,  als  in  der  vorgelegten  Diffc- 

l)...  fsin^''xdx  =  --4-.8in^*'-^x.co8x+  ^^^^^^^^^^^^^on. 

J                          ^^  Ist  n  eme  (ganze  positive)  gerade  ZanI, 

2»— 1      r  ,  2nr-2      j     K  n  ^^  gelangt  man  durch  Wiederholung  jenes 

~~i^"J  ^^        ic.da;4-G  Verfahrens   schliesslich   zu   einer  Integral- 

und  gleichung,    in    welcher    noch    die    durch 
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2) . .  fsin^'^^xäx  =  —  ^  ^-  sin^^'x  cosx  +    f^^^  *  ^*    angedeutete    Integration    aua- 
J  2n+l  zuführen  ist,  und  welche  ausgeführt  werden 

^**     .  fsiff^^^  X  dxA-C      ^ÄJ^D»  ^iö  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  401 
2n+l  V  •      "^         gezeigt  wurde  (siehe  ErkL  322). 

Ist  n  eine   (ganze  positive)   ungerade 

«  1-1  ooo    xri.^     •    Ainx         j     AT    Zahl,  so  gelangt  man  durch  Wiederholung 
P^„322    Nach  der  m  Auflösung  der  Auf-   .  Verfahrens   schliessüch  zu  einer  In- 

gäbe  425  aufgestellten  Rekursionsformel:  j^*^^**    ,  ,  v^  .      ""^~"^"   *«  J.     t      , 

^  ^  tegralgleichnng,  m  welcher  noch  die  durch 

a). . .  /  «n"  j:  .  dx  =  —    .  «V"^ «  co»  ä  +    y*Mn  x  dx  angedeutete   Integration   auszu^ 

«^  ^  führen  ist,  und  welche  mittels  Anwendung 

!^:Z±  .  jsin*^^  X  dx -^  C      <ier  in  Antw.   auf  Frage  15   aufgestellten 

. ..  ^     J  Integra tionsformel  7^).   ausgeführt  werden 

kann  (siehe  die  Erkl.  321  und  322). 


b), ..  /«in**   ^xdx  =  —■ — A-m**   ^xcosx-^- 
J  n-2 

^.ykn-^ajdaj  +  C 

c). ..  l8iW^''^xdx  =  —      .-sif^^xcosx-}- 
J  n-4 

**^v  •  IsifC^"^  xdx4-C 

H— 4  y  ' 


IL  8.  f.,  schliesslich: 
a).  wenn  n  eine  gerade  (positive  ganze)  Zahl  ist :     . 

m). . .  / 8in^ X  dx  =  —  -,-  «tn» x.eo8x-{--r-  j  sin^x  dx  -\-  C 

und 

nj.  .  .   /  sin^  X  dx  =^  —  -^  «in*  « .  cos  05  +  ^   /  sin®«  d«  +  C 

and  endlich: 

0],  .  .  fsin9  X  dx  d.  i.  fdx  =  a: 

h\  wenn  n  eine  ungerade  (positive  ganze) 
Zahl  ist: 

m{}. . .  /  sin^x  dx  =  —  -  sin^x  .eo8x-\--^  j  sin} x  dx-^-  C 

und 

Dl). . .  / «tn'as  dx  =  — „-  «tV x.coax-^--^  1  «m* «  d«  +  0 

und  endlich  nach  der  Formel  7  b).  in  Antw.  auf 
Frage  15: 

0,).  . . .  fsin  X  dx  =  —  cosx-^-  C 

Für  den  ersten  Fall,  in  welchem  n  eine  po- 
sitive ganze,  gerade  Zahl  ist,  erh&lt  man  durch 
Sobstitation  ans  vorstehenden  Gleichungen  a). 
bis  o).: 


oder: 


«Vä  d«  =  —      siifC~^x  co8X-\- —       o  «*>*""' Ä  cosx  -f- 

n  »»      L      w  — 2 

n — 3  r  1        •  H-5  ,    w  —  5  /  1        .  »_7  , 

-o  I —,-sinr   ^xco8x+        -^  I ^- Sin     'xco8x-{- 

n — 2[      n— 4  '    n  — 4  \      ?j  — 6 

. . . .  +  -^  (—  -^ «tn^ a:  cos X  +  -^-  (—  g-  «»«^ «  cos a;  +  -.^  ^)))\  J  +  ^ 
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-3) 


«in*   ^«-1-.... 


oder: 


A^         /'«V*^^^  -         go^«r.-^w-i^  .    n  —  l     .  n_8^  ,    (n— l)(n-- 

A).  .  .    I  «n  Ä  ax  = 1  8in       x-t-    — vr****       *~r"/ ö^  / 

*       J  »*     L  **  —  2  (** — 2)(n  — 

(n-l)(n-3)(n-5)    .  «-7^  .  .    (n^l)(n-3)(n~5) 5 

(n-.l)(n—3).... 5.3.1    .     "|      (n—l)(n-3).... 5.^.1    «    ,   ^ 
"(n — 2 j  (n  -  4)  :. .  .'6  ."4 . 2  ****  ^J  "*"  (n — 2)  (n — 4 ) ....  6 .  4V2  *  n  "^ 

Far  den  Fall,  dass  n  eine  positive  ganze, 
ungerade  Zahl  ist,  erhält  man  durch  Sub- 
stitution aus  vorstehenden  Gleichungen  a).  bis 
c).  und  m^).  bis  o^).: 

/«n**  X  dx  = 8m**~^a5  co% x -\ 1 ^  m**  '^x  cos  x  + 
n                                 **      L      **  —  ^ 

n — 3  r         1        .  ^_.  ,    n  — 5  /  1        .  „«7  , 

—  ö r  «n  ^*«  cos  x  ^ -r  I a-  sm     '  a;  cos  ac  + . . . . 

n— 2L*    n — 4  '    n--4  \      n  — 6  ' 

—  +  -^r  ( — r sin^x  C08X'{'-^  y —  -5-  sin^x  cos a?  +  0 co««j jj  11  +  ^ 

B).  ,  .y  sm  «  da; —  ^stn      x  +  -^-_^8in      x  +  ^^--^^ ^^__- ^  «n      x  + 

>Zll)  (^ - 3) jn -^)  7^  (n-l)(n-3) 6 

(„-2)(n-4)(n-6)  **"*       ""^ ^  (n-2)(n-4) . . .  7.5  ***"  *^ 

(»-2j(n  — 4)...7.5.8  "^  (w  — 2)(»»-4). ..  7.5  .  3. 1  J  "^ 

426).  fco8**xdx Ganz  analog  wie  in  AuQösoDg  der  Auf- 
gabe 425  erhalt  man  die  Reknrsions- 
formel: 

/cos** x,dx  =    - . C08**^^x . sin x  -\ tcos'^^x  .  dx 

Nach  dieser  Integralgleichung  ist  die  In* 
tegration  der  vorgelegten  Differentialfank- 
tion  cos**  xdx  zurückgeführt  auf  die  In- 
tegration der  analogen  Differentialfnnktion 

.008^'^ x  dx,  in   welcher  der  Potenzexpo- 
Erkl.  323.    In  analoger  Weise,  wie  in  der  nent  von  cosx  um  zwei  Einheiten  nie- 
Erkl.  322  gezeigt,  kann  man  mittels  der  in  Auf-  driger  ist,    als  in  der  vorgelegten  (siehe 
lösung  der  Aufgabe  426  aufgestellten  Rekursions-   Erkl.  328). 
formel  für  den  Fall,  in  welchem  n  eine  positive 
ganze,  gerade  Zahl  ist,  die  Formel  herleiten: 


A) 


A  L  .  .    I  cos**x.dx  =     -     -  C05^     xA-   -     ,i  cos     ^x+r- 
'       J  **     L  n  — 2  '    (w 


-l)(n-3)       „^5 

cos       x-\-  •  ,  .  . 


2)(n-4) 


(n  — 1)(»— 3) 5.3 


,.-      -,^.,     _, 1       (n  — l)(n— 3)....5.3.J.     a:  _,   •, 

•  •  •  •  "^  "C'^^2)'in  -  4):T7.  "47  2  ^''^  "*"]  +  T«  -  2)  (iT-:::^^ 

Für  den  Fall,   in  welchem  n  eine  positive 
ganze,  ungerade  Zahl  ist,  erhält  man: 

/*     «      j  «»wic  r     „_i      ,    n  —  1       „_3      ,    (n  — l)(n— 3)        ,t_5 

B).  .  .   I  cos*'x.dx  =  -    —\cos**    ^a;+         ^  cos*'     x-\--, „-7-     ä{  <^o^      «  + 

'        J  *»      L  ^' — 2  '    (n — 2;  (» — 4) 

(«-1)(»-8)._.^..6.4.2-| 

""'^  (>i-2j(«-4).....5.3.1  J"^ 
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-j — ^=-dx Setzt  man,  analog  wie  in  der  Auflösung 

ya^—x^  ^ßf  Aufgabe  403  gezeigt,  nach  n&herer  Be- 

trachtung der  vorgelegten  Differentialfnnk- 
tion: 


dx  d.  L  =  «**.  - -dx 


Va^—x^  Ya^—x^ 

in  der  Integrationsformel: 

Erkl.  324.    Nach  der  in  Auflösung  der  Auf-     .  t     a     —  C     a     \^r 

gäbe  427    aufgestellten   Integralgleichung   A).   »)••••  y  «*.<«»-  ti.r —y  ej.tfti-^-t 

ist    die    Integration    der    Differentialfunktion      „\ i^  _  ^w 

. ^^.-dx  zurückgeführt  auf  die  In-  also  nach  der  sich  hieraas  ergebenden  Diffe- 

ya-^-x^  rentialgleichung: 

tegration    der  analogen    Differentialfunktion  „_, 

^»-1  ß) du  =  n,x       .dx 

~dxj  in  weichet  der  Exponent  der  „-j 
Va^  —  x^  jp 

Potenz  55*"^  um  zvei  Einheiten  niedriger       7) dv  =z  _.^  dx 

ist,  als  in  iener  Differentialfunktion  (siehe  die  r  ^      ^ 

Auflösung  der  Aufgabe  429).  algo  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  In- 

tegralgleichung: 


fdv^f-     ^1_    dx  —  Q 


S) r  =  —  Ya^—x^ 

(sieh«  AnfiOinng  der  Aufgabe  223} 

60  erhält  man: 

J  Ya'-x^  J  ^ 

oder: 

A).  .  .  f  f-  -..—  cJä  =  —  ä"  .  V'a^^^i'  +  n .  /'«'— ^ .  V^ä«^^^.  d«+  C 


Setzt  man  nunmehr  in  dem  durch: 
dargestellten  Integral: 


/■ 


hiernach: 

X        .V  a^—x^  =      ,z^- r_— _  .  - 

I  mithin: 


b).  ..ä'— ^V^a«-x»  = 


a*.x  a; 


(siehe  Auflösung  der  Aufgabe  431) 

80  erhält  man: 

oder : 
f-f—-    dx  =  --x\Yä''^^^^-n  f-^'^2-dx^n  f-f-^--~dx-\-C 


814  Integralrechnung  I.  —  1.  Teil. 

and  nach  Yereinfachang  dieser  Gleichung: 

(n  + 1)  /    j^ da?  =  —  ä'*  .  Yä^^^^  +  n .  f~J^^^  dx  +  C 

oder: 

(siehe  Erkl.  824). 


■y-^      -  dx Analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  427 

V^-^x  erhält  man  in  Rekursionsformel: 

A^         f   «""^"^     ^  *"     i/nrr-2        na«  Y  «'— ^      ,     ,  ^ 


429).    /    <-: — ^--  <iÄ Ganz  analog,  wie  in  der  Auflösung  der 

J      V  1  X^  AnfffoKo  AOrr  <*avA{»f  ^ai^A      A^kaU  man   /'efalia 


A) 


Aufgabe  427  gezeigt  wird,  erhält  man  (siebe 
Erkl.  325): 

Nach  dieser  Integrationsformel  wird  die 
Integration  der  vorgelegten  Differentialfunk- 

Erkl.  325.   Die  in  nebenstehender  Auflösung  ..^^         ^        j^  «„,««L-„«r«i,»i.  ^„t  au 
aufgestellte  Integralgleichung  A).  erhält  ma^  ^*^°  Yf^^        zurückgeführt  auf  die 

«n5Ltoml^^„^.«i't^Ä^  der  Aufgabe  427  Integration  der   analogen  Diiferenlialfunk. 
aufgestellten  Integralgleichung  A).,  wenn  man         ®       ^_2 

in  derselben:  ^j^^  V/-^=--  e^a?,  in  welcher  der  Exponent 

a'  =  1  oder  =  1  der  Potenz  a?**"^  um  zwei  Einheiten  nie- 

setzt, driger  ist,  als  in  jener. 

Durch  V/iederholung   dieses   Verfahrens 

gelangt  man  schliesslich  zu  einer  Integral- 

Krkl.  326.   Nach  der  in  Auflösung  der  Auf^  «leic^^^g,  in  welcher: 

gäbe  429  aufgestellten  Rekursionsformel:         a).  in  dem  Falle,  in  welchem  n  eine  po- 

^       „  f^^l  sitive  ganze,    gerade  Zahl  ist,  noch  die 

*^*  •  'J'y{^2^^  "  n~  V^-^'+  durch  A/ =^-3^«  angedeutete  Integra- 

n  — 1     f  x*'~'^  tion  auszuführen  ist,  und  welche  nach  der 

nT     J  Yl^^  ^  -^^^^-  ^^^  ^^^gQ  14  aufgestellten  Inte- 

ist:  ^  grationsformel  11  ausgeführt  werden  kann; 

b)        f  ^"""^     dx  =  —  —  "^  1/13"«  -u      ^^*  ^^  ^®°^  Falle,  in  welcheift  n  eine  po- 
^'  '  'y  yi^ZTaj'    ^  ""       w— 2  '^      *  "•"  sitive  ganze,  ungerade  Zahl  ist,  noch  die 

n  — 3     /    a;""'*     ,        ^       durch    1 --z- —^  dx  angedeutete  Integra- 

J   yi  —  x  tion  auszuführen  ist,  und  welche,  wie  in  der 

/^»— 4  a;'*""^     Auflösung  der  Aufgabe  223  gezeigt  wurde, 

T7f—  2^^  =  —  -^^ZTi  Vi-«'  +  ausgeführt  werden  kann  (siehe die  Erkl.  326). 


n  —  h      r   x"-ö     ^     .    ^ 


u.  s.  f.,  schliesslich: 
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1).  wenn  «eine  positive  ganze,  gerade  Zahl  ist: 

J  Vi  —  »'  ^  ^J  Vi  — «» 


Vi 

and 


und  endlich  (nach  der  in  Antw.  auf  Frage  14 
aufgestellten  Integrationsformel  11): 

o).  .  .  /— 7 dx  d.  i.  /— ,  _  -r^-  dx  =  arc  (*»n  =  a;)  +  C 

2).  wenn  n  eine  positive  ganze,  ungerade 
Zahl  ist: 


und 


""^-  •  -/y  1  -  ,7  "'  =  -  -?  ^^«'  + 1-  -/y i^--.  '»^  +  « 

ond  endlich  (wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  228 
gezeigt  wurde): 

FOr  den  ersten  Fall,  in  welchem  n  eine 
positive  ganze,  gerade  Zahl  ist,  erhftlt  man 
durch  Substitution  aus  den  Oleichungen  a).  bis  o). : 

n  —  2L      « — 4  '  '    n  —  4  \      n— 6  '  ' 


oder: 


....+  l-(—'^-Yl^*  +  .l  (_  *ivr3p+  J-.«rc(««  =  x))))]]+C 


J  Yl-^x^  Ln  ^    n(n— 2)  ^   n(n-2)(n-4)  ^ 

(n-l)(n-3)(ii-5)         - _ 7  .  .  _  (n-l)(n-3)...5 

n(n— 2)(n— 4)(n— 6)  -r-----r  „(^_2j(n— 4)...6.4       "^ 

(n— l)(n— 3)...5.3  ,1  ,     (»— l)(n— 3)...5.3.1  ,  .  ,    .    ^ 

„,;^2)V-4).T:6;4.2--^J+ n(n-i(n-  =  ^>  +  ^ 

Für  den  zweiten  Fall,  in  welchem  n  eine 
positive  ganze,  ungerade  Zahl  ist,  erhält  man 
durch  Substitution  aus  den  Gleichungen  a).  bis  c). 
und  mj.  bis  0|).: 

f  ^    dx  =  -*""^  v^x.+ «-ir_-:-Vrz:^,^. 

y.  Vi— x»  *»  '       n      L      n— 2 

n  —  2  L      n — 4  '  n  —  4  \       n  —  o 

•■+*(- :Vr=P+i.(-^/r^+A.-Vi^P)))]]+o 

Oden 
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/Vi  — a;«  L«  ^n(n— 2)  ^n(»-2j(n-4)  ^ 

(n-l)(n-3)(n-5)     ^n-7  ,  (n-l)(n~3)(n-5)...6 

n(«-2)(n-4)(»— 6)  "^         "T"""    n(n-2)(»~4)...7.5    *   "*" 

(»-l)(n-3)...6>4  (n—l)(n->3)(n-5).. .6.4.2-] 

n(n— 2)(n— 4)...7.5.3       "^     n(n— 2)(n— 4)...7.5.3.1    J"^ 

430).     fx*'-'^.Ya^—x^,dx Setzt  man,  siehe   Gleichung  b).  in  Auf- 

"^  lösung  der  Aufgabe  427: 

a).  .  .  a?*- ^V^a«-««  ^    «  -^  «^ 


so  erhält  man: 


1).  .  .  A»— ^\^a^-a;*  (i«  =  hi  f   "^ dT.  -  Tf    —dx 

J  JVa'^  —  x^  J  Va^-x^ 


Ya'^  —  x^  JV\ 

Berücksichtigt  man  nunmehr,  dass  nach 
der  Auflösung  der  Aufgabe  427: 

ist,  so  erhält  man  aus  diesen  beiden  Glei- 
chungen: 

fx'^'^Ya^-xKdx  =  a2  f-~—  -—  d^. -f  — ^ y/»»  —  ^t -. 

und  nach  Vereinfachung  dieser  Gleichung: 

Nach  dieser  Integralgleichung  ist  die  In- 
tegration der  vorgelegten  Bifferentialfank- 
tion  zurückgeführt  auf  die  Integration  der 

Differentialfunktion:  —yrz ^rdx,  welche 

nach  der  in  Auflösung  der  Aufgabe  427  auf- 
gestellten Bekursionsformel  [d.  i.  vorstehende 
Integralgleichung  2).]  integriert  werden 
kann  (siehe  die  Auflösung  der  Aufgabe  435). 


431).  Ix*'  ^.Ya^-tx^'dx Ganz  analog  wie  in  Auflösung  der  Auf- 
gabe 430  erhält  man  mittels  Benutzung  der 
in  Auflösung  der  Aufgabe  428  aufgestellten 
Integrationsformel : 

A).  .  .  /x"-^Vfl*-h^.f^a:  =    — .-,  Ya^  +cc^  +  — ^-%- •  l-J^^'^r^-dx 
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Nach  dieser  Integralgleichung  ist  die  In- 
tegration der  vorgelegten  Differentialfunk- 
tion zurückgeführt  auf  die  Integration  der 

Im 

Differentialfnnktion:  —7= — — — r  dx.  welche 

V  a»  +  X*- 

nach  der  in  Auflösung  der  Aufgabe  428 
aufgestellten  Reknrsionsformel  integriert 
werden  kann  (siehe  die  Auflösung  der  Auf- 
gabe 436). 


432).    /- —    2  ^  dx Integiert  man  die  Differentialfunktion: 


% 


da? 

(1-fxY 

welche  der  vorgelegten  Differentialfunktion 
analog  ist,  und  in  welcher  der  Exponent  p 
irgend  eine  Zahl  darstellt,  indem  man  in 
der  Integrationsformel: 

a).  .  ,fu.dv  =  tt.f? — fv,du^C 

.                            1 
0} u  = 


Erkl.  327.   Der  Ausdruck  -— -^^1  kann  also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 

man  wie  folgt  umformen:        ^  "^^  ^  rentialgleichung: 

ä'         -?'  +  1-I  ß) du=. ^^^  .,  dx 

H+x^y^'        '{iVxr-^'  und                            (l+xr^^ 

oder  =     -^^"*"^      ^ 7).  ...  du  =  dx 

(!+«*)             (1+^')  also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  In- 

^^^  _     (1+g')^ 1  tegralgleichung: 

11  J            J 

oder  = —  (f) «  =s  aj 

(1+««)*  (l+Ä*)^^ 


Nach  dieser  Umformungsgleichung  ist: 


setzt,  so  erhält  man  die  Integralgleichung: 


/jpi  / ^dx  = x  — 

y(7r:^^-"ä^^:ir        oder:  -^      (^+^')^'-' 

oder=  /* 3i dx—  / ^ttt  ^«  f ^— ^^^  =  ^— ir  + 

y  (l+x')'  y  (l+a;»)^l  y  (l  +  ajy  (1  +  ^y 

2i>  / ^^— TT  <«ar+(7 

y  (l  +  a;»)^  +  l 


b).  .  .   /* ^' dx  = 1- 


mithin  nach  der  Erkl.  327: 

X 

?y         (1  -Hry 

y  (l+a:y  y  (l4-a?y+^ 

Aus  dieser  Gleichung  erhält  man  dorch 
Vereinfachung  derselben: 
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"fii^^" = --"--+ 


X 


(2i>-l)  / ^ dX'\-C 

oder:  V  (l  +  a^y       ^ 

l 


.'>■/ 


(Ja«    := \- 


2p   J  (i+xy 


2l>~'    .         '         dxH-C 


Nach  dieser  Gleichung  ist  die  Integration 

der  DifferentiaUnnktion:  ttt  äx  zn- 

Erkl.  328.   Nach  der  in  Auflösung  der  Auf-  (1+«')^^ 

gäbe  432  aufgestellten  Rekursionsformel:     rückgeftthrt  auf  die  Integration  der  ana- 

^N    f      J ^^  — _i ^  I    logen  Differentialfunktion d«,  in 

2n~3     /*       1         Jip       welcher  der  Exponent  der  Potenz  (1  + «') 
2n  — 2  '  /  "n  1  ^2xn-i  »*  +  ^       um  eine  Einheit  niedriger  ist,  als  in  jener 
ist:  */iA-t-rrj  Differentialfunküon. 


"•/; 


*       ^         j   _      1        ^_« Setzt  man  in  der  durch  Gleichung  1). 

(l-h«')''""^  2(n— 2)"  (1  iT^i)*-«''"  dargestellten  Rekursionsformel: 


2n  — 5/*        1  ^1«  2>  +  l=« 

also        2)  =  n  —  1 


^L:z|..  / ^^ — ^dx  +  c 


X  SO  erhält  man  die  Rekursionsformel: 


.    r        l  ,  1  o;  ,    so  erhält  man 

V  (!+«')"■*  2(n-8)    (l+a,»)— 8^  /•     1 


dx  =  5 -.-^  + 


8^  f 1 

4  7.(1+ 


1^- '  .  f—'—j  äa>  +  C  J  (^+*'>"             2(n-l)(l+x») 

u.  s.  f.,  schliesslich,  wenn  n  eine  positive  nach  welcher  die  in  der  Aufgabe  vorgelegte 

ganze  Zahl  ist:  1 

/-                   -  Bifferentialnmktion  7^-1 — v^äx  integriert 

1         ^     __    1           X (i-f-a?*) 

(1_|.jb2)8  »«  —  -j"  (i_^^2j2  "T  werden  kann,  wenn  n  eine  positive  ganze 

Zahl  bedeutet,  indem  man  alsdann  durch 

-jTj-  da:  +  C  fortgesetzte  Wiederholung  jenes  Verfahrens 

^  schliesslich  zu  einer  Integralgleichung  gelangt, 

/l                      \           X  /*      1 

(l+i*)^  ^^  "^  ¥  *    iigi    +  in  welcher  noch  die  durch  /  1   ■     t  <?g  ao- 

Jl    /• 1        A     K  r  Andeutete  Integration  auszufahren  ist  und 

2  y "  l  +  a;2    o«  +  c;  welche  nach  der  in  Antwort  auf  Frage  14 

und  endlich  nach  der  in  Antw.  auf  Frage  14  i^^ffSlt"^^^^^^^ 

aufgestellten  Integrationsformel  13:  werden  Kann  Csiehe  die  i.rkl,  328). 

o)-  •  •  /-fx~i2-^^  =  «^^(*.^  =  ä)  +  C 

Durch   Substitution  erhält  man  aus  diesen 
Gleichungen: 

rHHcT  ^"^  ^  2  (n -^  1)'  •  7r:^a?T^i'  "^  w^ '  [w^ '  71 +0:^"^  "^ 

2n  — 5 
2 


oder: 


n  — 5    r       1  X 2n  — 7  /       1  « 

n  — 4  •L2(n— 8)'  (1^^?^""^        2n  — 6  \2(n— 4)  '  (1+a?»)'— * 
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..        f      1  ,     _         X  r  1  ■    2n— 8  1  , 

^^••7  (l  +  a:r         "■   2(n-l)  'L  (1 +^^)'-i  ^  2n-4  '  (i+a^T"*"*" 

(2n--8)(2n-->5)  1  (2n—8)(2n— 5)(2n— 7)  1 

(2n-4)(2n-6r  (l +  »i)«-8  ■^"(2n-4)(2n-6)(2n-8)  '  (i+a?«)— * '^'"" 
(2n-8)(2n— 5)...5  1  (2n~3)(2n— 5)...5.8         1    "1 

••"■^  (2ii-4)(2n-6);..6:4  •'(1+«')'  "'"(2n-4J(2n-6)"...6.4.2' l-h^'J"^ 

(2n-3){2n-5)... 5.8.1        ,,  ,  ,  ^ 

(2n^2K2n~4)...6.4.2^"^(^  =  ^)  +  ^ 


c).  Aufgaben  zur  Einübung  in  dem  Gebrauch  der  Im  vorigen 
Abschnitt  aufgestellten  Reicursionsformeln. 

Aufgabe  433.  Man  soll  mittels  der  in 
Aaflösong  der  Aufgabe  426  aufgestellten 
Rekorsionsformel : 

Isin^x ,dx  = «n**~^ x.cosx-^  '  "^     •  jsin^^^x dx-^C 

die  durch: 

1.) y*****  ^* 

^  .  ^  Aoflösung.    Setzt  man  in  der  erwähnten 

^) y  *•**  ^^  Rekursionsformel  der  Reihe  nach  w  =  1, 

3j  fain^xdx  2,  3,  4  und  5  und  beachtet  man  hierbei, 

^ J  dass  jede  Potenz  mit  dem  Exponenten  0  =  1 

4) fsin^  X  dx  ^^^  ^^^  jeder  Ausdruck,  welcher  nach  jener 

'  '  *^  Substitution  den  Faktor  0  erhält,  selbst  =  0 

5) fsin^x  dx  u.  s.  f.  wird,  so  erhält  man  der  Reihe  nach: 

angedeuteten  Integrationen  ausführen.  i), , .  f^^ xdx  =  —co8x-\- C 

2). . .  I sin^x  dx  =  -jr(x  —  sinx  coa  rc)  +  C 

ErkL  829.   Für  n  =s=  2  erhält  man  ans  der  in  J  ,,,    ^-ui  ••«. 

der  Aufgabe  488  erwähnten  Bekursionsformel:       ^  ^•**^*  "'"'  '*®^' 

Femer: 


oder: 


/«'n'  xdx  =  —  "ö-  8in^  xcosx-^  f     *     -,                1 

^  j8xn}x  rt  a?  =  —  -^  •  «in'a;  cos  x  + 

l"  fsin^xdx-^C  2      f.       ,      ,    ,. 

/*                       1                       1    /*  -^ 

a).ymJ«(Ja;  =  — ^  «nÄC05Ä+ 2  /d»+0  oder  in  Rücksicht  auf  Gleichung  1).: 

^^^  ^*-  /»m»a?  dx  =  —  l'  sin^x  CO8X  - 

Jdx  =  X   ist:  .      */                              ^ 

I                            1  « :•  cos  a:  -[-  <^ 

«w'acd«  =  --  ^-»inxcosx-\-  «  ^  +  C'  mithin: 

^^«' •  8). . .  fain^ x  dx  =  --  -^  cosx  (»m»ar+  2)  +  C 

^)  j9in'^xdx=L-^{x  —  8inxco8x)'{-C    '  Ferner: 

AnfÄL)'  "•™^*  d»«Ba.ulUt  In  Auflösung  der  Jsifi^xdx  =  -  1 .  «n'x.  COSOr^- 

-^  .  I ain^xdx-^-  C 


b).  /iw 
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Srkl.  330.    Die  nach  der  Aufgabe  433  aus-  oder  in  Bückfiieht  auf  Gleichaug  2).: 
zuführenden  Integrationen  kann  man  auch  mit-  /»  •» 

tels  Benutzung  der  in  der  Erkl.  322  aufgestellten  /  sin^  x  dx  =  — .-  •  sin^x,  cos  x  -f- 

Formeln  A).  und  B)   ausführen,  wobei  man  je-  J  ^ 

doch  für  die  geraden  Potenzen  von  M'na;  die  Z     \  ,  \    i_  r> 

in  jener  Erkl.  aufgestellte  Formel  A).,  für  die  .  4  •  y  (^  —  «»«  ^  c«.?  ar)  -h  O 

ungeraden  Potenzen  von  Binx  die  in  jener  mithin: 

Erkl.  aufgestellte  Formel  B).   in  Anwendung  n  3  1. 

bringen  muss.  4). .  .  /  «tn*  x  dx  =  -^x  — -%inx  cos  sc  • 

Ferner : 


/• 


I sin^x  dx  = —'  sin^x  cos  a?  +       •  1  sin^x  da:  -^  C 

oder  in  Racksicht  auf  Gleichung  8).: 

1  4         1 

sin^x  dx  =  — — .  sin^x  co« «  -|-  —  •  —  -^  cos x («i»'x  +  2)  -^-  C 

mithin  : 

5).  . .  Isin^x  da?  =  —  —  cosx[S  sin^x  +  4  sin^x+  8]  4-  C 

(liehe  Erkl.  3S0). 

Aufgabe  434.  Man  soll  mittels  der  in 
Auflösung  der  Aufgabe  426  aufgestellten 
Rekursionsformel : 

Icos^xdx  =  — cos^^^xsinx-\-—— —  1  cos*^"^  x  dx -{- C 

die  durch: 

1) fcosxdx 

r     2    A  AufloBimg.    Setzt  man  in  der  erwähnten 

^) y^^  ^"^  Reknrsionsformel  der  Reihe  nach  n  =  1, 

gv                 fcos^xdx  2,  3,  4  und  6  und  beachtet  man  hierbei, 

^ J        ^   *  dass  jede  Potenz  mit  dem  Exponenten  O  =  1 

4) fcos^  X  dx  ^^^  ^^^^  jeder  Ausdruck,  welcher  nach  jener 

*^  Substitution  den  Faktor  0  erh&it,  selbst  ==  O 

5) fcos^xdx  wird,  so  erhält  man  der  Reihe  nach: 

6) fcos^xdx  u.  8,  f.  1)-  •  ^  fcosxdx  =  sinx+C 

angedeuteten  Integrationen  ausführen.  Ferner  (siehe  Erkl.  331): 

2).  .  .  icos^xdx  =    „- (a:  +  «»*  «  CO«  a?)  -|-  O 

'  f'H-  ^kJ^  **  ^  !  "^'5*1*  "^^  T  ^?  oder  auch  =  -l"  (^+lsin2x)  +  C 

m  der  Aufgabe  434  erwähnten  Rekursionsformel:  2  \     '    2  /    ' 

Femer : 


/  cog^x  d«  =  -^  eoax  smm  +  /•  1 


jcos^xdx  =  -^  cos^  X  sin  X '\' 


oder: 


1    /*  J  3 

-^  I  €0s^x.dx+ C  2      /  , 

^J  -^'  fcosxdx  "{^  C 

a).  fcos^xdx^^cosxsinx-i-—  fdx  +  C  oder  in  Rücksicht  auf  Gleichung  1).: 

y  2  2y  /•  1  2 

^^gy   j[a.  /coÄ^arda:  =  yCO«'a;«tna?+^*tnar-fC 

fdx  =  X  ist:  mithin: 


Preisgekrönt  in  Frankfart  a.  M.  1881. 

Der  ausführliche  Prospekt  nnd  das  ausfOhrliche  Inhalts- 
yerzeichnis  der  „vollständig  gelößten  Aufgabenßammluiig  von 
Dr.  Ad.  Kleyer**  kann  von  jeder  Bnchliandlnng,  sowie  von  der 
Verlagshandlnng  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  und  gut  hrochiert  um  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gehrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

8).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  AbonnementspreiBO  von  25  Pfg.  pro  Heft 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersiohtlich,  ohne  jede  Bedeutung 
t'tlr  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  Überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf* 
gaben  und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schfiler  aUer  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorsäglichste  Lehrbuch 
sum  Selbststudium,  das  vortrefflichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Dmok  TOB  Oarl  Hammer  in  Stattgart. 
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Fortsetzung  von  Heft  580.' 

Seite  321—336. 


Aufgaben  -  Sammlung 


-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  — 

mit 

iBgibe  nd  EntilcUnnj  der  benntzten  SItia,  Formdo,  Rodeln  In  Fn^  ud  intiorteg 

erl&atert  durch 

viele  Holzschnitte  &  litlxograph.  Tafeln, 

ans  allen  Zweigen 

der  Beeheiikiuisty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  sphAriachen 
Trigonometrie,  synthetisdien  Geometrie  etc.)  n.  hlSheren  Mathematik  (höhere  AnalyaiB, 
Differential-  n.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  a.  des  Raumes  etc.);  — 
ans  aUen  Zweigen  der  Physik,  Mechanik ,  Qraphostatik,  Chemie,  GeodAsie,  Ifantik, 
mathemat  Ge^nniphie,  Aatronomiei  des  Maaolünen-,  Strafeen-,  Eisenbahn-|  Wasseiv, 
BrSeken-  n.  Hoehban's;  der  Konstrnktionglehren  als:  darsteU.  Geometrie,  Polar-  u. 

Parallel-PerspeetiTe,  Sehattenkonstmktionen  etc.  etc. 

f&r 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Hilit&rs  etc. 

zum  einzig  riciitigen  und  erfolgreiclien 

Stadium,  zur  Forthfilfe  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 
herausgegeben  von 

Dr.  Adolph  Kleyer^ 

]Uthem»tik«r,  vereideter  kOnlgl.  prenee.  Feldmeeier,  vereideter  groiah.  heeeisoher  Geometef  L  KImm 

in  Frankfurt  a.  M. 
unter  Mitwirkung  der  bew&hrtesten  Er&fte. 


§ 

i 


lotegfralreehnnng^  I,  i.  Ten. 

Fortsetzung  v.  Heft  580.  —  Seite  321-336. 

Inhalt: 

Aurgaben  zar  Elinübuiig  in  dem  Gebrauch  dor  im  yorigon  Abacbuitt  »ufgestellteD  Bekarsiousformeln,  Fort- 

Bctzung.  —  Uebcr  die  bestimmten  Integrale  im  allgemeinen. 


Stuttgart  1889. 
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PreisgekrSnt  in  Frankfort  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

DieBM  Werk,  welchem  kein  Ehnllohes  xur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  S-4 
Heften  m  dem  billigen  Preise  Ton  25  ^  pro  Heft  nnd  bringt  eine  Sammlang  der  wichtig- 
sten nnd  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik ,  Physik, 
Mechanik,  math.  Geographie 9  Astronomie ^  des  Maschinen- y  Strassen- 9  Eisenbahn-, 
Brfteken-  nnd  Hochbanes,  des  konstrnktiTen  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  ToUständig 
gelöster  Form,  mit  vielen  Figuren,  Erklimngen  nebst  Angabe  nnd  Entwiekeling  der 
benntiten  Stttie,  Formeln ,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  L^ysang 
jedermann  verst&ndlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grSssere  Aniahl  der  H^fte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  erginaen  nnd  alsdann  anch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  torliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  Ton  nngeldsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  besüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  "bleiben,  und  zugleich  Ton  den  Herren  Lehrern  ftLr  den  Schulunterricht  benatst 
werden  können.  —  Die  LOsnngren  hierzu  werden  sp&ter  in  besonderen  Heften  för  die  Hand  dei 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTeneieh- 
nis,  Berichtigungen  nnd  erlintemde  Erklftmngen  Hber  das  betreibende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zun&chst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch'-naturwisseB- 
Bchaftlichen  ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealsehnlen  L  nnd  IL  4>rd.,  gleich* 
bereehtlgten  fa9h«!«n  Bürg^sdinlen,  Prlimtiitetoi,  GTnuiaaien,  Bealgjmnasien,  Pn- 
gymnasien,  Schnllehrer •Seminaren,  Polytedinlken,  Teehidken,  BangewerkschnleD, 
Gewerbeschnlen,  Handelsschulen,  teehn.  Torbereitnngrsschnlen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildnngssehnlen,  Akademien,  üniTersitftten,  Land-  nnd  Forstwissenschaftssehnlen, 
MilitSrschnlen,  Torbereitnngs-Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Eii^Uirig^Frei- 
wrilUge-  nnd  Offlaiers-Exanen,  etc. 

Die  SehOler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  F&cher,  werden  durch  diese,  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung inimerwUirend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  de^ 
jenigen  Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  PrUfbngen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  flberans  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematiBchen  Wissenschaften  vorgefahrt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kriftlge  Stfltae  fttr  den  Schal- 
Unterricht  geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  mm  AnflOsen  TOn  Auligaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schaler  bei  seinen  h&uslichen  Arbeiten  eine  yoII- 
st&ndige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  15sen,  die  ge- 
habten Segeln,  Formeln,  S&tze  etc.  ananwenden  und  praktisch  zu  yerwerten.  Lust,  Liebe 
und  Terständnis  far  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  MilJtin 
etc.  etc.  BoU  diese  Sammlung  zur  AnfGrischnng  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  aHen  Bemfs* 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertnngen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Hedaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet  —  Wünsche,  Fragen  etc,  welche  die  Bedaktion  betreffen,  nimmt  der  Yei&sser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thnaUchst  berücksichtigt. 

Stattgart  Die  Yerla^liandliiiig* 
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b). .  .   /  cos^'x dx  =  Y ^^^ 8inx+  —  x+C  3).  .  .   Icos^ xdx  =  ^ sin x (cos^ a:  +  2)  +  C 

mithin:  Ferner: 

e),.,Jeo8^xdx==-^[x  +  8inxco8x]-\-C  fcos^xdx  ==    ~cos^x8inx  + 

oder  wenn  man  nach  der  Erkl.  304  «tn x,co8x=  ^    Z*.^^,     ,     ,  ^ 

8in2x  -^     co8^xdx^C 

— s —  setzt:  ^ 

^  oder  in  Rücksicht  auf  Gleichung  2)  : 


J  2  L         2  J  ^  /  co^  xdx  =  -j-  cos^  x8inx  + 

(Vergleiche  hiermit  die  AnflOsiuiff  dar  AnfirAba  dOiA  J  ^ 


C 
(Vergleiche  hiermit  die  AnflOsiuig  der  Anfgabö  402.) 


mithin: 


3     1,,. 

-^  *  -^\x-\-  8\n  X  C08  x)'\-  C 


4).  .  .  Icoa^xdx  =  -^a:4- 
-g- «n  OB  CO»  OB  (2.  CO«»  as -|- 3)  +  C 
Srkl.  882.    Die  nach  der  Aufgabe  434  aus-       Ferner:         ° 
zufahrenden  Integrationen  kann  man  auch  mit-  /«  ^ 

telB  Benutzung  der  in  der  Erkl.  323  aufgestellten  1  eo8^  xdx  =z  -    cos*'  x8inx-\- 

Formehi  A).  und  B).  ausführen,  wobei  man  je-  J  ^ 

doch  für  gerade  Potenzen  von  cosx  die  in  1  /!.^-i^^«.  i  /^ 

jener  Erkl.  aufgestellte  Formel  A).,   für  un-  ^jco8xax-\-o 

gerade  Potenzen  von  co8x  die  in  jener  Erkl.   ^^^^  .     ««^u«.  vx  ^  *  m  •  v         ox 
aufgestellte  Formel  B).  in  Anwendung  bringen  ^^^  *°  Rücksicht  auf  Gleichung  3).: 

jcos^xdx  =  -^eo^x8inx-\- 
mithin:  y  •|«««(ca,'a:  +  2)  +  C 

5).  .  .  jcos^xdx  =  •^8inx{Zco8^x  + 

4co«»«  +  8)+  C 
FetneT: 

jcos^xdx  =  -^co8^XBinx-\'-^ I  co8^xdx-\-C 

oder  in  Rücksicht  auf  Gleichung  4).: 

C08^xdx  =  -g-co«ßa;«na:  +  ^  .  [-g-Ä-f  — fimaJco»a:(2coa*a:+3)l-|-C 

mithin: 

y*  15  1 

cos^xdx  =  ---«  +  ----  8%nx  cosx  (8coa*«  +  lOcoa'a?  +  15)  -f  0 

Aufgabe  435.  Man  soll  mittels  der  in 
Auflösung  der  Aufgabe  427  aufgestellten 
Kekarsionsformel: 

die  durch:    . 


J  V^i-x» 


1) —J^^^^dx 


AuilÖBimg.    Setzt  man  in  der  erwähnten 

2) f—T-^^       ^g  Rekursionsformel  der  Reihe  nach  «  =  0, 

J  Va^— «2  1,  2,  3,  4,  5  und  6  und  beachtet  man  hier- 

^leyer,  Integralrechnung  I,  1.  Teil.  21 
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Qv  r ^    _  j^  bei,  dass  jede  Potenz  mit  dem  Exponenten 

' J  Y^2Z^2  0  =.  1  und  dass  jeder  Ausdruck,  welcher 

/^  nach  jener  Substitution  den  Faktor  0  erhält, 

■  -F=  -=-    dx  selbst  =  0  wird,  so  erhält  man  der  Reihe 

Va'-oj»  nach: 

S) fyr^—  i  ^^  !)•  • .  fr  -  -  -  dx  =  -  Vä»-i*  +  C 

„  r        ^^  j  (vergl.  hiennit  die  AnflOsimg  der  Anfg&be  224). 

yy^'^»     *  Ferner  (siehe  Erkl.  383): 

7) f—--^-dx  2).  .  .   f—^^:=räX   =    -    *    V^ä^Z^  -I- 

angedeuteten  Integrationen  ausführen.  -%-<irc  (sin  =  -*)-(-  C 

Ferner: 

— r z^r^^dx  =  — ö-V^fl'— a^^  -+- 

Ya^-x^  ^  ^ 

2  a»  /•       o: 

— r— / — /g:c_i«c 

Krkl.  833.   Für  n  =  l  erhält  man  aus  der  in  3  y  y^»-^« 

der  Aufgahe  435  erwähnten  Rekarsionsformel:      ,      .     -n^^  i_  .  t_M.      *^i..  *v 

^  oder  in  Rücksicht  auf  Gleichung  1).: 


/. 


Beachtet  man  nunmehr,  dass  nach  der  Auf-  mithin: 

lösung  der  Aufgahe  307:  r      x^                         1     r 

b).   r.-^\.-dx  d.  i.    f——^—dx  =z  J  Va^-x^                   ^ 

'  JYa-'-x'^                 Jya'^-x'^  .[x«  +  2aT4-C 

r            ^  V  Ferner: 

arc  (sin  =  -)+  C  ^    _^^  ^  -^^.5^1^.+ 

ist,   80   erh&lt  man  in  Racksicht  darauf  aus  J  Va'— x'                    ^ 

Gleichung  a). :  if»     /•     Jt«^    d«  +  C 

J Va}—'x^    '^           2  '  *      '^  "*"  oder  in  Rücksicht  auf  Gleichung  2).: 

(Vergleiche  hiermit  die  AnflOsuDg  der  Aufgabe  404.)  J    y  (^       ^ 

mithin : 

Erkl.  884.    Die  nach  der  Aufgabe  435  aus-  /*      a?*                        ^  i/-  

zuführenden  Integrationen  kann  man  auch  mit-   ^h  •  •  1  \r-^ «  ^*  =  —-g-V  <*'—*'• 

tels  Benutzung  der  in  der  Erkl.  326  aufgestellten  *^    V  «  -a; 

Formeln  A).  und  B).  ausführen,  wohei  man  je-  ro   2_i  q   n  i    ^**        /  •          ^\    i    ^ 

doch  für  gerade  Potenzen  yoXi  x  (in  dem  Di-  L^*  "^^^  i^~Ö~^^^  l**^  "^  "ä"/  "^ 

videnden   des   Differentialkoeffizl^nteD)   die   in  Fprnpr* 

jener  Erkl.   aufgestellte  Formel  A)  ,   für  un-  'e^^^^- 


gerade  Potenzen  die  Formel  ß).  inXAnwendung  P ? ^^  =  __  _  v/'ä«.!«^ -I- 

bringen  muss.  \.  J  Yä^^-x^  ^ 

oder  in  Rücksicht  auf  Gleichung  3).: 


4  a'     . 

--'  l—Z-r^dx  +  Q 
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mithin: 
5)...  f-,^ dx  =  — -öVVä*-«'P«^*+4a»«'  +  8a*]  +  C 

Ferner: 
oder  in  Rflcksicht  anf  Gleichung  4).: 

■ 

mithin: 

6). .  .  f  -^._-^dx  =  — -^/ä»^=^[8aj*  +  10  a«a?»+  15a*]  -f- 


yg-a*arc(««  =  -)+C 
Femer: 


oder  in  Rücksicht  auf  Gleichnng  5). : 

4a»««  +  8a*]  +  C 
mithin: 

7)...  f—-£^-dx  =  —  TVv^ä^^=^[5«»+6a'a:*+8a*»»+16o6]  +  C 

(•i«he  dio  Brkl.  884  and  885). 


Erkl.  886.  Fflr  den  FaU,  dass  a  =  1,  dass 
also  aach  a'  =  1  ist,  erh&lt  man  nach  den 
Anfldsungen  der  Aufgabe  485  der  Reihe  nach: 

1).  .  .  f  ,  :^_      da:  =  —  V^r^^r«  +  C 


3). .  .j-^L^dx  =  -|  VTTI^[x'+  2]  +  C 

4)..  .  f—r^ dx  =  —  ~  V 1  —  a;»" [2 a:»  +  3]  +  4-  arc  («in  =  a?)  +  C 

y  yi— a?'  ^  o 

5).  ../*—==.  dar  =.  -l-VlTI^[3a:*+4a;^  +  8]  +  C 

«). .  .  A—^L^  da?  =  - -^  yriT^  [8  a?*  +  10  a?'+ 15] -fyg  arc  («in  =  a?)  +  C 

7)..  .  /"-y^L=r  da:  =  -  ^  yr^^[5a:«  + 6a:*  +  8ar2+ 16]  +  C 
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Aufgabe  436.  Man  soll  mittels  der  in 
Aaflösnng  der  Aufgabe  428  aufgestellten 
Bekursionsformel : 

J  Yäy^x^  n  +  l  »^      ^  w  +  iyy^a2^^2        ^ 

die  durch: 

j   V  «  -t-  ^  AnflÖBung.   Setzt  man  in  der  erwähnten 

2) f    J^}  ~dx  Rekursionsformel  der  Reihe  nach  n  =  0, 

J  Va^+ar'  1,  2  und  beachtet  man  hierbei,  dass  jede 

/g.1  Potenz  mit  dem  Exponenten  0  =  1  und  dass 

1/  Y~i — 2  ^^  J®^®*"  Ausdruck,   welcher  nach  jener  Sub- 

V^*  +^  stitution  den  Faktor  0  erhält,  selbst  =  0 

angedeuteten  Integrationen  ausführen.  wird,  so  erhält  man  der  Reihe  nach: 

1). . .  f—r-^ dx  =  VV+^+  C 

(rergl.  hiarmit  die  Auflösung  dar  Aufgabe  219). 

Erkl.  836.  Fflr  n  =  1  erhält  man  aus  der  in       Ferner  (siehe  Erkl.  336): 
Aufgabe  436  erwähnten  Rekursionsformel:  i  

r       ^7  ^     . 2). .  .  l——r=^  dx  =  4-  V^ä'+ar'  - 

a).  .  .  f^-^L^^dx  '=  ^V^npp-«  ^      J  V^a'+o:^  2  "^ 


a^    /*      x^ 

^JYa^+x'^  Ferner: 


^(lg^  +  Va'+^')  +  0 


Beachtet  man  nunmehr,  dass  nach  der  Auf-  / ?i ^^  =z  ^  VöM^ä?'  — 

lösung  der  Aufgabe  835:  J  Yo>'^-\'X^  3   '^      ~ 

b).  ..   f—J'-:^dxd.lf-—l==rdx=  -^-f-^=^^^.dx+C 

lg  (x  +  V^-f?)  +  C      oder   in  Rücksicht  auf  vorstehende  Glei- 

ist,   so   erhält  man  in  Rücksicht  darauf  aus  ^    ^** 

Gleichung  a). :  /•   _^L^  dx  ^  —  V^H^  - 

^-0^^  +  \^iM-^')  +  Cf  mithin: 

Aufgabe  437.  Man  soll  mittels  der  in 
Auflösung  der  Aufgabe  430  aufgestellten 
Rekursionsformel : 

die  durch: 

1) /  Va'— a:^  dx 

^  Aoflösong.   Setzt  man  in  der  erwähi^ten 

2) j  X  yd^—x'^  dx  Rekursionsformel  der  Reihe  nach  «  ==  li 

J  2,  3  und  4  und  beachtet  man  hierbei,  dass 

-.                r  ^yf^ f  ,  jede  Potenz  mit  dem  Exponenten  0  =  1 
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4) I x^yä^^-^x^  dx  fyd^—x^äx  =  —  y^äira:V_|_ 

angedeuteten  Integrationen  ausführen.  ^  /!__?!__  dx^c 

oder  in  Rücksicht  darauf,  dass  nach  Auf- 
lösung der  Aufgabe  307: 

ErkL  337.    Die  in  Auflösung  der  Aufgabe     /•       «•        j      j    .     /*       1  j 

437  aufgestellte  Integralgleichung  1).  kann  man    /  v:.i     ^t  ^*  ^-  ^  /  ^   >       ^-  «^  = 
auch  herleiten,  indem  man:  j    y  a      x  /    y  a  —x 

yja^^x^  =  ——===^  oder  =  \  a/  ' 

Va'— a;2  ist: 

VT'^^""|^ärZ^    1). .  ./Va'  -  0.»  da:  =  -f-l^fl*-^»  + 

setzt,  wonach  man:  iiS         /  ^\ 

^  ^.  .  -2r-arc|«tn  =  —  |  +  C 

«der:  /«Vo'— a;»  d«  =  ^  Va»- at»  + 

I  \f  2       t^"  ®^®'  "^  Rücksicht  darauf,  dass  nach  der 

erhält  J  ya  —X  Gleich.  1).  in  Auflösung  der  Aufgabe  435: 

Setzt  man  nunmehr  nach  der  Auflösung  der  r       x  

Aufgabe  306 :  /   /-- dx  =  -^ Vo«— a?»  +  C 

und  nach  der  in  Auflösung  der  Aufgabe  435           JxYa^^x'^  (Ja?  =  -|- V^«— a:«  + 
aufgestellten  Integralgleichung  2).:  ^,  

Jyfa^—x'^  ^  '  mithin: 

-g- .  arc  («m  =  ^)  +  0  2). . .  ixYa^—x'^  dx  =  -i-  V'a«— a?»  . 

so  erh&lt  man  aus  diesen  Gleichungen  1).  bis  3).:       ^  '  [«?'— a«]  +  C 

/^         '        Femer: 
Va«— X»  dac  =  a' .  arc  (sin  =  — ^  —  /•   ,, a-s    , 

mithin:  ^/  V^a»-a?» 

,.   A , a;    . oder  in  Rücksicht  darauf,  dass  nach  der 

J  Vfl'— ic'<i«  =  Y  Va»-ar»+  Gleich.  2).  in  Auflösung  der  Aufgabe  435: 

CVergleiche  hiermit  di«  in  Anflösnog  der  Aufmbe  487  «*  /  .  Ä  \    .    « 

*ofgett«llte  Integralgleichung  1.)  -^  arC  istn  =^  — )  +  C 

Man  kann  die  durch  fYa^ — x^dx  ange-   ist: 

^eatete  Integration  auch  ausführen,  analog  wie  /*   ,, a:'     r 

m  Auflösung  der  Aufgabe  379  gezeigt  wurde.  Ix^ya^-^x^dx  =  —Ya^-~x^  + 

mithin: 
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8).  . .  /oj'Va«— «'  d«  =  y  Vä^'x'' .  (2a;«-a»)  +  ^  arc  («tn  =  -|)  +  C 

Ferner: 

oder  in  Rücksicht  darauf,  dass  nach  der 
Gleich.  3).  in  Anflösong  der  Aufgabe  435: 

ist: 

mithin: 
4). . .  lx^yf~ö^^^x^  dx^  ^  V^ö'^^Ti».  [8«*  —  a»«'  —  2a«]  +  C 

(liehe  die  Erkl.  887  und  838). 

Erkl.  388.  um  die  durch/Vx*  — a'd«  an- 
gedeutete Integration  auszuführen,  setzt  man  in 
analoger  Weise  wie  in  der  Krkl.  837  gezeigt 
wurde: 

y  x^  —  a'  =  —  oder  = 


man  erhält  alsdann: 


oder: 


Cyfl^rzr^dx  =  fi-J" j=£^^dx 

J  J  W Ä» - a'      V«'-aV 

1).  .  .  fyx-^^a^dx  =  f-^^==^dx--  f--£==^  dx 

Beachtet  man  nunmehr,  dass  nach  der  Auf- 
lösung der  Aufgabe  404  a: 

2).  .  .J~^^^dx  =  ^yx^^a^^\aUg{x  +  V^^i-IZ^)^c 

und  dass  nach  der  Auflösung  der  Aufgabe  836: 

3).  .  .  f--^- ^^  =  a}{lgx-\'yx'^  —  a^)  +  0 

J  Vä*— a' 

ist,  so  erhält  man  aus  diesen  drei  Gleichungen: 

fyx^^a^dx  =  |-Va;2  — a'+-|-Z^(x-fV«'  — «0  — »'0^«  +  V^«*^«')  +  C^ 


mithin: 


A).  .  .  lyW-^a^dx  =  -|-V^x'-a»  — -^O^x  +  Vl^»^aO  +  Cf 


Aufgabe  438.  IVIan  soll  mittels  der  in 
Auflösung  der  Aufgabe  431  aufgestellten 
Rekursionsformel : 


-«'- .  f- 
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die  durch: 

1) /Va'-haj'daj 

. Aollösimg.    Setzt  man  in  der  erwähnten 

2) /ä  Vo*4-«*  ^«  Rekursionsformel  derReihe  nach  w  =  1, 

«.                 f  11/  2  .     a  j  2,  3  und  4  und  beachtet  man  hierbei,  dass 

^^ y  Ä  V  a  -hx  tf«  .     j^^^  p^j^jj^  jj^^  ^g^  Exponenten  0  =  1  ist, 

4j fx^ya^-^x^dx  s^  erhält  man  der  Reihe  nach: 

angedeuteten  Integrationen  ausführen.  /V^a'  -h  «*  da;  =  -^  V^*-|-^'  + 

oder  in  RtLcksicht  darauf,  dass  nach  der 

ErkL  339.    Die  in  Auflösung  der  Aufgabe  ^^^^-  2^®- 

438  aufgestellte  Integralgleichung  1).  kann  man  P       x^         j>  a  '    T       ^ 

auch  in  analoger  Weise  herleiten,  wie  in  der         /  \/~2JI^  ^'  I  '\r^tz^~^         ~ 

ErkL  337  für /^a^^i^.dx  gezeigt  wurde.  •/Va+a:  J    ya  -h«^ 

•^  i8t:  /^(oj  +  V^H-^Oh-C 

1).  .  .   fy/a'  +  x^dx  =z   2  Vfl'-h**  + 

(fliehe  Erkl.  889). 

Femer: 
fxVd^T^dx  =  -^'-V^^T^  +  -^-/*  ,__1_.  (?:r+C 

oder  in  Rücksicht  darauf,    dass  nach  der 
Gleich.  1).  in  Auflösung  der  Aufgabe  436: 

ist: 

xya^'\-x'^dx  =  -^  V a'  +  ä»  -f  -^ .  Vo^-"^-!-  ^ 
mithin: 

2).  .  .   ix  V^a'  +  a?«  <«a?  =  i-  /äMT^ («»+a?)  +  C 
Ferner: 

oder  in  Rücksicht  darauf,   dass  nach  der 
Gleich.  2).  in  Auflösung  der  Aufgabe  436: 

ist: 

fx^]/li^^fx^dx  =  ~^-Yä^l^&~[l-Y^'~^ 

mithin: 
Femer: 

fx^Vä^lcidx   =    ^Ya-^^X^J^—  f—=^=rr^dx+C 

J  5    '^       ^      ^   5  y  Va'^J^x'^         ^ 


I' 
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• 


oder  in  Racksicht  darauf,   dass  nach  der 
Gleich.  3).  in  Auflösung  der  Aufgabe  436: 

ist: 

mithin: 
4).  .  .  fx^Y^i^~^^dx  =  -^Vä»+^[3a?*+aMa?'  — 2o')]  +  C 


Aufgabe  439.  Man  soll  mittels  der  in 
Auflösung  der  Aufgabe  432  aufgestellten 
Rekursionsformel : 


/*      1         ,     _  x -   2n-~3      /*         1         "         ,   ^ 


die  durch: 


1) f. \ dx 

y  (1  +  ^')*  AuilÖBung.    Setzt  man  in  der  erwähnten 

/l  Rekursionsformel  der  Reihe  nach  n  =  2, 

(l-hir*)3"  ^^  3,  4,  SO  erhält  man  der  Reihe  nach: 

angedeuteten  Integrationen  ausführen.  JL.  /l \ dar+C 

oder  in  Rücksicht  darauf,   dass  nach  der 
Integrationsformel  13  in  Antw.  auf  Frage  14: 

/yx-^  dx  =  arc{tg  =  a?)+  C 

tels  Benutzung  der  in  der  Erkl.  328  aufgestellten   \\    /        ^         ^j j.  —  JL . ? i_ 

Formel  A).  ausführen.  ^'  J  (1  +  ^')'  2     l  +  rc»  ^ 


Erkl.  340.    Die  nach  der  Aufgabe  439  aus-  ^^, 
zuführenden  Integrationen  kann  man  auch  mit- 


-^arc{tg^x)'{-C 
Ferner: 


/l  X 

oder  in  Rücksicht  auf  Gleichung  1).: 


mithin: 


')•  •  7(hW''^  =  ^äw+t2-•T--HV+l^r-«('^=*)+^ 


Ferner: 


oder  in  Rücksicht  auf  Gleichung  2).: 
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3.1 


~  are(tg  =  x)\+ C 
mithin:  ^'^  "^  \ 


^^-  •  -y  (l  +  ar^)*  **  ~    6  *  a-^xy  "^  6.4  '  (l+~arV  "^  ö.4.2~'  1  +  a:'  "^ 


I 


-6J472' *  "''^^  ^^  ^  "^^  +  ^ 

(•i«he  SrU.  340). 


Aufgaben:  LöBungen: 

Man  soll  die  im  nachstehenden  angedeu- 
teten Integrationen  ausfahren: 

"")•    / :rr- »^ Beachtet  man,  dass: 

/ ' dx  = 

jyy/a^^x-^      Ya^-^x^       Ya-^  —  x^J 
mithin: 

1).  / 7_^^rz^ aar  =  a*.  /— r= — ^zraa"— 8a'  /— . -da;-{-7  /--  -dx 

'  J       Va»  — a-»  yVa*-x»  JY^'^'^'^  J  Y<^'^-x'^ 

ist,  dass  ferner  nach  der  Auflösung  der  Auf* 
gäbe  807: 

und  nach  den  Integralgleichungen  2).  und 
4).  in  Auflösung  der  Aufgabe  435: 

3).  .  .  At^^L      dx  =  -  -l-  Ya^ - a:'  +  -f- arc(«m  =  -)  +  C 
y  /a'-a:'  2  »^  ^   2         \  a/^ 

und 
4).  .  ,J—^-^-^dx  =  -  JVS^^^Ü2ar'  +  3a')  +  -|*^arc(«n  =  |-)  +  C; 

ist,  so  erhält  man  aus  diesen  Gleichungen 
1).  bis  4).  nach  gehöriger  Vereinfachung: 

J         V  a*  —  ar'  ^ 

arc  (  «n  =  — j  +  C 


^70*^ 

8 


<«).  //£ 


(2a: Setzt  man: 


X  

a).  .  .    Y =  ^ 

bkL  841.    Nach  der  Integralgleichung:  ^ 

^  /r also  nach  der  Erkl.  341: 

»)....  Y -^  = «  _   1 
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X 


=  u- 


1  =  u* 

X 


und  nach  der  sich  hieraas  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung (siehe  Erkl.  342): 


(1  +  uY 


du 


1 


mithin: 
b)    .   . 


a 

X 
X 

a 


.   .   .     rc  =  — -    -^-  a 


so  erhält  man: 


1 

1  -^  ti' 


J    y         X  J  (1  +  ti»)' 


oder: 
a 


Erkl.  342.    Aus  der  IntegralgleichuDg: 

1 


Berücksichtigt  man  nunmehr,  dass  nach 
der  Erkl.  343: 


u^ 


l 


X  = 


1-1-1*2 

erh&lt  man  durch  einmalige  Differentiation: 

1 


dx  =  a  •  — 


•  2udu 


(1-huV 

(flehe  Formel  11  im  1.  Teil  der  Differentialreohnnng) 

oder:  2au      , 

dx  = :--. — ü..-at4 


gesetzt  werden  kann,  so  erhält  man: 


(l-hu^J^ 


SrkL  343.    Den  Ausdruck: 


oder: 


u' 


kann 


l,../\/^..= 


--MfT^i^^'^'fw'h^^'') 


(l+u^)^ 
man  wie  folgt  in  eine  algebraische  Summe  zer- 
legen, deren  einzelne  Glieder  einfachere  Aus- 
drücke in  tt  sind:  Da  nun  nach  der  Integrationsformel  18 

M«        _  u'  +  l-l  _  l  +  M»-  1  ^^  ^^*^-  *^^  ^^*«®  ^^• 

TT+uV  =  ir-Mi^)»- "^"" ~ "ö+i^F  2) /t^^"  =  ^»"^(^^  =  t*)  +  c 


i+t*» 1 

(l  +  tt';»       (l  +  u2)« 
1  1 


und  da  femer  nach  Gleichung  1).  in  Auf- 
lösung der  Aufgabe  439: 


1  -I-  u'  (l  -i-  u')» 


8) 


/l  _  ^ 


arc  (*^  =  ii)  -[-  C 


/v- 


a  —  X 

X 


ist,   so  erhält  man  aus  diesen  drei  Glei- 
chungen 1).  bis  3).: 

oder  nach  Vereinfachung  der  rechten  Seite: 
a  —  x  ,  au  rx  \  X  n 

X  1  -(-  u'  ' 


N 


oder  nach  der  mittels  der  Gleichung  a).  aus- 
zuführenden Rücksubstitution: 


ZV!--:..  =  :_^^_,.„.(„=-\/^)+o 
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oder  nach  Yereinfachang  der  rechten  Seite : 
A).  .  .Jy/^^  dx  =  Vxl^^^-  a.arc  itg  =  y  -l=^j  +  C 


{\^y^)^dx Setzt 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 

80  erhält  man: 

/(l— V*v    dx  =:  I (i—ain^fp)    .^Mn^ip.cosfp.dtp 

oder  für: 

1  —  «n'  tp  s=  cos'^  (p 

und  fOr: 

«n'  y  =  1  —  C0&'  (p 
gesetzt: 

(1  —  V^)    dx  =  Icoa       y.3(l — C08^q>).c08(p.d<p 
oder: 

/»  8  8  /«  /* 

(1  —  Y^^)    dx  =  B  lco8*<p{l  —  co8^tp).d(p  oder  =  3  /{coa^tp  — C08^(p)dqi 

mithin: 

1).  .  .  nX  —  Vx^y dx  =  ^. lco8^(p,d(p  —  S  fco8^(p,d<p 

Da  nun  nach  den  Integralgleichungen  4). 
und  6).  in  Auflösung  der  Aufgabe  434: 

2).  .  .  j cob^ipd(p  =  -^fp-\--r-8%n(pcoa(p\coa'^ip-\--^\'\'G 


und 


3) 


/'  15  1 

cos^ipdtp  =  -j^(p'{' -r-8%n<p  cos (p(Scoa^<p'{- 10 co8^(p-\-lh)'\- C 

ist,  so  erhält  man  aus  diesen  drei  Glei- 
chungen : 

-;r^-myco«y  (8co«*y  4- 10  co«'y  -|-  15)  +  0 

oder: 

y»         s_  4  3  1 

{l  —  Yx^r  dx  =  j^y+ jgSmy.cosy  (12cos»y+ 18  — 8co«*y—10co«'y  — 15)+ C 


mithin: 

3  8 


(l  — V^c^)    dx  —  —^(p-\'-^^8inipco8(p{—%cos^(p-\-2coa'^<p-\'^)'\-(j 


Nach  der  mittels  der  Gleichung  o).  aus- 
zuführenden Rücksubstitution,  nach  welcher: 
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8 

8inq>   =  V^a; 


<p   =  Vi  — «tn«y  oder  =    V  1— V^^' 


cos 

C08^(p  =  1  —  V^a?' 

8  _ 
C08*(p   =   (1— V"«')' 

8  _ 

und    <p  =  arc  {sin  =  Y^  ) 
ist,  erhalt  man  somit: 


/88  Q  s_i8_'\/8  8_ 

(l«V^a;2)^da:  =  ^.arc(«n  =  Va:)+j'g.V».  V    1-V^x'.  [-8(1- V^ar»)'  + 


8 

2(l-Vl?)  +  8]  +  C 
oder  nach  weiterer  Bednktion: 


/8_8  Q  8_  1*\/«_  "^ 

{X-Yx^^dx  =  ^arc(«n  =  Va;)  — ^  V   1— V«»[8«V«'- 


8  _ 

Uä+sV'xJ+c 


Anmerkung  30.  Durch  die  his  hierher  yorgeführten  Integrationen  verschiedener  Arten  von 
Differentialfunktionen,  welche  der  allgemeinen  Form  f{x).dx  entsprechen ,  ist  im  all- 
gemeinen gezeigt,  wie  man  die  zu  vorgelegten  Differentialfunktionen  gehörenden  Integral- 
funktionen bestimmen  kann. 

Auf  welche  Weise  man  zu  weiteren  Regeln  gelangt,  mittels  derer  man  ganze  Gat- 
tungen und  Arten  von  Differentialfnnktionen,  welche  der  allgemeinen  Form  f(x).dx 
entsprechen,  integrieren  kann,  ist  in  den  späteren  Teilen  gezeigt,  welche  Aber  die  Inte- 
gration besonderer  Gattungen  und  Arten  von  Differentialfunktionen  handeln. 


F.  üeber  die  bostimmten  Integrale  im  allgemeinen. 

Anmerkung  81.    In  dem  aUgemein  durch  ff{x)  dx  —  C  angedeuteten  Vorgang  entsteht  ein 

unbestimmtes  Integral,  das  mit  dem  allgemein  durch  F{x),  nach  der  Anmerkung  16 
allgemeiner  durch  F(x)  —  F(0)  dargestellten  Integral  übereinstimmt,  was  durch  die 
Gleichung: 

a*) /f{x)dx^C  =  F{x)  oder  =  F(x)^F(0) 

oder  durch  die  Gleichung: 

a) ff(x)dx  =  Fix)-\-C 

gesagt  sein  soll,  sobald  in  jenem  Vorgang  (wie  in  der  Anmerk.  16  und  in  den  Antw. 

auf  die  Fragen  22  u.  25  ausführlich  gesagt  ist)  die  Integrations variable y  (2 x  (s.  Anmerk.  32} 

zu  derjenigen  Grösse  x  geworden  ist,  welche  in  dem  Differentialkoeffizienten  ^(x) 
[d.  i.  die  erste  aus  F(x)  abgeleitete  Integralfunktion  oder  der  erste  Differential- 
quotient von  JP(x),  siehe  die  Anmerkungen  14  und  15]  enthalten  ist. 

Je  nachdem  die  Grösse  x  und  damit  auch  die  Integrations variable  fdx  bezw.  das 

Differential  dx  positiv  oder  negativ  ist,  hat  man: 

^)-   •   •  /A+«)-+^«  oder  kviTz/f{x)dx  =  F(-fa;)+ Coder  kurz  =  F(«)  +  C 
bezw. 

e) //•(— ä).  — d«  =  F(-x)  +  C 
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Je  nachdem  die  allgemein  durch  F{x)  dargestellte  Grösse  (einerlei  ob  diese  Grösse 
ans  einem  positiven  oder  negativen  x  entsteht,  bezw.  entstanden  gedacht  wird)  positiv 
oder  negativ  und  damit  auch,  wie  in  der  Anmerk.  33  gesagt,  deren  Differential  f{x)dx 
positiv  oder  negativ  ist,  wenn  F(x)  eine  solche  Fuiüction  von  x  ist,  welche  mit  ab- 
nehmendem X  abnimmt  (oder  mit  wachsendem  x  w&chst),  hat  man  femer: 

^)-   •   ' /+f(x)dx  oder -\-ff(x)dx  oder  kurz/ f{x)dx==+F(x)+C 

bezw.  oder  kurz  =  F{x)-{-C 

e).    ....   ,  f—f{x)dx  oder  —ff{x)dx  =  —  JP(x)  +  C 

in  welchen  Gleichungen  x  und  damit  auch  dx  sowohl  positiv  als  auch  negativ  sein  kann, 
und  welche,  entsprechend  ihrer  Herleitnng  (siehe  Anmerk.  33),  nur  für  den  Fall  gültig 
sind,  in  welchem  f{x)dx  das  Differential  einer  solchen  Grösse  F(x)  vorstellt,  welche 
mit  abnehmendem  x  abnimmt  (oder  mit  wachsendem  x  w&chst). 

^  Stellt  f{x)  dx  das  Differential  einer  solchen  Grösse  F  {x)  dar,  welche  (einerlei  ob 
X  positiv  oder  negativ  ist),  umgekehrt  wie  vorhin  gesagt,  mit  abnehmendem  x  w&chst 
(oder  mit  wachsendem  x  abnimmt),  dann  treten  an  SteUe  der  vorstehenden  Formeln 
d).  und  e).  nach  der  Anmerk.  34  die  Formeln: 

f) f+f{x)dx  oder  +/f(x)dx  =  —  JP(x)  +  C 

und 

g) /—f(x)dx  oder  —ff(x)dx  =  +F(x)  +  C 

Wird  in  dem  Ausdruck  f{x)  der  Variablen  x  einmal  ein  durch  a  markierter  erster 
(unterer)  Wert,  ein  andermal  ein  durch  b  markierter  zweiter  (oberer)  Wert  beigelegt, 

und  soll  in  dem  durch  J'f{x)dx  oder  durch  f(x).fdx  allgemein  angedeuteten  Vor- 
gang (in  welchem  nach  vorstehendem  die  Grösse  x  und  damit  auch  das  Differential  dx 
positiv  oder  negativ,  in  welchem  femer  f{x)  positiv  oder  negativ  sein  kann)  fOr  diese 
Werte  a  und  b  je  ein  Integral  entstehen,  das  mit  dem  allgemein  durch  F{x)  -(-  C,  für 
die  besonderen  Werte  a  und  b  der  Grösse  x  durch  ^(a)-f-C„  bezw.  durch  JP(6)-f-C^ 

dargestellten  Integral  flbereinstimmt,  so  muss  die  durch  f  dargestellte  Anzahl  der  dx 
dem  durch  a,  bezw.  dem  durch  5  markierten  Wert  entsprechen,  was  man  dadurch  kenn- 
zeichnet, dass  man,  wie  früher  schon  gesagt,  dem  Integralzeichen  y*  jenen  ersten  durch 

a  markierten  Wert  als  Index  unten,  den  durch  b  markierten  zweiten  Wert  als  Index 
oben  (daher  die  Bezeichnung  unterer  und  oberer  Wert)  beisetzt,  womit  zugleich 
angedeutet  ist,  dass  auch  die  Grösse  x  in  dem  Ansdrack  f(x)  den  Wert  a  bezw.  den 
Wert  b  hat.  In  Rücksicht  auf  diese  Bezeichnungsweisen  erhflit  man  aus  Gleichung  a). 
die  Gleichungen: 

&i) ffMdx  =  F(a)  +  C^ 

und  * 

»2) Jf{x)dx^  -P(6)+C, 

In  ganz  analoger  Weise  werden  die  Gleichungen  b).  bis  g).  für  bestimmte,  der 
Grösse  x  zukommende  Werte  geschrieben,  wobei  jedoch  folgendes  zu  beachten  ist: 

Ist  in  dem  Differentialkoeffizienten  f{x)  die  Grösse  x  positiv  bezw.  negativ, 
ist  also  auch  die  Integrationsvariable  fdx  oder  das  Differential  dx  positiv  bezw. 
negativ,  so  deutet  man  dies  auch  dadurch  an,  dass  man  den  durch  a  und  b  mar- 
kierten Werten  (welche  sich  ja  auf  x  und  fdx  beziehen,  das  Vorzeichen  -|-  bezw.  — 

beisetzt,  dann  aber  dem  Integral,  in  welchem  x  und  drr  negativ  sind,  den  zweiten 
durch  b  markierten  Wert  als  Index  unten,  den  ersten  durch  a  markierten  Wert 
als  Index  oben  (also  umgekehrt  wie  in  dem  Fall,  in  welchem  die  Grösse  x  positiv 

ist,  siehe  Erkl.  69)  dem  Integralzeichen  f  beifügt. 

Ist  femer  das  Differential  f(x)dx  positiv,  so  soll  das  zu  diesem  Differential 
gehörende  Integral  ganz  allgemein  stets  durch  F(x)-j-C  bezeichnet  werden;  ist 
es  negativ,  so  soll  das  zugehörige  Integral  ganz  allgemein  stets  durch  — J^(a;)-f-  C 
bezeichnet  werden. 

Dementsprechend  schreibt  man  für  die  bestimmten  Werte  a  und  by^b  als  zweiter, 

aals  erster  Wert  gedacht,  welche  die  Variable  x  und  fdx  annehmen,  die  Gleichung  b). 

in  der  Form: 


-f-  a  a 

bezw.  *  """*  ~~  L*  ^"''Ja  '    "• 


334  Integralrechnung  I.  —  I.  TeiL 

bi). . .  ff(+x).+dx  oder  ff(x)dx  oder  /V(a;)  cZa;  =  F(+a)  +  C^  oder  =  2^'(a)  +  C, 

.oder  =  [F(x)]^+C, 

h)'  •  •  ff(+x).'\'dx  oder  //"(a;)  cZa:  oder  ff{x)  dx  =  F(-f-&)+Cj  oder  =  F(6)+Cj 

oder  =  fJP(a;)]*+C^ 
Die  Gleichung  c).  in  der  Form: 

Ci)---  ffi— x).'-'dx  odier  ff (x)dx  =  F(— a)  +  C^  oder  =  [F(— a')]^  +  C„ 

oder  =  [FCx)]^,+  C, 
bezw. 

C2).  .•  ff(- x).'-dx  oder  ff(x)dx  =  F(-6)+Cj  oder  =  [F(— 6)]  +  C^ 

-^  oder  =  [F(ar)]-*+Cfc 

Die  Gleichung  d).  in  der  Form: 

dl). .  .  f-^f{x)dx  oder  +  ff(x)dx  oder  ff{x)dx  =  F(a)+CaOder  =  [^'(«)]^+C'a 

a  a  a 

bezw. 

dl).  . .  f'\'f(x)dx  oder +lf(x)dx  oder  ff(x)dx  =  F(6)  +  CjOder  =  [F(a;)]*+Cft 

Die  Gleichung  e).  in  der  Form: 

ei).  . .  f-f{x)dx  oder  — /Vw da;  =  — F(a)+C„  oder  =r  -[F(a:)]^  +  C„ 

a  a 

bezw. 

62)-  .  •  f-f{x)dx  oder  -^  ff{x)dx  =  -F(6)+Ce,  oder  =  —  [F(a?)]*  -f  C^ 

Die  Gleichung  f).  in  der  Form: 
fi).  .  .f+f(x)dx  oder  +ff(x)dx  =  F(a)+  C^  oder  =  [F(a;)]^  +  C„ 

a  a 

bezw. 

fi)-  •  •  f+f(^)dx  oder  +  ff{x)dx  =  F{6)+Cj  oder  =  [F(a:)]*  +  C^ 

Die  Gleichung  g)   in  der  Form: 
gl)  •  ■  f-'f(^)äx  oder  —  jf(x)dx  =  — F(a)+C„  oder  =  —  [F(ar)]    +  C^ 


a  a 

bezw. 


g2) 


.  .  .  f—f(x)dx  oder  ^  lf(x)dx  =  —  F(6)+Cft  oder  =  —  [F(a?)]*  +  C^ 

In  den  vorstehenden  Gleichungen  stellen  die  linken  Seiten  sowohl  jene  ge- 
dachten Vorgänge  als  auch  die  Resultate  dieser  Yorg&nge,  nämlich  Integrale  dar,  die 
mit  den  durch  die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  dargestellten  Integralen  (Grössen) 
übereinstimmen,  in  welchem  Sinne  man  die  durch  die  linken  Seiten  dargestellten 
Integralen  (Grössen)  durch  diejenigen  ersetzen  kann,  welche  bezw.  durch  die  rechten 
Seiten  jener  Gleichungen  dargestellt  sind.  In  diesem  Sinne  kann  man  auch  sagen: 
die  linken  Seiten  jener  Gleichungen  stellen  Vorgänge  symbolisch  dar,  deren  Resul- 
tate durch  die  rechten  Seiten  symbolisch  dargestellt  sind.    Diese  Gleichungen  sind 
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somit  Integrations formein,  mittels  welchen  man  die  dnrch  die  linken  Seiten  dargestell- 
ten Vorgänge  ausführen,  d.  h.  deren  Resultate  bestimmen  kann.      ^ 

Ist  der  Vorgang,  in  welchem  nach  Gleichung  a,).  das  durch  1  f{x)dx  dargestellte 
Integral  entsteht,  eine  ununterbrochene  oder  stetige  Fortsetzung  des  Vorgangs, 
in  welchem  nach  Gleichung  ai).  das  durch  /  f{x)  dx  dargestellte  Integral  entsteht,  in- 
dem in  dem  allgemein  durch  ff  (x)dx  dargestellten  Vorgang  die  Grösse  x  (und  somit 

auch  die  Integrationsvariable  y*(2x),  nachdem  sie  den  ersten  durch  a  markierten  Wert 

erreicht  hat,  stetig,  ohne  Unterbrechung  w&chst,  bis  sie  den  zweiten  durch  b  mar- 
kierten Wert  erreicht,  so  ist  auch  jenes  Integral  eine  ununterbrochene  Fortsetzung 
Ton  diesem  Integral  und  jede  Seite  der  [durch  Subtraktion  der  Gleichung  aj.  Yon  der 
Gleichung  a,).  gewonnenen]  Gleichung: 

a,).  .  .  .Jf{x)dx--Jf{x)dx  =  [F(6)  +  C,]-  [F(a)  +  Cj 

a 

stellt  ein  Integral  (eine  Grösse)  dar,  oder  auch:  es  stellt  die  linke  Seite  eine  stetige, 
ununterbrochene  Vorgangs-Fortsetzung  dar,  deren  Resultat  diejenige  Grosse  ist,  welche 
durch  die  rechte  Seite  dargestellt  ist.    Diese  Gleichung  wird  in  Rücksicht  darauf,  und 


weil  die  Symbole  /  und   /  Anzahlen,  Vielfache  (oder  Koeffizienten)  der  Dififeren- 

a 

tiale  dx  und  damit  auch  der  Differentiale  f(x)dx  bedeuten  (siehe  Anmerkung  32), 
welche  nach  der  Anmerkung  32  den  bestimmten  Werten  a  und  b  der  Variablen  x  ent- 
sprechen, in  der  Form: 

a^.  .  .  .  {J-J^.f{x)dx  =  [F{b) +  Ct]  -  [F(a)  +  C<.] 

a 

oder,  wenn  die  durch  /  —  /  dargestellte  Differenz  durch  das  einfachere  Symbol   / 


b 
er- 


setzt wird,  in  der  Form: 

k6 


la) J^fix)  dx  =  [F(b)  +  Cj  -  [F(a)  +  C J 


geschrieben.    Hat  sich  in  jener  Vorgangs-Fortsetzung  die  dnrch  C^   bezeichnete  Grösse 

nicht  geändert,  ist  dieselbe  konstant  geblieben,  hat  sie  keinen  Anteil  an  der  Vor- 
gangs-Fortsetzung genommen  (oder  kann  angenommen  werden,  dass  solches  stattfand),  so  ist: 

c»  =  c„ 

und  die  Gleichung  la).  nimmt  die  einfachere  Form  an: 
1) pix)  dx  =  F(&)  -  JP(a)  oder  =  [F(x)\^ 

a 

[in  welcher  Gleichung  die  Differenz  F(6)  — JP(a)  d.i.  F(x^i,)  —  F{x_.^)  durch  das 
einfachere  Symbol  [F(^)]    dargestellt  ist]. 

In  analoger  Weise  und  in  Rücksicht  darauf,  dass  sich  die  Vorzeichen  der  durch 
a  und  b  markierten  Werte  auf  die  Grösse  x  und  das  Differential  dx  beziehen,  ergibt 
sich  aus  den  Gleichungen  b^).  und  b,).  die  Formel: 

/.ft  /•+*  b 

f{'^x).+  dx  oder  j  f(x)dx  =  F {-^b) -^  F (-\- a)  oder  =  [F(-[-ar)] 

oder  =  \F{x)\ 
*us  den  Gleichungen  c,).  und  c,).  die  Formel:  *■         -'+« 
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f{^x),-dx  oder     f(x)dx  =  F{—l)  —  F{-a)  oder  =  [-F(— ar)] 


a 

—  b 


oder  =  rF(aj)l 
aus  den  Gleichungen  dj.  und  d,).  die  Formel:  ^        -'— o 

-^f{x)dx  oder  +     f{x)dx  =  F{b)  —  F(a)  oder  =  [2^(6)— JP'Ca)] 

oder=[F(aj)] 
aus  den  Gleichungen  e^).  und  e,).  die  Formel:  ^ 

•5).  .  .  fr-f{x)dx  oder  —  ff{x)dx  =  — l?"«)) JP(a)  oder  =  —  [F(6)  —  JJ'Ca)] 

oder  =  —  p  («)]    oder  =  [F(x)\  ** 
aus  den  Gleichungen  f^).  und  f,).  die  Formel: 

6)-  •  •  f+f(^)dx  oder  +  rf(x)dx  =  F(6)— F(a)  oder  =  [-F(6)-JP(a)] 

oder  =  [f  (x)] 
aus  den  Gleichungen  g|).  und  g,).  die  Formel:  ^ 

7).  .  •  f—f(x)dx  oder  —  ff{x)dx  =  — F(6) F(a)  oder  =  —  [FCt)  — 2?'(a)J 

oder  =  —  [jF(«)]    oder  =  [F(aj)]" 

Die  Formeln  4  und  5  sind  hergeleitet  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Integral- 
funktion F(x)  mit  abnehmendem  x  abnimmt.  Die  Formeln  6  und  7  sind  hergeleitet 
unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Integralfunktion  ^(o?)  mit  abnehmendem  d?  wächst 
[wie  vorstehend  für  die  Gleichungen  d J.  bis  gj.  gesagt  ist,  siehe  auch  die  Anmerk.  88  und  34]. 

Durch  die  auf  den  linken  Seiten  der  Gleichungen  1  bis  7  stehenden  Symbole  sind 

Vorg&nge  angedeutet,  in  deren  Beginne  x  xmäJ'dXf  welche  beide  positiv  oder  negativ 

sein  müssen,  die  durch  a  markierten  Werte  haben,  und  bei  deren  Ende  x  vaid  fdx  die 

durch  h  markierten  Werte  haben.  Jede  der  Gleichungen  1  bis  7  hat,  entsprechend  ihrer 
Herleitung,  nur  dann  Gültigkeit,  wenn  (in  Rücksicht  auf  die  gegebene  Definition  eines  In- 
tegrsüs  und  dessen  Differentials)  in  den  durch  ihre  linken  Seiten  angedeuteten  Vorgängen  die 
allgemein  durch  f{x)  dx  dargestellten  Differentiale  von  dem  Wert  a  bis  zu  dem  Wert  b 

der  Variablen  x  (und  damit  auch  der  Integrationsvariablen  y*da;)  ein  und  dieselbeBe- 

deutung  behalten  oder  eindeutig  sind  (siehe  Anmerkung  32). 

Sind  in  der  allgemeinen  Integrationsformel: 

1) ffix)dx  =  F(h)—F{a) 

a 

die  durch  Fip)  und  F{a)  dargestellten  Integrale  positiv,  so  ist: 

f{x)dx  =  +-F(6) V^io)  d-  i.  =  +F{]b)-\ F{a)  oder  =  F{h)—F(a) 


/' 


kann  also  das  durch  j f(x)dx  dargestellte  Integral   als  die  Differenz  der 


man 

a 


beiden  positiven  Integrale  -^-FQt)  und  -|~-^(^)  oder  als  die  algebraische 
Summe  der  beiden  entgegengesetzten  Integrale  -{•F{b)  und  — F{a)  betrachten, 
womit  auch  das  bestimmte  Integral  als  eine  Summe  definiert  ist.  Sind  ferner 
in  jener  ^ntegrationsformel  I  die  durch  F{f>)  und  F(a)  dargestellten  Integrale.nega- 
tiv,  so  ist: 

f{x)dx  =  —F{b) F{a)  d.  i.  =  -^F(b)  +  +  F(a)  oder  =  ^F(b)+F{a) 

\  oder  =  F(a)  — jP(6) 


Preiagekrdnt  in  Frankfart  a.  M.  1881. 

Der  ansfHhrllehe  Prospekt  und  das  ausfflhrUclie  Inhalts- 
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Dr.  Ad.  Kleyer**  kann  Yon  jeder  Bnchliandlnng,  sowie  von  der 
Verlagshandlnng  gratis  und  portofirei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  anfgeschnitten  and  gat  brochiert  nm  den  eofortigea  nnd  dauern- 
d«a  Gebrauch  ra  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigongen 
und  ErU&ningen  am  Schlosse  desselben. 

8).  Auf  Jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  8 — 4  Hefte  zu  dem  Aboxmementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  am  dem  Prospekt  eniohtlioh,  ohne  jede  Bedeutung 
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7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuoh  fOr  Schüler  aUer  Schulen,  das 
beste  Handbuch  fOr  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vonüglichste  Lehrbuch 
lom  Selbststudium,  das  vortrefflichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art 

8).  AUe  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 
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Aufgaben  -  Sammlung 


-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  — 

mit 

iigabe  nod  Entilcklong  der  benatzten  Siltze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  nnd  intf  orten 

erl&ntert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograpL  Tafeln, 

auB  allen  Zweigen 

der  Rechenkmisty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  iphArlBchen 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  n.  hOheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  vl  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  — 
SOS  allen  Zweigen  der  Physik ,  Mechanik,  Graphostatik,  Chemie,  Geodäsie,  Nantik, 
mathemat.  Geogrraphie,  Astronomie;  des  Masclünen-,  Strafeen-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
Brfleken-  u.  Hoehban's;  der  Konstruktionslehren  au:  darstell.  Geometrie,  Polar-  n. 

Parallel-PerspeetiTe,  SchattenkonstmlKtionen  etc.  etc. 

fOr 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militirs  etc. 

zum  einzig  riclitigen  und  erfolgreiclien 

Studium,  znr  Forthülfe  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 
herausgegeben  von 

Dr.  Adolph  Kleyer^ 

Hftthamatiker,  rereidoter  kOnigl.  prenei.  Feldmesser,  yereideter  grossh.  hessisolieT  Geometar  I.  Klasse 

in  Frankfurt  a.  IL 
unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Kräfte. 
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Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kam 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  fthnllches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in 
Heften  sn  dem  billigren  Preise  von  25  ^  pro  Heft  and  bringt  eine  Sammlung  der 
sten  nnd  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik ,  Physik, 
Mechanik,  math.  deographle,  Astronomie 9  des  Maschinen- 9  Strassen- 9  Elsenbabv«, 
Brtteken*  nnd  Hoehbanes^  des  konstruktlTcn  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  ToIlstAndig 
greUtoter  Form,  mit  rielen  Figrnren,  Erklftrnngen  nebst  Angrabe  und  EntwlekelnniT  ^^^ 
benntiten  S&tie,  Pormeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösiinf 
jedermann  yerst&ndlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sieh  in  Ihrer  Gesamtheit  ergftnsen  und  alsdann  anch  alle 
Teile  der  reinen  nnd  angrewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  Torliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhangs  von  nngrelUsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezflglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studioenden 
flberlassen  bleiben,  nnd  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  beniitst 
werden  können.  —  Die  LSsnngen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  ffir  die  Hand  dea 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTenelch- 
niS)  Berlehtlgwigen  und  erlftntemde  Erkl&mngen  Aber  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-natnrwiaaeii- 
Bchaftlichen  ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealsehnlen  I.  nnd  II«  Ord.,  gleich- 
berechtigrten  hlHieren  Bfirgerschnlen,  PrlTatsehnlen,  Gymnasien  9  Realgjmnaslea)  Pro- 
gjnnasieB)  Schnllehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerkschnlev, 
Oewerbesehnlen,  Handelssehnlen,  teehn.  Yorbereitnngrssehnlen  aller  Arten^  gewerbliche 
Fortbildnngssehnlen,  Akademien,  ünirersltäten,  Land-  nnd  Forstwissensehaftsscbnlen, 
Mllitürschnlen,  Yorbereltvngs-Anstalten  aller  Arten  als  s.  B.  für  das  Eli^ährig»Frei- 
willige-  nnd  Offlalers-Ezamen,  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  grelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  PrOfüngen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  aach 
die  tlberans  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  yorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Ekhul- 
unterricht  geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktisehen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  mm  AnllSsen  Ton  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
abrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  an  lüsen,  die  ge- 
habten Begeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  rerwerten.  Lust,  Uebe 
nnd  Terständnls  für  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  MUltära 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  znr  Anffrischnng  der  erworbenen  und  Tielleicht  Tergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Bervlis« 
iweigen  Torkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Ejraft  verleihen  nnd 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  nnd  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
▼erbreitet  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Yerfkaser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  ML  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thnnlichst  berücksichtigt. 

Stattgart  Die  Yerlagp»]iandliiiig. 
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man  kann  also  das  durch  j  f{x)dx  dargestellte  Integral  als  die  Differenz  der  beiden 

a 

negativen  Integrale  — F{jD)  und  — F{a)  oder  als  die  algebraische  Summe  der 
beiden  entgegengesetzten  Integrale  —F{h)  and  +^(^)  betrachten,  womit  das 
bestimmte  Integral  wiederum  als  eine  Summe  definiert  ist. 

Ist  in  dem  allgemein  durch  //'(o?) da;  dargestellten  Integral  fdr  ein  positives  x 

a 

f also  auch  f ar  ein  positives  dx)  die  Differentialfunktion  f(x)dx  positiv  bez w.  nega- 
tiv und  ist,  siehe  Anmerkung  33,  die  zu  dieser  positiven  bezw.  negativen  Differen- 
tialfunktion gehörende  Integralfunktion  eine  solche  Funktion  von  x,  welche  mit  ab- 
nehmendem X  abnimmt  (oder  mit  wachsendem  x  w&chst),  so  erh&lt  man  dieses 
bestimmte  Integral  (als  algebraische  Summe  dargestellt)  mittels  der  aus  den  Gleichun- 
gen 2).  und  4).  sich  ergebenden  Formeln  [siehe  Notiz*)]: 

+A+^)-+^«  oder  J+f(x)dx  oder  Jf{x)dx  =  [Fi+b)'-F(+a)] 

oder  =  [F  (x)]        oder  =  [F  {x)] 
hezw,  mittels  der  ans  der  Gleichung  2).  und  5).  sich  ergebenden  Formel: 

-fi'+x).+  dx  oder  J-^fix)  dx  oder— Jf(x)dx  =  _[F(-f  5)— F(+a)] 

oder  =  —  [F(x)]       oder  ^  [F{x)] 

Ist  femer  in  dem  allgemein  durch  I  f(x)  dx  dargestellten  Integral  für  ein  posi- 


tives  0?  (also  auch  für  ein  positives  da;|  die  Differentialfunktion /(o;)  c?^?  positiv  bezw. 
negativ  und  ist,  siehe  Anmerkung  34,  oie  zu  dieser  positiven  oder  negativen  Differen- 
tialfanktion  gehörende  Integralfunktion  eine  solche  Funktion  von  x,  welche  mit  ab- 
nehmendem X  wächst  (oder  mit  wachsendem  x  abnimmt^,  so  erhält  man  dieses 
bestimmte  Integral  (als  algebraische  Summe  dargestellt)  mittels  der  aus  den  Glei- 
•chungen  2).  und  6).  sich  ergebenden  Formel: 

/»b  n^  b  pb 

+/■(+«).+ <^Ä  od&c  J+f{x)dx  oder  Jf(x)dx  =  [jP(4-&)— 2?'(+a)] 

oder  =  \F(x)^^  oder  =  \F{x)\^ 
l)ezw.  mittels  der  aus  den  Gleichungen  2).  und  7).  sich  ergebenden  Formel: 

/b  /•+*  pb 

-A+^)-+^ar  oder  I— f(x)dx  oder --/fix)  dx  =  —  [j?'(+6)— F(-j-a)] 

oder  =  —  [F(x)]       oder  =  [F(x)] 
Ist  weiter  in  dem  allgemein  durch  /  f{x)  dx  dargestellten  Integral  f tlr  ein  n  e  g a  - 

a 

t  i  V  e  s  o;  (also  auch  für  ein  n  e  g  a  t  i  v  e  s  d  os)  die  Differentialfunktion  f{x)  da^positiv  bezw. 
negativ  und  ist,  siehe  Anmerkung  33,  die  zu  dieser  positiven  bezw.  negativen  Diffe- 
rentialfonktion  gehörende  Integralfunktion  eine  solche  Funktion  von  x,  welche  mit 
abnehmendem  x  abnimmt  (oder  mit  wachsendem  x  wächst),  so  erhält  man 
dieses  bestimmte  Integral  (als  algebraische  Summe  dargestellt)  mittels  der  aus  den 
-Gleichungen  3).  und  4).  sich  ergebenden  Formel: 

+f(-a:).— dar  oder  J -\-f{x)dx  oder -{-J f(x)dx  =  -f[F(— ft)— jP(— a)] 

a  —  b  — b 

oder  =  +[jp(-a?)]*  oder  =  +[^(2?)]""* 

1^  1 1  j  e  r ,  Tnttfralrechnang  I. ,  1.  Teil.  22 
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bezw.  mittels  der  aus  den  Gleichungen  3).  und  5).  sich  ergebenden  Formel: 

/b  /* —  a  /» —  a 

-f{—x).—  dx  oder  J—f{x) dx  oder  •^lf{x)dx  =  -^[F{—h)—F(—a)\ 

a  —b  —b 

\b       .  r_        -i—b  r  n-a 


oder  =  —  [f(— ä)]    oder  =  —  [jP(a?)]      oder  =  [F(x)J 


b 


Ist  schliesslich  in  dem  allgemein  durch   1  f(x)dx  dargestellten  Integral  fOr  ein 

a 

negativeso;  (also  auch  fQr  ein  negatiyes  dx)  die  Differentialfunktion  ^o?)  dx  positiv 
bezw.  negativ  und  ist,  siehe  Anmerkung  34,  die  zu  dieser  positiven  bezw.  negatiyen 
Differentifdfunktion  gehörende  Integralfunktion  eine  solche  Funktion  von  Xy  welche  mit 
abnehmendem  x  w&chst  (oder  mit  wachsendem  x  abnimmt),  so  erh&lt  man  dieses 
bestimmte  Inteeral  (als  algebraische  Summe  dargestellt)  mittels  der  aus  den  Glei- 
chungen 3).  und  6).  sich  ergebenden  Formel: 

+A-a?).— dj?  odev  J -^({x)  dx  odiet +J f  {x)  dx  =  [i?'(— 5)-JP(-a)J 

oder  =  [F(— a?)]    oder  =  [^(0?)]" 
bezw.  mittels  der  aus  den  Gleichungen  3).  und  7).  sich  ergebenden  Formel: 

/b  /» —  a  /• —  a 

-/•(— ^)'— d«  oder  J^f(x)dx  oder  ^lf{x)dx  =  —  [F(--6)— F(-a)] 


—  6  —b 

1—6 


oder  =  —  [F(— a?)]     oder  =  —  [j?'(a?)]_     oder  =  [F{x)^ 

*)  Bei  den  Formeln  A).  bis  H).  ist  wohl  zu  beachten,  daai  sich  die  den  einzelnen  Diiferentialen  f{x)dx 
▼orgesetsten  Zeichen  -{-  und  —  nicht  »nf  den  Differentialkoeffizienten  f(x),  sondern  auf  die  ganze  Differen- 
tialfunktion  f{x)  dx  beziehen,  dasz  diese  Vorzeichen  bestimmt  werden  bei  der  Frodoktenbildnng  des  Differential- 
koeffizienten  f{x)  und  des  Differentials  dx. 


Anmerkimg  32.    Wie  früher  gesagt  (siehe  Erkl.  30)  bedeutet  in   dem  allgemein  durch: 

Jf{x)dx  oder  durch  f{x).fdx  dargesteUten  Vorgang,  in  welchem  das  durch:  F{x)'\-C 

dargestellte  Integral  entsteht,  das  Integralzeichen  f  eine  solche  unbestimmte  Summe, 

eine  solche  unbestimmte  Anzahl,  oder  ein  solches  unbestimmtes  Vielfache 
der  Bildungseinheiten  oder  der  Differentiale  dx,  welche  dem  (an  und  für  sich  unbestimmt 
gelassenen)  Werte  der  Variablen  a;  entspricht.  Dieses  Zeichen  kann  also  hiemach  als 
ein  sog.  Koeffizient  betrachtet  werden  und  statt  vor  das  Differential  dx  vor  die 
ganze  Differentialfunktion /'(Ar)d2;  gesetzt  werden  und  wird  auch  aus  dem  Grunde 
vor  die  ganze  Differentialfunktion  f(x)dx  gesetzt,  weil  f(:r)  da;  das  Differential 

des  in  jenem  Yorg^xig  ff (x)  dx  entstandenen  Integrals  F(x)-\-C  ist,  und  (entsprechend 

dem  vorgefahrten  Differentiations-  und  dem  diesen  inversen  Integratiousverfahren)  in 
diesem  ganzen  Vorgang  die  in  dem  Differentialkoeffizienten  f(x)  enthaltene  Grössen, 
und  damit  auch  das  Differential  f(x)dx  selbst,  keiner  Aenderung  unterworfen 
gedacht  werden  darf,  also  eindeutig  ist,  und  in  diesem  gedachten  Vorgang  nur  die 

Integrationsvariable  /*(2ip  wächst,  bis  ihr,  in  die  Bildungseinheit  dx  ausgedrtlckter,  durch 

y*  dargestellter  Wert  zu  irgend  einem  gedachten  Wert  der  Variablen  x  in  dem  Integral 

F(x)-\-C  geworden  ist,  weil  also  auch  jenes  Zeichen y*  eine  solche  unbestimmte 

Summe,  eine  solche  unbestimmte  Anzahl,  oder  ein  solches  unbestimmtes  Viel- 
faches der  Bildungseinheiten  oder  der  Differentiale  f\x)dx  bedeutet,  welche  das  durch 
F{x)  +  C  dargesteUte  Integral  für  irgend  einen  gedachten  Wert  x  der  Variablen  x  bilden. 
Hat  in  der  Gleichung: 

a) ff{x)dx^F{x)-\-C 

die  Grösse  x  einen  bestimmten,  durch  a  oder  durch  h  markierten  Wert,  und  soll  das 
durch  diese  Gleichung  Gesagte  auch  gelten,  wenn  x  diesen  Wert  a  oder  5  hat,  so  moss 
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anch  der  IntegrationsYariabIeny*(2x  ein  entsprechender,  in  die  Bildongseinheit  dx  aus- 
gedrückter Wert  zukommen,  so  dass,  wenn  die  Grösse  x  selbst  durch  a  oder  b  bezeich- 
net wird,  wenn  ihr  der  Wert  a  bezw.  der  Wert  b  zukommt,  und  wenn  die  Anzahl  der 
BUdongseinheiten  dxy  aus  welchen  die  Grösse  x  für  den  Wert  a  oder  fOr  den  Wert  b 

besteht,  durch /bezw.  durch  y^  bezeichnet  wird,  die  Identit&t: 

a 

b) I  dx  =  a 

a 

bezw.  die  Identit&t: 

/•* 

c) I  dx  =  b 

besteht;  es  muss  also  hiernach  und  nach  yorstehendem  die  unbestimmte  Anzahl  f  der 
DÜferentiale  f(x)  dx  gleich  jener  durch  f  oder  durch  y^  gekennzeichneten  Anzahl  sein, 

a 

wenn  für  den  bestimmten  Wert  a  der  Variablen  x  das  Integral  F(a)  -4-  C^  bezw.  far 
den  bestimmten  Wert  b  der  Yariablen  x  das  Integral  F(b)  4-  C^  entstehen  soll,  es  muss  also: 


e 
bezw. 


).    .    .     f{x).J dx  oder  f fix) dx  =^  F(a)+C^ 


pb  pb 

!)..•/ («) .  / dx  oder   /  f{x)  dx  =  F(P)  +  Cj, 


sem. 

Da  also  jedes  der  Symbole  y  oder  J*^  in  den  Gleichungen  e).  und  f).  eine  solche 

a 

Anzahl,  eine  solche  Summe  oder  ein  solches  Vielfache  der  Bildungseinheiten  oder 
der  Differentiale  f(x\  dx  bedeutet,  welche  fibereinstimmt  mit  der  Anzahl  der  Bildungs- 
einheiten oder  der  Differentiale  dx  und  welche  die  Grösse  x  für  den  durch  a  bezw.  für 
den  durch  b  markierten  Wert  derselben  bilden,  bezw.  welche  die  durch  F{ä)  -f-  Ca  bezw. 
die  durch  F(b)-^C^  dargestellte  Grösse  bilden,  so  kann  in  Rücksicht  darauf  auch  die 

in  der  Anmerkung  81  aufgestellte  Gleichung:* 

a,).    .    .    .    .ff(x)dx-ffix)dx=[F{h)  +  C,]-[F(a)  +  C„] 

a 

in  welcher  f(x)dx  Differentiale  der  durch  F(x)'\-C  oder,  für  die  besonderen  Werte  a 
und  b  der  Variablen  x,  der  durch  F(a)'^C^  bezw.  durch  F(b)  +  C^  dargestellten  Grössen 
bedeuten,  in  der  Form: 

aj {f~f)  ■  f^''^  ^^  =  t^(*)  +  ^J  ~  t^^*^  +  ^J 

oder,  wenn  die  Differenz  der  durch   /  —  /    dargestellten  Anzahlen  durch  das  Symbol 

/*  a 

ersetzt  wird,  wenn  also  die  Identität: 

■ /-/=/ 

a  a 

besteht,  in  der  Form: 

la) ff(x)dx=  [F(6)  +  Cj-[2^(a)  +  Cj 


a 

'b 


geschrieben  werden.    Es  bedeutet  also  nach  vorstehendem  das  Symbol  y    eine  solche 

Anzahl  oder  eine  solche  Summe  der  Differentiale  f(x)dx  [ein  solches  Vielfache 
des  Differentials  f(x)dx  der  Grösse  F(x)-\-(J],  welche  identisch  ist  mit  derjenigen  An- 
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zahl  der  Differentialen  dx^  welche  dem  durch  h  —  a  dargestellten  Wert  der  Variablen  x 
entspricht  (siehe  die  Erkl.  88  und  89). 


Anmerkung  33.  Wie  früher  gesagt,  gibt  es  zu  einer  jeden  Grösse  eine  ihr  gleiche  aber 
entgegengesetzte  Grösse  (indem  nur  durch  diesen  Gegensatz,  wie  erwähnt,  eine 
Grösse  vollkommen  oder  eindeutig  bestimmt  werden  kann);  jede  Grösse  ist  somit 
entweder  positiv  oder  negativ.    Ist  nun  die  Grösse  y  in  der  durch  die  Gleichung: 

a) y  =  dl  F{x) 

oder  (nach  der  Anmerkung  16)  allgemeiner,  in  der  durch  die  Gldchung: 

ai) y  =  ±[F{x)  +  F{Q)]  .     . 

ausgedrückten  Beziehung,  in  welcher  die  allgemein  durch  x  bezeichnete  Grösse  eine  posi- 
tive oder  eine  negative  Grösse  sei,  eine  solche  Funktion  von  a;,  welche  (ganz  einerlei, 
ob  X  positiv  oder  negativ  ist)  positiv  bezw.  negativ  ist.  Ist  also  durch  das  Fonktions- 
zeichen  F  irgend  ein  Vorgang  angedeutet,  welchem  die  Grösse  x  unterworfen  ist,  und 
dessen  Resultat  die  durch  •j-F{x)  dargestellte  positive,  bezw.  die  durch  — F(x)  dar- 
gestellte negative  Grösse  ist,  was  durch  jene  Gleichung  a).  allgemein  gesagt  sein  soll, 
und  man  leitet  aus  dieser  Gleichung,  analog  wie  in  der  Erkl  12  in  dem  1.  Teil  der  Diffe- 
rentialrechnung gezeigt  ist,  die  erste  Differentialgleichung  ab,  so  erhält  man  unter  der 
Voraussetzung,  dass  y  oder  F{r)  eine  solche  Funktion  von  x,  eine- solche  von  x 
abhängige  Grösse  ist,  welche  mit  abnehmendem  x  abnimmt  [oder  mit  wachsendem  x 
wächst,  siehe  Anmerkung  34],  aus  jener  Gleichung: 

a) y  =  ±F{x) 

wenn  die  Grössere  um  das  Stück  jdx  abnimmt,  infolgedessen  y  um  ein  entsprechendes 
Stück  ^y  ebenfalls  abnimmt: 

b).    .    .    .     y  —  Jy=:±,F(x^/ix) 

oder:  F{x  —  Jx)  nach  Potenzen  von  ^x  entwickelt  gedacht: 

c).    .    .    .     y  —  Jy  =  ±  [JF(a;) — i>.^a;  +  l'i' ('^*)*""Pi-(^^)*"t"  •  •  •] 
odey : 

d).    .    .    .    y  —  /ly  =  ±F(x)zfP'^x±p^^,[jdxy-:f:P2*(^xy±.''* 

und  wenn  man  diese  Gleichung  von  der  ursprünglichen  Gleichung  a).  subtrahiert: 

ej ^y  =  :r.p-jdxzfPi,(^xy±,P2.[dxy-::f'.' 

[dieselbe  Gleichung  ergibt  sich  »ui  der  »llgemeineren  Oleiohang  at)*3 

aus  welcher  Gleichung  sich,  wenn  Jy  stetig  und  nur  von  Jx  abhängig  gedacht  wird, 
und  wenn  dementsprechend  alle  übrigen  in  dieser  Gleichung  enthaltenen  Grössen  im 
weiteren  als  konstant  betrachtet  werden,  die  Differentialgleichung: 

f) dy  =  '±_p.dx 

oder:  p  =  f{x)  gesetzt  (da  p  wiederum  irgend  eine  Funktion  von  x  ist),  die  Differential- 
gleichung: 

A) dy  —  ±f(x)dx 

ergibt,  wie  im  1.  Teil  der  Differentialrechnung  gezeigt  wurde. 

Hieraus  ergibt  sich  der  Satz: 

„Ist  eine  durch  y  oder  durch  F{x)  dargestellte  Grösse  eine  solche  Funk- 
tion von  einer  (positiven  oder  negativen)  Grösse  x,  welche  positiv  bezw.  negativ 
ist  und  mit  abnehmendem  x  abnimmt  (oder  mit  wachsendem  a;  wächst),  so  ist 
die  aus  ihr  abgeleitete  erste  Differentialfunktion:  f(x)dx,  d.  i.  das  Differential 
jener  Grösse  F{x),  je  nachdem  ebenfalls  positiv  bezw.  negativ**  (siehe  die 
früheren  Erkl.  114  bis  118). 

Integriert  man  umgekehrt  die  Differentialgleichung  A).,  so  erhält  man  (siehe  die 
Anmerkungen  11  bis  17): 

für   dy  =  '^f{x)dx  die  Integralgleichung:   y  =  '■\-F{x)  oder  =  -|- JP(a:)  +  JP(0) 

für  dy  =  —f(x)dx    „  „  y  =  —Fix)  oder  =  —  F(ip)  — F(0) 

und  hieraus  ergibt  sich  der  Satz: 

„Ist  eine  durch  f(x)dx  dargestellte  Differentialfunktion,  oder  ein  durch 
fix)  dx  dargestelltes  Differential  positiv  bezw.  negativ,  so  ist  auch  die  zu  dieser 
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Differentialfunktion  gehörende  Integralfnnktion,  oder  das  zu  jenem  Differential  ge- 
hörende Integral,  j  e  nachdem,  ebenfalls  positiv  bezw.  negativ  und  eine  solche 
Funktion  von  x,  welche  mit  abnehmendem  x  abnimmt  (oder  mit  wachsen- 
dem X  wächst).'' 

Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  die  zu  einer  posi- 
tiven bezw.  zu  einer  negativen  Differentialfunktion  gehörende  Integralfunktion  positiv 
bezw.  negativ  ist,  besteht  darin,  dass  diese  Integralfunktion  eine  solche  Funktion  von  x 
ist,  welche  mit  abnehmendem  x  abnimmt  oder  mit  wachsendem  x  wächst  (siehe 
die  Anmerkung  84). 

Anmerkang  34.  Bei  den  in  der  Anmerkung  83  aufgestellten  Sätzen  wurde  vorausgesetzt, 
dass  y  oder  F(x)  eine  solche  Funktion  von  x  ist,  welche  mit  abnehmendem  o;  ab- 
nimmt (oder  mit  wachsendem  x  wächst);  ist  nun  y  in  der  durch  die  Gleichung: 

a) y  =  ±F{x) 

oder  (nach  der  Anmerkung  16)  allgemeiner,  in  der  durch  die  Gleichung: 

».). y  =  ±[-F(«)--F(0)] 

ausgedrückten  Beziehung»  in  welcher  die  allgemein  durch  x  bezeichnete  Grösse  eine 
positive  oder  eine  negative  Grösse  sei,  eine  solche  Funktion  von  x,  welche  (ganz 
einerlei,  ob  x  positiv  oder  negativ  ist)  positiv  bezw.  negativ  ist,  bedeutet  also  das 
Funktionszeichen  F  wiederum  irgend  einen  Vorgang,  welchem  die  Grösse  x  unter- 
worfen ist,  und  dessen  Resultat  die  durch  -{-F{x)  dargestellte  positive  Grösse,  bezw. 
die  durch  — F{x)  dargestellte  negative  Grösse  ist,  was  durch  jene  Gleichung  a).  all- 
gemein gesagt  sein  soll,  und  man  leitet  aus  dieser  Gleichung,  analog  wie  in  voriger  An- 
merkung 83  angedeutet  ist,  die  erste  Differentialgleichung  ab,  so  erhält  man,  unter  der 
Voraussetzung,  dass  y  oder  F(x)  eine  solche  Funktion  von  x,  eine  solche  von  x 
abhängige  Grösse  x  ist,  welche  mit  abnehmendem  x  wächst  (oder  mit  wachsen- 
dem X  abnimmt,  siehe  Anmerkung  33),  aus  jener  Gleichung: 

a) y  =  ±F(x) 

wenn  die  Grösse  x  um  das  Stück  Jx  abnimmt,  infolgedessen  y  um  ein  entsprechendes 
Stück  Jy  zunehmen  soll: 

b) y  +  ^y  =  ±F{x  —  Jx) 

allgemeiner,  aus  Gleichung  aj.: 

bi) y  +  Jy  -=  ±[F{x-Jx)-FiO)] 

oder,  wenn  man  die  Gleichung  a).  von  der  Gleichung  b).,  oder  die  Gleichung  aj.  von 
der  Gleichung  b^).  subtrahiert: 

c) Jy  =::  ±F{x-'j1x)-:^F{x)   oder   =Zf[F(x)'-F(x  —  Jx)] 

oder  [in  Rücksicht  darauf,  dass  wenn  z.  B.  die  Potenz  x**  als  Typus  einer  solchen  Funk- 
tion von  a;  betrachtet  wird,  welche  mit  abnehmendem  o;  abnimmt,  oder  mit  wachsen- 
dem X  wächst,  alsdann  der  Ausdruck:  —^   oder  die  Potenz  x"**  als  Typus  einer  sol- 

sc 

chen  Funktion  von  x  betrachtet  werden  kann,  welche  mit  abnehmendem  x  wächst, 
oder  mit  wachsendem  x  abnimmt]  F(x  —  /Jx)  nach  Potenzen  von  Jx  entwickelt 
gedacht: 

d) Jy  =  ±[F{x)+p.(jx)+p,.(jx)^-^...]-:i:F(x) 

oder : 

e) -^y  =  ±i>.^i»±l?i.{^a?)':;: . . . 

aus  welcher  Gleichung  sich,  wenn  Jy  stetig  und  nur  von  Ja;  in  der  Weise  abhängig 
gedacht  wird,  d.  h.  wenn  das  Stück  Jx  je  um  eine  Bildungseinheit  dx,  um  ein  Diffe- 
rential dx  abnimmt,  das  Stück  Jy  je  um  eine  Bildungseinheit  dy,  um  ein  Differential 
dy  wächst,  und  wenn  dementsprechend  alle  übrigen  in  dieser  Gleichung  enthaltenen 
Grössen  im  weiteren  als  konstant  betrachtet  werden,  angedeutet  durch: 

f) -^2/  =  ±l?.^a;— [^:i?i.(Ja:)2-42_pj.(Ja?)»  ..  .] 

und  durch:  konstant  ^^^      ^koniti;^=c 

g).     .    .    .    /iy-^dy  =  ±p.{Jx—dx)-'C 
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bezw.  durch: 

h).     .    .     .    /f^  +  flfy  =  ±|). Ja?±p.(— dx)  — C 
wenn  man  von  dieser  Gleichung  die  Gleichung  f).  subtrahiert,  die  Differentialgleichung: 

i) dy  =  ±p,(^dx) 

oder  die  Differentialgleichung: 

k) dy  ^  Zflp^dx 

oder: 

a) p  =  f(x)  gesetzt  (da  p  wiederum  irgend  eine  Funktion  von  sc  )si\ 

die  Differentialgleichung: 

A) dy  =  ':^f{x),dx 

ergibt  (siehe  die  Anmerkung  33). 

Hieraus  ergibt  sich  der  Satz: 

„Ist  eine  durch  y  oder  durch  Fix)  dargestellte  Grösse  eine  solche  Funktion 
Ton  einer  (positiven  oder  negativen)  Grösse  x,  welche  positiv  bezw.  negativ  ist 
und  mit  abnehmendem  x  wächst  (oder  mit  wachsendem  x  abnimmt),  so 
ist  die  aus  ihr  abgeleitete  erste  Differentialfunktion  f(x)  dx,  d.  i.  das  Differential 
j  euer  Grösse  jF(a:),  jenachdem,  negativ  bezw.  positiv"  (vergleiche  hiermit  den 
in  der  Anmerkung  33  aufgestellten  ersten  Satz). 

Integriert  man  die  vorstehende  Differentialgleichung  A).  oder  i).,  so  erh&lt  man 
[siehe  die  Anmerkungen  11  bis  17  und  die  Antworten  auf  die  Fragen  22  und  25]  zu- 
nächst, wenn  das  Differential  da:  um  das  Stück  y^Za;  zunimmt  oder  wächst,  infolge- 
dessen das  Differential  dy  um  ein  entsprechendes  Sttlckfdy  abnimmt  (d.  h.  infolge- 
dessen das  Differential  dy  der  Grösse  y  um  ein  Stack  — fdy  der  ihr  entgegengesetzten 
Grösse  — y  zunimmt): 

dy-jr—fdy  =  Zi:f(x){dx-\-fdx) 
oder:    dy — fdy  =  'Zf.f{x),dx'^f{x)fdx 
oder,  wenn  man  hiervon  die  ursprüngliche  Differentialgleichung  subtrahiert: 
oder:  ^/dy  =  Tmfdx 

1) /dy  =  ±f(x),/dx 

dann  erhält  man  im  weiteren,  wenn  in  dem  dem  Differentiationsverfahren  umgekehrten 
Integrationsverfahren  fdx  zu  dem  Stück  Jx,  also  fdy  zu  dem  Stück  Jy  in  Gleichung  f). 
geworden  ist,  und  wenn  im  weiteren  (in  der  Verknüpfung  des  Differentiations- 
verfahrens und  dem  diesen  inversen  Integrationsverfahren)  das  StUck fdy 

(oder  Jy)  das  Stück  Jy  der  Grösse  y  sein  soU,  um  welches  die  Grösse  y  in  der  durch 
die  Gleichung  a).  oder  a^).  ausgedrückten  Beziehung  wächst  sobald  die  Grösse  x  um 
jenes  Stück  Jx  abnimmt: 

m) fdy  =  ±_f{x).fdx—C 

[wenn  C  die  in  Gleichung  T).  durch  C  bezeichnete  OrOste  bedeutet  und  f{x)^^p  ist,  liehe  Gleichung  a]< 

Aendert  sich  im  weiteren  das  Stück  fdx^  d.  i.  nunmehr  das  Stück  iix  in  den 

Gleichungen  b).  bis  f).  so,  dass  es  zu  der  Grösse  x  selbst  wird,  so  wird  in  Rücksicht 
darauf,  dass  die  rechte  Seite  der  Gleichung  m).  mit  der  rechten  Seite  der  Gleichung  c). 
übereinstimmt : 

n).      ±  f{x)  .fdx  —  C  =  ±  F(0)  -^  Fix)  oder  =  q:  [F(x)  —  F(0)] 

d.  h.  es  ist: 

Dl)-    •    .   +  fi^)fdx  -  C  oder  /+  f(x)  dx—C=  —  [F{x)  —  F(0)] 
und 

Dj)-    •    •   —  f(^)fdx  —  C  oder  /—  f(x)  dx—C  =  +  [F{x)  —  F{0)] 
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Da  nun  nach  der  Gleichung  ai).:  —  [F(a?)  —  JP(0)]  =  y  bezw.  +[JP(a?)  — F(0)]  =  y 
ist,  so  mqss  sich  infolge  der  Abhängigkeit  des  Stockes  äy  von  dem  Stock  ^x  das  Stock 
Ay  mit  jener  Aenderung  des  Stockes  Jos  so  ändern,  dass  es  zur  Grösse  y  wird,  wonach 
die  Gleichung  m).  für  &s  obere  Vorzeichen  -\-  übergeht  in  die  zu  bestimmende  Integral- 
gleichung: 

Ol) y  =  —  [JP(a;)  — F(0)] 

fOr  das  untere  Vorzeichen  —  übergeht  in  die  zu  bestimmende  Integralgleichung: 

02) y  =:+[F(a;)-F(0)] 

welche  Integralgleichungen  durch  die  Integralgleichung: 

ai) y  =  :;:[F(«)-F(0)]  oder  ±[F(a:)-F(0)] 

gemeinsam  dargestellt  sind.  Für  den  Fall,  dass  jP(0)  =  0  ist,  ergibt  sich  hieraus  die  In- 
tegralgleichung : 

a) y  =  ±F{x) 

Integriert  man  also  die  vorstehende  Differentialgleichung  A).,  so  erhält  man: 

für  dy  =  —f{x),dx  die  Integralgleichung  y  =  +  [JP(aj)  —  F(0)]  oder  -\-F{x) 

für  dy  =  -\-f(x).dx  die  Integralgleichung  y  =  —  [F(a;)  —  F(0)]  oder  —F(x) 

und  hieraus  ergibt  sich  der  Satz: 

„Ist  eine  durch  f(x)dx  dargestellte  Differentialfunktion  oder  ein  durch 
f(x)dx  dargestelltes  Differential  negativ  bezw.  positiv,  so  ist  umgekehrt  die  zu 
dieser  Differentialfunktion  gehörende  Integralfunktion  oder  das  zu  jenem  Differen- 
tial gehörende  Integral  positiv  bezw.  negativ  und  eine  solche  EHinktion  von  x, 
welche  mit  abnehmendem  x  wächst  (oder  mit  wachsendem  x  abnimmt).^ 

Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  die  zu  einer  posi- 
tiven bezw.  zu  einer  negativen  Differentialfunktion  gehörende  Integralfunktion  (um- 
gekehrt) negativ  bezw.  positiv  ist,  besteht  darin,  dass  diese  Integralfunktion  eine  solche 
Funktion  von  x  ist,  welche  mit  abnehmendem  x  wächst  oder  mit  wachsendem  x 

abnimmt  (siehe  die  Anmerkung  83). 


Anmerkung  35.   Ist  nach  der  in  der  Anmerkung  31  aufgestellten  Integrationsformel  1  einmal: 
0 /f(x)  dx  =  F(c)  —  F(a) 


aj 
ein  andermal: 


b) Jf{x)dx  =  F(h)  —  F(c) 

und  soll  der  durch  f  f(x)  dx  dargestellte  Vorgang  eine  ununterbrochene  oder  stetige 
Fortsetzung  des  durch   /f(x)dx  dargestellten  Vorgangs  sein  (oder  umgekehrt),   so 

a 

muss  auch  das  Besultat  jenes  Vorgangs,  nämlich  das  durch  F(h)  —  F(c)  dargestellte 
Integral  eine  ununterbrochene  Fortsetzung  des  Resultats  dieses  Vorgangs,  des  durch 
F(c)  —  F{a)  dargestellten  Integrals  sein. 

Ist  nun,  siehe  Anmerkung  36,  die  hierzu  notwendige  und  hinreichende  Be- 
dingung dadurch  erfüllt,  dass  dasjenige  Differential  f(x)dx  des  Integrals  F(c) — F(a), 

mit  welchem  in  dem  durch  j  f{t)dx  angedeuteten  Vorgang  die  Variable  x  den  durch  c 

a 

markierten  Wert  der  Variablen  x  hat,  identisch  ist  mit  demjenigen  Differential 
f{x)dx  des  Integrals  F{b)  —  F(c),  mit  welchem  in  dem  durch  j  f{pD)dx  angedeuteten 

c 

Vorgang  diese  Variable  x  den  in  diesem  Vorgang  durch  c  markierten  Wert  dieser 
Variablen  x  hat,  dann  ist  das  durch  F(h)  —  F(c)  dargestellte  Integral  eine  stetige 
Fortsetzung  des  durch  F(c)  —  F(a)  dargestellten  Integrals  (oder  es  ist  auch  umgekehrt 
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dieses  Integral  eine  stetige  Fortsetzang  von  jenem  Integral)  und  der  durch   /  f(x)  dx 

f{x)  dx  angedentetcD 
Vorgang;  durch  Addition  der  Gleichungen  a).  und  b).  ergibt  sich  somit  die  Gleichung: 

c).   .   .   ff(x)dx  +  ff(x)dx  =  [F{c)-'F{a)]  +  [F(b)-'F{c)]d,l=^F(h)-F'(ay 

oder  =  [F(x)] 

deren  linke  Seite  einen  ununterbrochenen  oder  stetigen  Vorgang  andeutet  und 
deren  rechte  Seite  das  Resultat  dieses  Vorgangs,  und  zwar  eine  ununterbrochene 
oder  stetige  Grösse  oder  ein  Integral  darstellt,  welches  aus  der  Summe  jener  beiden 
Integrale  gebildet  wird.  r^        r^ 

In  Bücksicht  darauf,  dass  nach  der  Anmerkung  32  die  Symbole   /  und  /  in  der 

a  e 

Gleichung  c).  solche  Anzahlen,  Vielfache  oder  Summen  der  Differentiale  f(x)dx 
bedeuten,  welche  dem  Wert  c-^a^  bezw.  dem  Wert  h — c  der  Variablen  x  ent- 
sprechen ,   und  in  der  Voraussetzung,   dass  in  den  beiden  durch    / f[x) dx 

und  /  f{x)dx  angedeuteten  Vorgängen  die  durch  f{x)dx  dargestellten  Differentiale  über- 

c 

einstimmen  (dieselbe  Bedeutung  haben),  dass  also  in  den  beiden  Vorgängen  solche  In- 
tegrale entstehen,  deren  Differentiale  f{x)dx  übereinstimmen,  kann  in  der  Gleichung  c).: 

d) Jf(x)dx-^Jf{x)dx=  (J^jyf{x)dx 

a  c  a         c 

oder  in  Rücksicht  darauf,  dass 

a  e  a  e  a 

/c  f%b  nb 

-j-  /  durch  das  einfachere  Symbol   /  ersetzt  wird: 

a  c  a 

f(x)dx+l  f{x)dx  =      f(x)dx 

a  c  a 

gesetzt  werden.  Diese  Integrationsformel  ist,  entsprechend  ihrer  Herleitung,  nur  dauD 
gültig,  wenn  das  Differential  f{x)dx  in  den  beiden  durch  j  f(x)dx  und  1  f{x)dx  an- 

f{x)dx  angedeuteten  Vorgang  ein- 

a 

deutig  ist,  d.  h.  seine  Bedeutung  nicht  ändert  (siehe  Anmerk.  36). 

Nach  der  Gleichung  A).  ist,  yrewa.  die  Variable  x  in  dem  durch   1  f(x)  dx  aogfr- 

a 

deuteten  Vorgang  einen  bestimmten  durch  c  markierten  Wert  einmal  annimmt: 

.6  /»C  y^b 


f(x)dx  =    /  f(x)dx+l  f{x)dx 


a 


oder  auch  allgemeiner,  wenn  die  Variable  x  in  jenem  Vorgang  mehrere  bestimmte 
z.  B.  durch  c,  d,  . .  . .  markierte  Werte  annimmt: 
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A,) ff{x)dx  =  Jf{x)dx-\-Jf{x)dx-\-Jf(x)dx 


a  e  d 

»6 


ond  nach  diesen  Gleichungen  kann  ein  allgemein  durch   /  f{x)  dx  sSigedeuteter  Vorgang 

f(x)dx  dargestelltefl  Integral  j  in  eine  Summe  mehrerer  Yor- 


a 


gänge  (bezw.  in  eine  Summe  mehrerer  Integrale)  zerlegt  werden. 

Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  daftlr,   dass  in  dem  Vorgang 
b 

f(x)dx  ein  Integral  entsteht,  welches  aus  den  Integralen  gebildet  ist,  die  in  jenen  ein- 

a 

z einen  Vorgängen  entstehen,  besteht  darin,  dass  diejenigen  Differentiale  f(x)dx,  mit 
welchen  in  diesen  Vorgängen  die  veränderlichen  Grössen  x  den  bestimmten  durch  c 
markierten  Wert  (bezw.  den  durch  d  markierten  Wert)  haben,  identisch  sind. 


/ 


Anmerknng  36.    Die  notwendige  Bedingung  dafQr,  dass  von  zweien  (oder  mehreren)  In- 
tegralen jedes  derselben  eine  ununterbrochene  oder  stetige  Fortsetzung  des  anderen 
bildet,  besteht  darin,  dass  jedes  derselben  dem  anderen  auf  irgend  eine  Weise  so 
hinzugefügt  ist,  damit  beide  Integrale  einen  gemeinschaftlichen  Teil,  eine  gemein- 
'  schaftliche  Grenze  besitzen,  die  sowohl  dem  einen  als  auch  dem  andern  als 

zugehörig  betrachtet  werden  kann,  weil  nur  dann,  nach  dem  menschlichen  Vor- 
stellungs-  oder  Begriffsvermögen  jedes  dieser  Integrale  eine  ununterbrochene  oder 
stetige  Fortsetzung  des  anderen  ist. 

Die  hinreichende  Bedingung  dafür ,  dass  von  zweien  (oder  mehreren  In- 
tegralen) jedes  derselben  eine  ununterbrochene  oder  stetige  Fortsetzung  des  andern 
bildet,  besteht  darin,  dass  ein  kleinster  denkbarer  Teil,  eine  Bildungseinheit  oder 
ein  Differential  des  einen  Integrals  auch  dem  andern  Integral  angehört,  indem  schon 
in  Rücksicht  auf  die  gegebenen  Definitionen  eines  Integrals  und  eines  Differentials  durch 
ein  einziges  Differential,  welches  beiden  Integralen  gemeinsam  ist,  welches  sowohl 
dem  einen  Integral  als  auch  dem  andern  Integral  als  zugehörig  betrachtet  werden 
kann,  eine  Verknüpfung  dieser  beiden  Integrale  zu  einem  einzigen  Integrale  stattfindet. 
Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  zwei  Integrale  ein 
einziges  Integral  bilden,  besteht  hiernach  darin,  dass  irgend  ein  Differential  des 
einen  Integrals  identisch  ist  mit  einem  Differential  des  andern  Integrals,  d.  h.  dass 
ein  Differential  des  einen  Integrals  sich  durch  nichts  unterscheidet  von  einem  Diffe- 
I  rential  des  andern  Integrals. 

In  Rücksicht  darauf,  dass  das  Differential  einer  Grösse  aus  mehreren  Differentialen 
anderer  Grössen  gebildet  sein  kann,  dass  das  Differential  einer  Grösse  ein  Infinitesimal 
!  ist  oder  aus  Infinitesimalen  gebildet  wird,  besteht  die  notwendige  und  hinreichende 

Bedingung  dafür,  dass  Integrale  ein  einziges  Integral  bilden,  darin,  dass  irgend  ein 
h  Infinitesimal  des  einen  Integrals  identisch  ist  mit  einem  Infinitesimal  des  an- 

^  dem  Integrals,  und  in  diesem  Sinne  ist  die  Gesamtheit  des  für  den  Menschen  Bestehen- 

^  den,  das  Weltall,  aus  Integralen  zusammengesetzt,  die  ein  einziges  Integral,  das  Weltall 

I  selbst  bilden,  von  welchem  der  Mensch  mit  seinem  Denken  und  Fühlen  ein  Teil  ist 


Anmerkung  37.   Ist  in  einem  durch  1  f(x)dx  angedeuteten  Vorgang  die  Variable  x  und  so- 

c 

mit  das  Differential  dx  negativ,  was  nach  der  Anmerkung  81  durch 

f( — x) .  —  dx  oder  durch   /  /  (x)  dx 


—  a 


angedeutet  wird,  in  einem  andern  durch  1  f(x)dx  angedeuteten  Vorgang  aber  positiv, 
was  nach  der  Anmerkung  31  durch 
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/'(+«). +  dx  oder  durch   1  f(x)dx 

c  -\-c 


angedeutet ^wird,  und  ist  ferner  dasjenige  Differential  f(x)dx  des  in  dem  Vorgang 
jf{x)dx  entstehenden  Integrals,   mit  welchem  die  Variable  — x  den  bestimmten 

—  a 

durch  c  markierten  Wert  hat,  identisch  mit  demjenigen  Differential  f(x)dx  des  in 
dem  Vorgang  j  f(x)  dx  entstehenden  Integrals,  mit  welchem  die  Variable  -^x  den  be- 

c 

stimmten  durch  c  markierten  Wert  hat,  sind  also  die  beiden  in  jenen  Vorgängen  ent- 
stehenden Integrale  durch  dieses  beiden  Integralen  angehörende  Differential  zu 
einem  einzigen  Integral  verknüpft,  so  setzt  man,  analog  der  durch  Gleichung  A).  in 
der  Anmerkung  35  ausgedrückten  Darstellungsweise: 

f{x)  dx  +  /  f[x)  dx  =  I  fix)  dx 

—  a  -\-c  — a 


k — c 


Diese  Gleichung  sagt,  dass  in  dem  durch  /  f(x)dx  angedeuteten  Vorgang,  ebenso 

in  dem  durch  jf{x)dx  angedeuteten  Vorgang  je  ein  Integral  entsteht,   dass  femer 

dasjenige  Differential  f(x)dx  in  dem  einen  Vorgang,  mit  welchem  die  Variable  —  x  den 
Wert  c  hat,  identisch  ist  mit  demjenigen  Differential  f(x)dx  in  dem  andern  Vor- 
gang, mit  welchem  die  Variable  -j-  ^  ^^^  Wert  c  hat  (siehe  Anmerkung  36). 

Nach  der  Gleichung  A).  ist,  wenn  die  negative  Variable  — x  und  ebenso  die 

positive  Variable  -\-x  ia  dem  durch  jf{x)dx  angedeuteten  Vorgang  einen  bestii 

—  a 

ten  durch  c  markierten  Wert  einmal  annimmt: 


[mm- 


.+  6  /»— c  p-\-h 

^X 


fix)  dx  =//•(«)  dx  +Jm  d 


—  a  —  a  -^c 


f{x)  dx   angedeuteter  Vorgang 
(oder  ein  allgemein  durch   /  f{x)  dx  dargestelltes  integral)  in  die  Summe  zweier  solcher 

—  a 

Vorg&dge  (bezw.  in  die  Summe  zweier  solcher  Integrale)  zerlegt  werden,  von  welchen 
sich  der  eine  auf  die  negative  Variable  — x,  der  andere  auf  die  positive  Variable 
-f-x  bezieht. 

Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,   dass  in  dem  Vorgang 
•-[-  h 

f{x)dx  ein  Integral  entsteht,  welches  aus  den  Integralen  gebildet  ist,  die  in  jenen  ein- 


/' 


a 


zelnen  Vorgängen  entstehen,  besteht  darin,  dass  diejenigen  Differentiale  f(x)dx,  mit 
welchen  in  diesen  Vorgängen  die  veränderlichen  Grössen  —  x^  und  -^x  den  bestimmten, 
durch  c  markierten  Wert  haben  (mit  welchen  das  durch  F  ( —  c)  -|-  Cc  und  das  durch 
^  (+  <^)  +  Cc  dargestellte  unbestimmte  Integral  fertig  gebildet  ist  und  die  beiden  be- 
stimmten Integrale  entstehen),  identisch  sind. 


Anmerkung  38.    Ist  eine  ganz  allgemein  durch   1  f(x)dx  angedeutete  Integration  aus- 

zuführen,  so  hat  man  vor  allem  zu  beachten,  dass  die  in  der  Anmerkung  31  aufgestellte 
Integrationsformel:  } 
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/' 


b 
fix)  dx  =  F(h)  —  F(a) 


nach  welcher  solche  Integrationen  ausgeführt  werden  müssen,  nur  dann  gültig  ist, 
wenn  f{x)dx  in  dem  ganzen  Intervall,  in  welchem  die  Variable  x  die  Werte  a  biB  b 
annimmt  (entsprechend  der  Herleitung  dieser  Formel)  eindeutig  sein  muss.  Dieses  fest- 
zustellen bildet  somit  den  ersten  Teil  jener  auszuführenden  Integration.  Ergibt  die  zu 
diesem  Zwecke  anzustellende  Untersuchung,  dass  jenes  nicht  der  Fall  ist,  dass  das  Differen- 

tial  f(x)dx  in  jenem  Interyall  seine  Bedeutung  ändert,  so  muss  der  durch  /  f[x)dx 

a 

dargestellte  Vorgang  in  entsprechender  Weise  in  solche  einzelne  Vorg&nge  zerlegt  werden, 
in  welchen  die  betreffende  Differentialfunktion  eindeutig  ist.  £s  muss  femer  unter- 
sucht werden,  ob  auch  in  dem  durch  jf{x)dx  angedeuteten  Vorgang  ein  einziges  In- 

tegral  oder  mehrere  getrennt  von  einander  bestehende  Integrale  entstehen;  die  not- 
wendige und  hinreichende  Bedingung  für  das  erstere  ist  in  der  Anmerkung  36 
angegeben.  Diese  Untersuchungen  und  erforderlichen  Zerlegungen  bilden,  abgesehen  von 
der  eigentlichen  Integration  nach  obiger  Formel,  einen  der  wesentlichsten,  zugleich  aber 
auch  einen  der  schwierigsten  Teile  der  Integralrechnung. 


Anmerknng  39.    Soll  nach  der  in  voriger  Anmerkung  erwähnten  und  in  der  Anmerkung  31 
aufgestellten  Integrationsformel   /  f(x)  dx  -=  F{b)  —  JP(a)   eine  ganz  aUgemein  durch 

f(pe)dx  angedeutete  Integration  ausgeführt  oder  das  durch   1  f{x)dx  dargestellte  be- 

a  a 

Stimmte  Integral  aufgesucht  werden,  so  hat  man,  der  Herleitung  jener  Formel  ent- 
sprechend, zunächst  die  allgemein  durch  /  f{x)  dx  angedeutete  Integration  auszuführen 
oder  das  durch  jf[x)dx  dargestellte  unoestimmte  Integral  Fipcj-^-C  aufzusuchen« 

In  Rücksicht  auf  die  Art  und  Weise  nun,  wie  eine  allgemein  durch   //l(ar)  (2a;  ange- 
deutete Integration  ausgeführt  wird  (siehe  die  Anmerkungen  17  und  18),  kann  man  bei 

der  Ausführung  jener  allgemein  durch   /  f(x)  dx  angedeuteten  Integration  im  allgemeinen 

a 

nach  zwei  Methoden  verfahren;  man  kann  nämlich: 

a).  die  durch  lf(x)dx  angedeutete  Integration  auf  irgend  eine  Weise  zuerst 
▼  ollständig  ausführen  oder  das  durch  j  f{x)dx  dargestellte  unbestimmte  Inte- 
gral F{x)'\'C  aufsuchen  und  dann,  wie  in  der  Anmerkung  38  angedeutet,  mittels 
der  in  den  Anmerkungen  31,  35  und  37  aufgestellten  Integrationsformeln  das  ge- 
forderte bestimmte  Integral  feststellen,  wie  in  dem  folgenden  Abschnitte  1).  gezeigt 
ist,  oder  man  kann 

b).  wenn  die  durch  /  f{x)dx  angedeutete  Integration  mittelsSubstitution  einer 
neuen  Variablen  u  auf  die  durch   1  tp{u)du  angedeutete  Integration  zurückgeführt 

f(x)dx   angedeutete  Integration  auf  eine  allgemein  durch 
I  (p(u)du  angedeutete  Integration  zurückführen,  oder  die  durch   lf(x)dx  angedeu- 

tete  Integration  so  .transformieren,  dass  man  an  deren  Stelle  eine  allgemein  durch 
***b 

(p(u)du  angedeutete  Integration   auszuführen  hat,   in  welcher  <p{u)du  eine  ein- 


/ 


*« 
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fächere  Differentialfunktion  ist   als  die  Differentialfunktion  f{x)dx  in  der  durch 
/fix)  dx  angedeuteten  Integration  [wie  iu  den  folg.  Abschnitten  2).  u.  3).  gezeigt  ist]. 

Das  unter  a).  angegebene  Verfahren  kann  man: 
„Das  Aufsuchen  bestimmter  Integrale  ohne  Transformation'*, 

das  unter  b).  angegebene  Verfahren: 
„Das  Aufsuchen  bestimmter  Integrale  durch  Transformation'^ 

nennen. 


a 


1).  Aufgaben  zur  Einübung  in  dem  Aufsuchen  bestimmter 

Integrale  ohne  Transformation. 

Anmerktmg  40,    Die  in  diesem  Abschnitt  enthaltenen  Aufgaben  sind  in  drei  Gruppen 
eingeteilt. 

Die  erste  dieser  Gruppen,  Aufgabe  448  bis  536,  enthält  solche  Aufgaben,  die 
mittels  Anwendung  der  einen  oder  der  andern  in  der  Anmerkung  81  auf- 
gestellten Formeln  A).  bis  H)  gelöst  werden  können;  in  jeder  dieser  Auf- 
gaben soll  die  zu  integrierende  Differentialfunktion  in  dem  ganzen  Integra- 
tionsintervall  (siehe  Erkl.  344)  eindeutig  sein,  d.  h.  ihre  Bedeutung  nicht 
ändern,  wie  für  jene  Formeln  in  der  ^merkung  31  gesagt  ist  (siehe  An- 
merkung 41). 

Die  zweite  dieser  Gruppen,  Aufgabe  537  bis  546,  enthält  einige  solche  Aufgaben, 
die  mittels  Anwendung  der  in  der  Anmerkung  37  aufgestellten  Formel  A,). 
gelöst  werden  können;  in  jeder  dieser  Aufgaben  soll  die  zu  integrierende 
Differentialfunktion  in  den  Integrationsintervallen,  in  welchen  die  Integra- 
tionsvariable (siehe  Erkl.  345)  negativ  bezw.  positiv  ist,  eindeutig  sein, 
d.  h.  ihre  Bedeutung  nicht  ändern,  wie  für  die  Formeln  A).  bis  H).  in 
•  der  Anmerkung  31  gesagt  ist. 

Die  dritte  dieser  Gruppen,  Aufgabe  547  bis  556,  enthält  einige  solche  Aufgaben, 
die  mittels  der  in  der  Anmerkung  44  erwähnten  Formel  B).  bezw.  mittels 
der  in  der  Anmerkung  45  aufgestellten  Formel  A).  gelöst  werden  können. 
Durch  diese  Aufgaben  soll  zugleich  angedeutet  werden,  wie  Rekursions- 
formeln fOr  das  Auffinden  bestimmter  Integrale  hergeleitet  werden  können. 


Anmerkung  41.  Aufgaben,  welche  sich  auf  solche  Integrationen  beziehen,  bei  welchen  die 
zu  integrierende  Differentialfunktion  in  einem  gegebenen  Integrationsintervall  mehr- 
deutig ist,  oder  ihre  Bedeutung  in  einem  bestimmten  Intervall  ändert,  sind  in  dem 
späteren  Abschnitt  3).  enthalten. 


a).  Aufgaben,  gelöst  mittels  Anwendung  der  Formel: 

ff{x)dx  =  F{h)  —  F{a) 

a 

Aufgaben :  Lösnngen : 

Man  soll  die  im  nachstebeDden  angedeute- 
ten Integrationen  ausführen. 

448).      /(a-^bx)dx Sind  a  und  h  solche  Grössen,  dass  der 

u  Differentialkoeffizient  (a+hx)  für  ein  posi- 

tives X  [entsprechend  den  in  der  Anmer- 
kung 31  erwähnten  BezeichnuDgen,  soll  die 
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eine 


Erkl  344.     Ein  allgemein  durch  ff{x)  dx 

angedeuteter  Vorgang  wurde  in  vorstehendem 
auch  eine  Integration  (unter  welcher  Be- 
zeichnuDg  man  in  Rücksicht  auf  das  Resultat 
des  Vorgangs  eine  Summenbildung  zu  ver- 
stehen hat)  genannt,  ebenso  wurde  ein  allgemein 

durch  /  f{x)  dx   angedeuteter  Vorgang 

Integration  genannt.  Da  dieser  letztere  Vor- 
gang eine  Vorgangsfortsetzung  ist,  inner- 
halb welcher  die  Variable  x  und  auch  die  In- 
tegrationsvariable/dx,  von  einem  bestimm- 
ten Wert  a  an,  sich  stetig  ändert,  bis  sie  einen 
anderen  bestimmten  Wert  5  erreicht  hat  und 
da  zu  einem  solchen  Vorgang  eine  gewisse 
Dauer  erforderlich  ist,  so  nennt  man  diese 

Dauer,  innerhalb  welcher  x  und  fdx  von 

eiuem  bestimmten  Werte  a  an  sich  stetig  än- 
dern, bis  sie  den  bestimmten  Wert  h  haben, 
ein  Integrationsintervall  (auch  kurz  In- 
tervall) und  kennzeichnet  diesen  Inte- 
grationsintervall  durch   die  Werte,   welche  x 

bezw.  fdx  9m  Anfang  und  am  Ende  desselben 

haben,  indem  man  sagt:  das  Integrations- 
intervall von  a  bis  b. 


Integrationsvariable,  siehe  Erkl.  345,  posi- 
tiv sein,  siehe  die  Aufgabe  444]  in  dem 
ganzen Integrationsintervall  von 0 bis  1, 
siehe  Erkl.  344,  eindeutig  und  positiv 
ist,  so  ist  (da  für  ein  positives  x  auch 
das  Differential  dx  positiv  ist,  siehe 
Anmerkung  81)  die  Differentialfunktion 
{a-^hx)dx  eindeutig  und  positiv;  hier- 
nach und  in  Rücksicht  darauf,  dass  nach 
der  Erkl.  346: 


/ 


(a^hx)dx  =  2y(a  +  6Ä)»H-C 

ist,  hat  man  nach  der  in  der  Anmerkung  31 
aufgestellten  Integrationsformel  A).: 


Erkl.  345.  Bei  einem  allgemein  durch  ffix)  dx 

oder  durch  f{x).J'dx  angedeuteten  Vorgang  ist 

in  Yorstehendem  eine  sprachliche  Unter- 
scheidung gemacht  zwischen  der  Grösse  o; 
in  dem  Differentialkoeffizienten  f(x)   und   der 

sog.  Integrationsvariablenydo;,  wie  soeben 

geschah,  indem  entsprechend  der  Ableitung  einer 
allgemein  durch  f{x)  dx  dargestellten  Differen- 
tialfunktion die  Grösse  x  in  dem  Differential- 
koeffizienten/'(oc)  eine  b  e  s  t  i  m  m  t  e  (k  o  n  s  t  a  n  t  e), 
weun  auch  an  Wert  unbestimmt  gelassene 
Grösse  bedeutet.  Diese  sprachliche  Unter- 
scheidung kann  bei  einem  allgemein  durch 


f 


f(x)dx  angedeuteten  Vorgang  wegfallen, 


da  vom  Beginn  dieses  Vorgangs  an  in  diesem 
ganzen  Vorgang  die  Grösse  x  und  die  Integra- 
tionsvariable y<2a:,  entsprechend  der  Ableitung 

einer  Integralfunktion  aus  einer  gegebenen  Diffe- 
rentialfunktion, übereinstimmen  müssen,  da 

also  alles  das,  was  sich  in  dem  Vorgang  1  f{x)  dx 

a 

auf  die  Grösse  x  in  dem  Differentialkoeffizienten 
{(x)  bezieht,  auch  auf  die  Integrationsvariable 

fdx  beziehen  mnss   und  umgekehrt.     Wird 

hiernach  diese  sprachliche  Unterscheidung  bei 
einem  solchen  Vorgang  weggelassen,  so  hat  man 
unter  der  Integrationsvariablen  sowohl 
die  Grösse  x  in  dem  Differentialkoeffizienten  f(x) 


oder: 


0 


-\'hx)dx 


(a  -|-  hx)  dx  = 


mithin: 


[i^^+Hl 


J(a  +  hx)dx  =  ^[a2+2a6+&2-a»] 
oder: 

A).  .  .  /la-\-bx)dx  =  a^-  - 
0 

(si^e  Auflösung  der  Aufgabe  iU), 


A 
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als  auch  die  ursprOngliche  Integrationsvariable 
fax  IM  verstehen. 

Erkl.  346.    Fohrt  man  die  durch: 

f{a'\'hx)dx 

angedeutete  Integration  ans,  indem  man: 

«) a  +  ft«  =  w 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung : 

h,dx  =  du 

du 


ß) dx  = 


b 


setzt,  so  erhält  man: 

a). /(a+b.)  ix  =/u4%der  =  ]./«.  d« 

Da  nun  nach  der  Integrationsformel  1   in 
Antw.  auf  Frage  23: 

b).  .  .  .  J^'du  =  i!_+ Coder  =  ^u«+Cf 

ist,  so  erh&lt  man  aus  diesen  Gleichungen  a). 
und  b)  und  nach  der  mittels  der  Gleichung  a). 
auszufahrenden  Rücksubstitution: 


/' 


{a'\-hx)dx  =  -T---K^'{P'-\-hxY'\-C 


oder: 


{a+hx)dx  =  ^(a-i^lxyJi^C 


ß 


/*0 

444).     I(a-\'hx)dx fintsprechend  den  in  der  Anmerknng  31 

*L  1  erwähnten  Bezeichnungen  soll  in  dem  durch 

(a  +  bx)dx   angedeuteten   Vorgang    die 

—  1 

Integration svariable,  siehe   ErkL  345, 

negativ  sein,  es  soll  der  durch  l{a  +  hx)  dx 

•1-1 
angedeutete  Vorgang  identisch  mit  dem 

durch   I {a  +  b.  —  x).  —  dx  angedeuteten 

0 

sein,  es  soll  also: 

a).  .  .  j (a-^bx)dx  =  I {a-\-b,'-x),  —  dx 

•1-1  i 

sein. 

Sind  nun  a  und  b  solche  Grossen,  dass 
der  Differentialkoeffizient  (a  +  bx)  in  dem 

durch   l(a-\-bx)dx  angedeuteten  Vorgang 

•1-1 
für  ein  negatives  x  in  dem  ganzen  In- 
tegrationsintervall  von   0  bis  1    ein- 
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dentig  und  positiv  ist,  so  ist,  da  auch 
nach  vorstehendem  yefrc  bezw.  das  Diffe- 
rential dx  negativ  ist,  die  Differential- 
fnnktion  (a  +  hx).dx  eindeutig  und 
negativ;  hiernach  und  in  Rücksicht  darauf, 
dass  nach  der  Erkl.  346: 


a).  .  .   fia+hx)dx  =  -^L  (a  +  5a:)i-f  C 

ist,  hat  man  nach  der  in  der  Anmerkung  31 
aufgestellten  Formel  F).: 


b).  .  ,J(a  +  hx)  dx  =1  --  fA  (a  +  hx)^       oder  auch  =  \-^^  (a  +  6ic)'l 


d.i.  =  -2^(a-Ä.O)'- 2!^(a-5.1)» 


mithin: 


(a-{-lx)dx  =  -A.(ai  — a'  +  2a5— 6')  oder  =  «  — y 
**5).    J  V«  +  2.da; Führt  man  die  durch   fYx  +  2,dx  an- 


a 


gedeutete  Integration  ans,  so  erhält  man 
nach  Auflösung  der  Aufgabe  195: 

).  .  .   /V«+2.d»  =  yV(«+2)'+C 

Ist  in  dem  ganzen  Integrationsinteryalj 
von  2  bis  7  der  Differentialkoeffizient  Vx+2 
für  ein  positives  o:  eindeutig  (reell)  und 
positiv,  so  ist  auch,  da  dx  positiv  ist,  die 
Differentialfunktion  Yx+2.dx  eindeutig 
und  positiv,  und  man  hat  in  Rücksicht 
auf  die  Gleichung  a).  nach  der  in  der  An- 
merkung 81  aufgestellten  Formel  A).: 


fyjT^.dx  =  |^|-V^(a;  +  2)»j\der  =-|-/(7i-2)»---|v^(2+2)= 


). .  .y  Vx 


mithin: 

2    ^.       2    ^.     ,  54  — 16      ,  38 


A). .  .  /  yx-^2.dx  =  y3'—  Q--2'  oder  = ^ oder  = 


446).   JzxYx^-{-4a^dx Da  nach  der  Auflösung  der  Aufgabe  332 : 

a).  .  .  ßxVx^+4a\dx  =  V(^-Hä«)»+C 


ist,  so  hat  man,  wenn  für  eine  positive 
Integrationsvariable  (für  ein  positives  :r 
und  ein  positives  dx,  siehe  Erkl.  345)  die 
Differentialfunktion  ZxYx^^iä^.dx  ein- 
deutig (reell)  und  positiv  ist,  in  Rücksicht 
auf  die  Gleichung  a).  nach  der  in  der  An- 
merkung 31  aufgestellten  Formel  A). : 
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ßxYx^+Aa\dx  =  [V''(«2  +  4a2)5]*  oder  =  Y{a^ -|- 4 a») » —  V(0« -f 4 a')» 

0 

mithin: 
A). .  .  fsxYx^^4ä^dx  =  a^Y(by  —  Sa^  oder  =  a»(V^(5)»  — s) 
^  oder  =  a»  (5  Vö"—  8) 

00 

447).    y  7i +Vx?  "^"^ ^^^^'^^  "^^  ^^  ^''^^^  /(T+W  "**  '^''" 

^  gedeutete  Integration  aus,   so   erhält  man 

nach  der  £rkl.  347: 

Erkl.  347.    Die  durch  ß^^-^^ dx  an-   k).  .  J-^-^^^dx  = --^  .^^^-^ 
|edeutete  Integration  kann  man  wie  folgt  aus-       j^^^  ^.^j^^  ^^j^j  g^g^  ^.^  Differential f an k- 

Setzt  man-  ^ion  eindeutig  und  positiv,  so  hat  man 

in  Rücksicht  auf  die  Gleich,  a).  nach  der  in 

") l  +  2ic  — w  der  Anmerkung  31  aufgestellten  Formel  C).: 

also  nach  der  sich  hieraus  ergehenden  Diffe-  po     ^  _      ,  -        -oo 


rentialgleichung: 

2dx  =  du 


ß) dx  =z 

so  erhält  man: 


0 

^«*  oder: 


yir+2^^*-L      8-(I  +  2«)*l 


r       \  ri      du  /(l  +  2a:)»^*-       LS  '(1+2,00)1 

1     /•  _,  8     (1+2.0)»J 

oder  =    ^7 1*    ^du  f^_L_^ax  =  -fl.l-.JLl 

Da  nun  nach  der  Integrationsformel  1  in  Ant-  y(l  +  2a:)*  [8     °°       8J 

wort  auf  Frage  23:  ^ 

/•«-»d«  =  ^^*+'_.+  Coder  =  -^^  +  C  /(rF2^«^*  =  -[t'^^-t] 

11  " 

oder  =  — -. c  +  C  mithin: 

00 

ist,  so  erhält  man  hiernach  und  nach  der  mit-    m.  .  .  .    f—— dx  =  A-- 

tels   der  Gleichung  «).  auszuführenden  Rück-  /  (1  +  2«)*  8 

suhstitution :  ^ 

^)-  •  7(1  +  2lö^ ***  =  2  •  ~  4  •  (T+2«)T  +  ^ 

oder  =  -l.-^j-i2-^+C 

Erkl.  348.  Die  mit  der  Aufgahe  447  vor- 
gelegte Differential funktion  ist  eindeutig  und 
positiv,  wenn  für  eine  positive  Integrations- 
variable  (siehe  Erkl.  845)  der  Differentialkoef- 
fizient -TT-  .— s-  c  eindeutig  ist  und  eine  po- 
(1+2«)*  *  ^ 

sitive  Grösse  darstellt,  was  für  alle  Werte  der 
positiven  Grösse  x  von  0  bis  oo  nach  den 
Regeln  der  Arithmetik  stattfindet. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

Der  ausfOhrliche  Prospekt  nnd  das  ausführliche  Inhalts- 
yerzelchnis  der  „Tollständig  gelösten  Aafpbensämmlimg  Yon 
Dr.  Ad.  Kleyer"  kann  von  jeder  Bachhandlnng,  sowie  Yon  der 
Vcrlagshandlnng  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  anfgeschnitten  and  gut  brochiert  nm  den  lofortigen  und  dauern- 
den  Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
and  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  AbozmementsprelBe  von  25  Pfg.  pro  Heft 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
seichnis  ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung 
fttr  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefQichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  fttr  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorsüglichste  Lehrbuch 
som  Selbststudium«  das  vortrefflichste  Nachschlagebuch  fttr  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgagen. 


Das  vollständige 

Inhaltsyerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Dmok  Toa  Carl  ilammer  in  Stuttgart. 
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Aufgaben  -  Sammlung 

-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  — 

mit 

ii^b«  ud  EntflGkloii^  der  bennbteB  S&tze.  Formeln,  Regeln  in  Fragen  nnd  inti orten 

erl&utert  durch 

viele  Holzschnitte  &  Mhograph.  Tafeln. 

aus  allen  Zweigen 
der  ReeheBkawit,  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  ipUriicken 
Trigonometrie,  Bynthetischen  Geometrie  etc.)  u.  bSberen  Mathematik  (höhere  Analyni, 
Differential-  u,  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  «tc.); — 
aas  allen  Zweigen  der  Physik,  Mechanik,  Graphostatik,  Chemie»  Geodäsie,  Nautik, 
nathemat.  Geographie,  Astronomie;  des  Maschinen-,  Straften-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
Brioken-  n.  Hoehban's;  der  KonstmktionBlehren  als:  darsteU.  Geometrie,  Polar-  n. 

Parallel-PerspectiTe,  Sohattenkonstniktlonon  etc.  etc. 

fOr 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militirs  etc, 

zum  einzig  riclitigen  und  erfolgreichen 

Studimn,  zur  Forthfilfo  bei  Schularbeiten  imd  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 
herausgegeben  von 

Or«  Adolph  üleyer^ 

Ifathemstikcr,  ▼•laldater  kOnigl.  pr«nM.  Feldmetaer,  rereidcUr  groiih.  heBsiaohw  Q^owmHw  L  KImi« 

in  Frankfurt  a.  M. 
unter  Mitwirkung  der  bew&hrtesten  Kr&fte. 
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Fortsetzung  v.  Heft  590.  —  Seite  353-368. 
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^  Stuttgart  1889. 
Verlag  von  Julius  Maier. 
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Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  iede  Buchhandluna  bezoaen  werden.  


Preisgekrönt  in  Frankfart  a,  M,  1881, 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ftknliehes  rar  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  %—i 
Heften  in  dem  bUIigen  Preise  Ton  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eioe  Sammlang  der  wichtig- 
sten nnd  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgehiete  der  Mathematik,  Physik, 
Meohanik,  mafh.  Geographie,  Astronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenhahi-, 
Brtieken-  und  Hochbaues,  des  konstruktiTon  Zelclinens  etc.  etc.  nnd  zwar  in  ToUst&ndig 
gelöster  Form,  mit  Tielen  Figuren,  ErklSrungen  nebst  Angabe  nnd  Entwiekelnng  der 
benutiten  Sfttie,  Formeln,  Hegeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Ltoong 
jedermann  Terst&ndlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grSssere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sieh  in  ihrer  Gesamtheit  ergftnzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  nnd  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  Torliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelSsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezflglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
Überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  fUr  den  Schulunterricht  benatit 
werden  können.  —  Die  Lüsnngen  hierzu  werden  sp&ter  in  besonderen  Heften  fClr  die  Hand  dei 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsreneieh- 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  ErklSrungen  über  das  betrelTende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zun&chst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealsehulen  I.  und  IL  Ord.,  gleich* 
bereebtigten  hSheren  Bürgerschulen,  Priratschulen,  Ojmnaslen,  Realgymnasien,  Prs- 
gymnasien,  SchuUehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  BaugewerkschnleD, 
Gewerbescliulen,  Handelssehulen,  techn.  Yorbereitnngsschulen  aller  Arten,  gewerblicbe 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  ünlTersitftten ,  Land^  und  Forstwissenschaftsschiilen, 
Militftrsehulen,  Yorbereitungs- Anstalten  aller  Arten  als  a.  B.  für  das  Ei^fUirig-Frei- 
willige-  und  Offtsiers-Examen,  etc. 

Die  Sehfller,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fftcher,  werden  durch  diese.  Sehritt  für  Schritt  gelüste,  Aufgaben- 
sammlung immerwUirend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  krüftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischeo 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  tou  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  h&uBlichen  Arbeiten  eine  yoU- 
st&ndige  Anleitung  in  die  H&nde  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sfttze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  rerwerten.  Lust,  Liebe 
und  Terstftndnis  für  den  Schnl-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Arehitekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Milltftrs 
etc.  etc.  soU  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  yielleicht  Tergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  aUen  Bemf^ 
zweigen  rorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  yerleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  Yon  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
▼erbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  YerfMser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  IG,  entgegen  nnd  wird  deren  Erledigosg 
thnnlicfast  berücksichtigt. 

Stattgart.  Die  Terlagshandliuig. 
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**»J-  /yrW''^ 


Fahrt  man  die  durch 


Ivh 


dx   an- 


X 


gedeutete  Integration  aus,   so  erhält  man 
nach  der  Erkl.  349: 


Erkl.  349.    Die  durch   /— dx  ange-   _n 

J  Vl  —  o:  *-'•  •  • 

deutete  Integration  kann  man  wie  folgt  ans- 


J  Yi^x  ^ 


fahren. 
Setzt  man: 

o) 1  —  a:  =  t* 


Ist  in  dem  ganzen  Integrationsintervall 
von   0  bis  1   der  Differentialkoeffizient 

fflr  ein  positives  x  eindeutig  und 


also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe-     »^^..*  ,,      ,  .,.      ..v,. 

positiv,   so  ist  (da  dx  positiv  ist)   die 

Differentialfunktion dx  einden- 

Yl-x 
tig  und  positiv,  und  man  hat  in  Rück- 
sicht auf  die  Gleichung  a).  nach  der  in  der 
Anmerkung  31  aufgestellten  Formel  C).: 


rentialgleichung: 

—  dx  =:  du 

fi) dx  =  — du 

80  erh&lt  man: 

a).  .  .  /— dx  =    /    ._  —  du 

J  V\^x  J  Yu 

oder  =  —fu    ^du 

Da  nun  nach  der  in  Antw.  auf  Frage  23  auf- 
lestellten  Integrationsformel  1: 


oder: 


0 


b). 


-4+1 


-i+. 


+c 


mithin: 


A). 


oder  =  2.Vi*  +  C 

ist,  so  erhftlt  man  hiemach  und  nach  den  Glei- 
«hongen  a).  und  b).  und  nach  der  mittels  der 
Gleichung  a).  auszufahrenden  Rücksubstitution: 

l).  .  .  f—j^ dx  =  — 2  VT^^+  C 

J  y/\—x 


u 


/l         2i 
77= dx Nach  der  Auflösung  der  Aufgabe  223  ist: 
yi  —  «» 


1).  . . 


/ 


n 


x^ 


dx  =  —Vi— «5 


analog  wie  in  Auflösung  der  vorigen  Auf- 
gabe 448  erhält  man  mittels  Anwendung  der 
in  derAnmerkungSl  aufgestellten  Formel  C).: 


mithin : 


/l  Q^ 

^         dx  =  +1 


450).    r^__   d 


X 


•       • 


Analog  wie  vorhin  erhalt  man: 

/a        X 
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23 
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451).      /    ^1        —  ^* Nach  der  Auflösung  der  Aufgabe  374  ist: 

Ist  in  dem  ganzen  Integrationsintervall 
von  1  bis  4  für  eine  positive  Integrations- 
variable (s.  Erkl.  345)  die  Differentialfank- 
tion  eindeutig  und  positiv,  so  hat  man 
in  Rflcksicht  auf  die  Gleichung  a).  nach  der 
in  der  Anmerk.  31  aufgestellten  Formel  A).: 


oder  =  |^|v^T4(4-l)]- [1^2+4(1-1)] 


mitbin: 


A).  .  .  f^^j^==^dx  =  -|Vl8  oder  =  |-V'9.2  oder  =  ^Y~2 


1 


/ 


/•             1 
nr-jni-j  ^^ Nach  der  in  der  Erkl.  248  aufgestellten 
0    *^      '  Integrationsformel  ist: 

Ist  in  dem  ganzen  Integrationsintervall 
von  0  bis  a  für  eine  positive  Integrations- 
variable  (siehe  Erkl.  345)  die  Differential- 
funktion  eindeutig  und  positiv,  so  hat 
man  in  Bttcksicht  auf  Gleichung  a).  nach  der 
in  der  Anmerk.  31  aufgestellten  Formel  A).: 

-^=.rrrr  dx    =    Ug  X  +  Yü^+X^Y 

Ya^+x^  l''    ^^     ^    Jo 

0 

oder: 

\y^^-dx  =  lg{a+Yä^'~ä^)-lg{0  +  YäH^') 
V  a*--\'X^ 

0 

mithin: 
A).  .  .  Pirr-^ — -  dx  =  lg(a-^aY^)-lga  oder  =  ^ff  ~^  " 
^  oder  =  lg(l-\.  V  2) 

453).     / — ; —  dx Führt  man  die  durch  / — ; —  dx   ange- 

^    J  a+ar  J  0,-^x 

^  deutete  Integration  aus,  so  erhält  man  nach 

der  Auflösung  der  Aufgabe  231: 

Ist  in   dem  ganzen  Integrationsintervall 
von  0  bis  a  fttr  eine  positive  Integrations- 


/ 
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variable,  siehe  Erkl.  345,  die  Differential- 
funktion  eindeutig  und  positiv,  so  erhält 
man  in  Rflcksicht  auf  Gleichung  a).  nach 
der  in  der  Anmerkung  31  aufgestellten  In- 
tegrationsformel A).: 

/*    1  a 

-_^-dx  =  [ig(<^  +  x)]^  oder  =:  I^(a  +  a)  — Z^(a  +  0) 

0 

mithin: 

/*  1  2a 

— , —  dx  =  lg2a  —  lga  oder  =  lg — -  oder  =  ?^2 
a-j-x  a 


*^^-  /H.- 


-dx Analog  wie  vorhin  erhält  man: 

/*  1 

oder  =  lg      - — 


455).    /—TT-^  dx Führt  man  die  durch  / -  ,— ^^— =-  dx   an- 

^    J  a^-^x^  J  a^-\-x^ 


gedeutete  Integration   aus,   so  erhält  man 
nach  der  Auflösung  der  Aufgabe  245: 

»)•  •  -/ää^ir^«  =  igYä^^+^+  c 

Ist  in  dem  ganzen  Integrationsintervall 
von  0  bis  a  fQr  eine  positive  Integrations- 
variable (siehe  Erkl.  345)  die  Differential- 
funktion eindeutig  und  positiv,  so  erhält 
man  in  Bflcksicht  auf  Gleichung  a).  nach 
der  in  der  Anmerkung  31  aufgesteUten 
Formel  A).: 


0 


-.       -^  dx  =  [lg  Va»  +  ««]     oder  =  lg  Va»  +  a^—lg  Yä^Ö 

mithin:  

A). .  .  fl^^^dx  =  IgV^^^  —  lgVä^  oder  =  lg~P^  oder  =  IgY^ 
0  ' 

oder  =   tflg2 


**«)•  f[*  +  L-S^'' Führt  man  die  durch  y*-^^— 


angedeutete  Integration  ans,  so  erh&It  man 
(siehe  Auflösung  der  Aufgabe  365): 

Da  für  ein  positives  x  in  dem  ganzen 
Intervall  2  bis  7  der  Differentialkoeffizient 
eindeutig  und  positiv  ist,  so  ist  auch 
die  Differentialfunktion  eindeutig  und 
positiv  und  man  erhält  in  Rücksicht  auf 
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die  Gleichung  a).  nach  der  in  der  Anmer- 
kung 31  aufgestellten  Formel  A).: 

2 

oder  =  |^lz^(7-l)  +  -|-(2i,7  +  3)]-ri-Ij^(2-l)  +  |-Ji,(2  +  3)J 


/ 


oder : 


ä'  +  2«  — 8  4    y     ^    4  •i'*"        4 

2 

Oder  =  ^z^6  +  |-(Z^  10-/^5)-^. 0 


mithin: 

A) 


2 


/l                                                                                                                                   /"        1 
-» —  ^dx Führt  man  die  durch    1-^ =- dar   an- 
x*"  —  a'                                                                                               J  X*  —  a* 

**  gedeutete  Integration  aus,   so  erhält  man 

(siehe  Auflösung  der  Aufgabe  360): 

a}.  .  .  /— 5 5-0*  =  ö — *^ — ; — 

*        J  x^  —  a*  2a       aj-Ha 

Ist  in  dem  ganzen  Integrationsinterrall 
von  n  bis  m  tür  eine  positive  Integrations- 
variable (siehe  Erkl.  345)  die  Differential- 
funktion eindeutig  und  positiv,  so  erhält 
man  in  Rücksicht  auf  die  Gleichung  a).  nach 
^  der    in    der    Anmerkung   31    aufgestellten 

Formel  A).  bezw.  C).: 


oder: 


'       J  x^  —  d^  2a     ^\m'\'a      n-\-a/  2a    ^  (m-{-a)(n—a) 


n 


458).    P'^^—^-^dx Führt  man  die  durch  ff^-l^äxnü' 

^     J  X  — 4a  J    x  —  A:a 

^  gedeutete  Integration  aus,   so  erh&lt  man 

(siehe  Auflösung  der  Aufgabe  366): 

.          rx'^^^ax  ,  «*    ,         ,  ^   ,7  /        ^   .  .  /i 

*)•••/ ~A —  ^*  =  ~ö~  +  «*  +  4a'  Z^  (a?  —  4a)  +  C 

Ist  in  dem  ganzen  Integrationsintervall 
von  0  bis  8a  für  eine  positive  Integrations- 
variable die  Differentialfunktion  eindeutig 
und  positiv,  so  erhält  man  in  Rücksicht  auf 
die  Gleichung  a).  nach  der  in  der  Anmer- 
kung 31  aufgestellten  Integrationsformel  A).: 
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0 

oder: 


/     4^^4?^*  =  [^  +  ^'^  +  ^*'-'^(^~^*^]i 


/  *4^=1^^^  =  [— J— +  «.3a+4a»Z^(3a-4a)J-[^Va.0+4a^Z^(0-4a)J 


0 

oder: 


——^^dx  =  -|-  +  3a*  +  4a»Z^(-a)-4a'/i7(-4a) 


oder: 


^"^  x^—Sax  ,  15a»       .   •r,   ,      .   .      ,   ,       xi     .  15a*      ,    .,    —4a 


4a^.lg 


J        x^4a    ^^  =  ~1 4a*pp(-4a)-Z^(-a)]  oder  =      ,^  ^    _^ 

0 

,            15a»       .   ,,    . 
oder:  oder  =  -^ 4aUg4 


/•««  x»— Sa«  -           15a»       .   ,,   „,     ^            15a»       «   ,,   « 
A). .  .  /         ^_^^    dg  =  — 2 4a»i^2»  oder  =  — ^ 8a»Z^2 


•8«  aj2_3, 

0 

oder  =  -^(15—16^^2) 


a» 


459).    je'^'dx Führt  man  die  durch  fe"*"' dx  angedeu- 


tete Integration  aus,  so  erhält  man  nach 
der  Auflösung  der  Aufgabe  270: 

a).  .  .  fiT'dx  =  —  .«»"«-fo 

Ist  in  dem  ganzen  Integrationsintervall 
von  a  bis  h  für  eine  positive  Integrations- 
variable (siehe  ErkL  345)  die  Differential- 
funktion eindeutig  und  positiv,  so  erhält 
man  in  Rücksicht  auf  die  Gleichung  a).  nach 
der  in  der  Anmerkung  31  aufgestellten  In- 
tegrationsformel A).: 

fe'^^dx  =  F— .«~*1'  oder  =  -1.«-* 1 


m 
mithin: 

A)..  .  I  e'^'^dx^  "^ 


^ma 


m 


e'^'dx Analog  wie  in  der  Auflösung  der  Aufgabe 

0  459  erhält  man: 


fe^'^dx  = 
oder,  da: 


^  ^«.00  .a.O 


a 

0 


«*-°°  oder  e°°  =  00  und  c**^  =  c»  oder  =  1 
ist  (siehe  ErkL  106  bis  110): 

/kOO 
6       dx   =    00 
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461).   Jm.e''  +  ^''dx Führtman  die  durch  /w.e"+** da:  oder 

durch  m,  je^^^'dx  angedeutete  Integra- 
tion aus,  so  erhält  man  nach  der  Auflösung 
der  Aufgabe  269: 

a).  .  .   /m.e*  +  **da;  =  w.y.e«  +  **  +  C 

Ist  in  dem  ganzen  Integrationsinter?all 
von  8  bis  r  für  eine  positive  Integrations- 
variable (siehe  Erkl.  345)  die  Differential- 
funktion eindeutig  und  positiv,  so  er- 
hält man  in  Bflcksicht  auf  die  Gleichung  a). 
nach  der  in  der  Anmerkung  31  aufgesteUten 
Formel  A).: 


fm.e^^  +  ^'dx  =  r:J-,«  +  *-T  oder  = 


»*         a-\-hr         ^    ja  +  bi 


_  _  O 

mithin: 


A)...  /^.e«+*^da:  =  :^r«  +  **"-e«+H 

s 


yaOO 
«"'*"'. da: Führt  man  die  durch   ft"''' .dx  ange 


deutete  Integration  aus,  so  erhält  man,  siehe 
Auflösung  der  Aufgabe  271: 


a).  .  .  jt 


a 


Ist  in  dem  ganzen  Integrationaintervall 
von  0  bis  qo  für  eine  positive  Integrations- 
variable (siehe  Erkl.  845)  die  Differential- 
funktion eindeutig  und  positiv,  so  hat 
man  in  Bücksicht  auf  die  Gleichung  a)- 
nach  der  in  der  Anmerkung  31  aufgestdlten 
Formel  C).: 

A-«*dx  =  [--^.c-H^oder  =  -rl.«-««-.l.e-*-^l 
J  L      ß  Jq  La  tt  J 

0 

oder,  da: 

und 

e-*'-*^  =  e^oder  =  1 
ist: 

>00 


A) 


C-ax  1 

.  •  .    §  t        dx  =  — 
J  a 
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468).    I e~'dx Führt  man  die  durch   /e~*.<l«angedeu- 

'^  tete  Integration  aus,  so  erhält  man,  siehe 

Auflösung  der  Aufgabe  272: 

a).  .  .  /«"*=  —e"-^G 

Ist  in  dem  ganzen  Integrationsintervall 
Yon  a  bis  oo  für  eine  positive  Integrations- 
yariable  (siehe  Erkl.  345)  die  Differential- 
funktion eindeutig  und  positiv,  so  erhält 
man  in  Rücksicht  auf  Gleichung  a).  nach 
der  in  der  Anmerkung  31  aufgestellten  For- 
mel C).: 


/ 


00 


dx  =  [-«"-*]^  oder  =  ~(«-«>-c-«) 
oder,  da: 

«"■^^  =  -^iT  oder  =  —  oder  =  0 


-00 


e 


00 


und  ^         1 

ist:  * 


A). .  .     I  e   'dx  =  — (0 1  oder  =  —  oder  =  « 


—  a 


4W).  ß 


00 

e'^dx Analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  463 

erhält  man: 


A). .  .  /e 


*  1  1 

e   *dx  SS  ——  oder  =  rp  oder  =  1 


465).  ß 


^dx Ist  in  dem  ganzen  Integrationsintervall 

.00  ▼on  0  bis  00  für  eine  negative  Integrations- 

variable (siehe  ErkL  345  und  beachte,  dass 
nach  der  Anmerkung  81: 

dx 


y»0  AW 

edx  =  /«"■*  — 

—  00  0 


ist)  der  Differentialkoeffizient  ^  eindeutig 
und  positiv,  ist  also  die  Differential- 
fnnktion  eindeutig  und  negativ,  so  er- 
hält man  in  Rücksicht  darauf,  dass  nach 
der  in  Antw.  a;nf  Frage  14  aufgestellten 
Integrationsformel  4: 

) /c*<i»  =  «^+C 


a 


bezw.  dass  für  eine  negative  Integrations- 
variable: 


360  Integralrechnung  I.  —  1.  Teil. 


/' 


a^).   fe-'.-dx  =  e-*  +  C  d.L  = -^  +  C 

ist,  mittels  Anwendung  der  in  der  Anmer- 
kung 81  aufgestellten  Formel  H).: 


00 

—  00 

mithin,  da: 

e~^  =  — r-  oder  =  -^-  oder  =  1 
e°  1 

und 

e""°°  =  -=r  oder  =  —  oder  =  0 

«°°  00 

ist: 

A) j^^^  ^  ^ 

—  00 


466).     Ix.e^.dx Führt  man  die  durch  1  x.e^dxBngedea- 

0  tete  Integration  aus,  so  erhält  man  (siehe 

Auflösung  der  Aufgabe  381): 

a).  .  .fx.e^.dx  =  «*(«  —  !) +  0 

Ist  in  dem  ganzen  Integrationsintervall 
von  0  bis  1  für  eine  positive  Integrations- 
variable die  Differentialfunktion  eindeutig 
und  positiv,  so  erhält  man  in  Rücksicht  auf 
die  Gleichung  a).  nach  der  in  der  Anmer- 
kung  31  aufgestellten  Formel  A).: 

X, 

0 

mithin,  da  eo  =  1  ist: 


/ 


,e^dx  =  [e^'Ca?  — 1)]   oder  =  ci(l  — 1)  — ««(0  — 1> 


A). 


j  x.e'dx  = 


467).     /aj.e-"*«««? Führt  man  die  durch   /a?.e* "'da? ange- 

0  deutete  Integration  aus,  so  erhält  man  (siehe 

Auflösung  der  Aufgabe  420): 

a).  fx.e-^'^dx  =  — -i.c-"^(«+|)+C' 

Ist  in  dem  ganzen  Integrationsinterval) 
von  0  bis  00  für  eine  positive  Integrations- 
variable (siehe  Erkl.  345)  die  Differential- 
funktion eindeutig  und  positiv,  so  er- 
hält man  in  Rücksicht  auf  die  Gleichung  a). 
nach  der  in  der  Anmerkung  31  aufgestellten 
Formel  C).: 
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oder  =  -[l.e— .(oo  +  l)-le-0(0  +  l)] 

oder  nach  gehöriger  Reduktion  und  in  Rück- 
sicht daraaf,  dass  der  erste  Ausdruck  rechts 

=  00   wird  und  dass  e"""*^  =  «o  oder 
=  1  ist: 

I  /•»  1 

A).  .    .    /«.«"  "*(!«    =    — y 


468).  jx^.e"'^äx Führt  man  die  durch  fx^^e"" dx   an- 


gedeutete Integration   aus,  so  erhält  man 
(siehe  Erkl.  350): 


a).  .  .  /«».«- "*ci«  = 

ErkL  3öO.    Die  durch  /«».«""*  da?  ange-  c""***  /                       2\ 

deutete  Integration  kann  man  irie  folgt  aus-  r,— (^*'  +  2aj+ —  j+ C 

führen. 

Setzt  man  in  der  in  Auflösung  der  Aufgabe  Analog  wie  in  Auflösung  der  Torigen  Auf- 

420  Eingestellten  Rekursionsformel  für  n  =  2,  g^be  467  gesagt,  erhält  man  mittels  der  in 

80  erüÄit  man:  ^^^  Anmerkung  31  aufgestellten  Formel  C). : 

a). .  .  /«». «-"*(!«  =  —  JLa;«e"-"*-f  /.oo 


dx  = 


Da  nun  nach  der  Auflösung  der  Aufgabe  389:  L         a'     V  *  "r   ^ i"  ^/ J^ 

1j).  /«.e-^^d»  «= e~*'*(arH — Wc  Beachtet  man  nunmehr,  dass  f ttr  «  =  oo 

ist,  80  erhält  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen:  «—  *»*  =  «—«•<»   oder  =  a"  °°  oder  =  —^ 

ßKe-"äx  =  -l.x^e""+  „d„  =  J-  oder  =  o" 

.  c~  **  (x-l — )  +  C  wird,  dass  also  damit  auch  der  ganze  Aus- 

^^^'                 ^        *•                    ^  druck  =  0  werden  muss,   so  hat  man  in 

/Rücksicht  darauf: 
x^.c—'dx  = 

ß— "*  /                       2\  A). .  .  / x'^.e"^" dx  = 


1    /                2  \  2 

oder  =  -A -(o  +  OH )  oder  =  — 


2 

3 


469).    /e  '«"da: Nach  der  in  der  Erkl.  319  aufgestellten 

'o  Formel  ist: 
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....n(n— l)(n— 2)  «**'+.. ..n(n-l)(n— 2)... .3.2. l]  +  C 

Analog  wie  in  der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 467  gesagt,  erhält  man  fflr  eine  posi- 
tive Integrationsvariable  nach  der  in  An- 
merkung 31  aufgestellten  Formel  C).: 

Ie-'x''dx  =  [— e-'[a;*  +  n.a;*-^+n(n— 1)«"-*  +  .... 

^  ....n(n— l)(n-2)a:'*-^+ n(n— l)(n— 2) 3.2.1]] 

Beachtet  man  nunmehr,  dass  für  rr  =  oc 
der  Faktor  e  =  e  oder  =  ^  oder 
=  — -  oder  =  0  wird,  dass  somit  auch  der 

ganze  Ausdruck  =  0  wird;  beachtet  man 

femer,  dass  fÄr  o?  =  0  der  Faktor  —  «"*  = 
—  6®  oder  ^  —  1  wird,  dass  für  alle  Po- 
tenzen Ton  X  fflr  diesen  Wert  ^  0  und 
damit  auch  alle  die  Glieder,  welche  solche 
Potenzen  enthalten,  =  0  werden,  so  erhält 
man: 

00 

A).  .  .  fe-'a^dx  =  n(n  — l)(n  — 2) 3.2.1  d.  i.  =  n! 


dx Nach  der  Auflösung  der  Aufgabe  333  ist: 

a) f~dx  =  -A-.a'^* 

^  J    X  Iga 


Ist  in  dem  ganzen  Integrationsintervall 
von  1  bis  e  fflr  eine  positive  Integrations- 
variable (siehe  Eild.  345)  der  Differential- 

koeffizient:  ~ —  eindeutig  und  positiv, 

X 

ist  also  auch  die  Differentialfunktion  ein- 
deutig und  positiv,  so  erhält  man  in 
Rflcksicht  auf  die  Gleichung  a).  nach  der 
in  der  Anmerkung  31  aufgestellten  For- 
mel A).: 


f  ^dx  =  r_-L.a^^-T  oder  =  -L-a'^'- J- 


a'" 


Da  nun 

Ige  =  l 

und  lg  i  =  0  ist, 
so  hat  man: 


A).  .  .  /    dx  =  -, —  -a — , —  oder  =  -r^^ 

'       J        X  Iga  Iga  igo> 


a 
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471).    f  -^^^ Führt  man  die  durch  ri^(fa?angedeu- 

^  tete  Integration  aus,  so  erhält  man  (siehe 

Auflösung  der  Aufgabe  397): 

).  .  .  ,J}^-dx^\lg^x-^Q 

Ist  in  dem  Integrationsintervall  von  1 
bis  e  für  eine  positive  Integrationsvariable 
die  Differentialfunktion  eindeutig  und  po- 
sitiv, so  hat  man  in  KQcksicht  auf  die 
Gleichung  a).  nach  der  in  der  Anmerkung  31 
aufgestellten  Formel  A).: 

Da  nun  Ige  =:^  l  und  Igl  =  0  ist,  so 
hat  man: 

-) /^'-'i 


472).    a^n  I  i}gxydx Führt  man  die  durch  /  (i^ a;)2  (Ja?  ange- 

^  deutete  Integration  aus,  so  erhält  man  (siehe 

die  Erkl.  351): 

a).  .  .  a^n  I  (Igxydx  =  a'jr.ajp^««  — 2Z^«  +  2)  +  0 

Analog  wie  in  den  Auflösungen  der  Auf- 
gaben 470  und  471  erhält  man: 

a^n  I {Igxy^dx  =  a»jr[aj(Z^»a;  —  2Z^a;  +  2)]* 

0 


Erkl.  851.    Die  durch  oder: 


Jilgx)^dx  oder  änrchj Ig^xdx  a^n  hlgxydx  =  a^7i[x{lg^x-'2lgx+2)  — 

angedeutete  Integration  kann  man  nach  der  in  ^  0(lg^0''2lg0+2)] 

Setzt  man  in  derselben  <i«°  ^*^*0'  ^  ''**'  »l»*  selbst  =  0  ist: 

n  =  2  r" 

80  erhUt  man:  -Ä^)-  •  •  <»  "  /  (Igxydx  = 

»). .  .flg*xdx  =  xJg*x-2.ß9x.dx+C  »  a»«.x(;ir'a;-2?i7»+2) 

Da  nun  nach  der  Auflösung  der  Aufgabe  382: 
^). .  ,flgxdx  =  x(lgX'-\)-\-C 
ist,  80  ergibt  sich  aus  diesen  beiden  Gleichungen: 

flg'^xdx  =  xlg^X'-2x(lgx  —  1)  +  C 

oder: 

1).  •  ^flg^xdx  =  x[lg^x-'2lgx  +  2]  +  € 
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473).    fx^^.lgx.dx Fahrt  man  die  durch    Ix*^  ,lgx  .  dx  Ksi- 

^  gedeutete  Integration  aus,  so  erhslt  man 

(siehe  Auflösung  der  Aufgabe  385): 

a).  .  .f:>r.lgx.äx  =  -£^_  (z^,«-- ^)  +  C 

Ist  in  dem  Integrationsintervall  von  0 
bis  1  für  eine  positive  Integrationsvariable 
die  DifferentiaJfnnktion  eindeutig  und  po- 
sitiv, so  erhält  man  in  Rücksicht  auf  die 
Gleichung  a).  nach  der  in  der  Anmerkung  31 
aufgestellten  Formel  A).: 

JoT.lgx.dx  =  [^(lj,,5--^)]^oder  =  -^—{igl--^)- 

oder  nach  gehöriger  Reduktion  und  in  Rflck- 
sieht  darauf,  dass  Z^  1  =  0  ist: 

r\  1 

A).  .  .  .  I  x*^  Agx  ,dx  =  — ; — ,  ,.^ 
'  J         ^  (n+1)» 


474).     Ix^.lgx.dx Analog  wie  in  voriger  Auflösung  erhält 

•/  man  • 


man: 


fx^lgx.dx  =  [^(Z^a.-l)j  oder  =  J^  (ip, -|) -^  (?^l  _-J) 

oder,  da  {^ e  ==  1  und  Igl  =  0  ist: 
A).  .  .Jx^.lgx.dx  =  -g ^9+^  ^^^  =  — 9 — 


475)*     Ix^Jg^x.dx Führt  man  die  durch   / ic« ?^« rfz  ange- 

^  deutete  Integration  aus,  so  erhält  man  (siehe 

Erkl.  852): 

KrkL  352.   Die  duich  J  x^lg^xdx  angedeu-  a). . .  fx^lg^xdx  = 

tete  Integration  kann  man  wie  folgt  ausführen:  "^                a?'  /                            ^\      r 

Setzt  man  in  der  in  Auflösung  der  Aufgabe  413  9"  {^^Q^^  —  ^^Q^^"^)  +  ^ 

aufgestellten  Rekuraionsformel  f ür  m  =  2  und  ,                                                         .   . 

für  n  =  2,  so  erhält  man:  Analog   wie  in  der  Auflösung  der  Auf- 

/3  gäbe  473  erhält  man: 

x^lg^xdx  =  ^Ig^x--  '    ^1                      _                                  „  -,1 

2   r  xUg^xdx  =     'L(sig2x^2lgx+-A 

-^JxUgxdx+C   J  L9   V                              3/Jo 

T^              V  j     A  i.1-         i.     .   i.    ^    «««  oder  in  Rücksicht  darauf,  dass  für  a?  =  0 

Danunnachder  Auflösung  der  Aufgabe  388:  ^er  ganze  Ausdruck  in  a?  =  0  wird; 

l»,..fxUgxdx==^(lgx-^-l)+C  |i,,,,,,  ^  j  (3,,u-2?^l  +  |) 

ist,  80  ergibt  sich  aus  diesen  beiden  Gleichungen:  0 
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x^lg^xdx  =  -^Ig^x—  ^ 

2 


oder,  da  Z^  1  =  0  ist: 

«^ /,  1\   ,    ^  A).  .    .   .    .    Ix^Jg'^xclx  = 


3—       --  '  '' 

oder: 


476). 


A 


deutete  Integration  aus,  so  erhält  man  (siehe 
Auflösung  der  Aufgabe  289): 

a).  .  .   / cos mx  dx  =  —  8inmx+  C 
J  m  ' 

Ist  in  dem  ganzen  Integrationsintervall 
von  a  bis  h  für  eine  positive  Integrations- 
variable (b.  Erkl.  345)  der  Differentialkoeffi- 
zient cosmx  eindeutig  und  positiv,  ist 
also  auch  die  Differentialfunktion  eindeutig 
und  positiv,  so  erhält  man  in  Rücksicht 
auf  die  Gleichung  a).  nach  der  in  der  An- 
merkung 81  aufgestellten  Formel  A).: 

/**  r  1  1*  1  1 

I  cosmx  dx  =  I  —  svnmx  \    oder  =  —  sinmh sintna 

J  L^  Ja  ^  ^ 


mithin: 

.6 


A).  .  .   /  cos  mx  dx  = 


sin  mh  —  sin  m  a 


m 

a 


471).    1  co8(a  +  hx)dx Führt  man  die  durch   I  cos  {a  +  bx)  dx 

*  angedeutete  Integration  aus,  so  erhält  man 

(siehe  Auflösung  der  Aufgabe  288): 

ErkL  358.  Eine  goniometrische  Formel  heisst:  /*  1  /  \ 

a).   lcos{a-]-hx)dx  =z  ^-.sinia-{'hx\-{- C 


a). . .  svna  —  sinß  =  2- cos  — ^   -  -  stn   -^  - 

^  ^  Analog  wie  in  der  Auflösung  der  vorigen 

(Siehe  Formel  67  im  Lehrb.  der  Qoniometrie.)  AufffabO   476  erhält  man : 


Setzt  man  in  dieser  Formel: 
a  =  a-\-b.m 
ß  =  a-^-b.n 


r  r  1  T 

I  co8(a-\-bx)dx  =  1  -j- -  sin{a-{-bx)  1 


ti 


^^-  =  a  +  &.-^i^  A).  rcos(a  +  bx)dx  =  i.|  »m(a-f  6.m)  — 

a  »n      ^  stn(a  +  b.n)\ 

a  —  p    I,*'*  —  **  J 

2  2  oder  auch  nach  der  Erkl.  353: 

80  erhalt  man:  ^m 

8in(a  +  6m)  — »»n(a  +  5n)  =  B).  I  cos{a+bx)dx  =  ^cosla+b—^y 
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478).  J  cos^xdx Analog  der  Anflösung  der  Aufgabe  476 


erhält  man: 


/  co%\xax  =  I  -j-9m4x 


oder  =  --  «in  4  •  -= r-  «i»  4  .  0 


0 

oder: 

n  1 

/  C08  4xdx  =  -j-  ^sin 2n  —  «n O] 

0 

Da  nun: 

s%n2n  =  smO  und  sinO  =  0 
ist,  so  hat  man: 

TT 

A) f  cos^xäx  =^  0 

0 


479).     I  sinmxdx Ftthrt  man  die  dnrch   /  8% 


Fährt  man  die  dnrch  /  sin  mx .  dx  an- 
gedeutete Integration  ans,  so  erhält  man 
(siehe  Auflösung  der  Aufgabe  286): 

a).  .  .  / Hnmx  dx  = cosmxA-C 

J  m  ' 

Ist  in  dem  ganzen  Integrationsintervall 
von  a  bis  h  für  eine  positive  Integrations- 
variable der  Differentialkoefiizient  sinmx 
eindeutig  und  positiv,  ist  also  auch  die 
Differentialfunktion  eindeutig  und  posi- 
tiv, so  hat  man  in  Bücksicht  auf  die 
Gleichung  a).  nach  der  in  der  Anmerkung 
31  aufgestellten  Formel  C).: 

/9inmxdx  =  1 cosmx  1    oder  =  —  1  —  cos  mh cosma  1 
L      »»             J«                     L^                   ^  J 

mithin: 

/b 
,               cosbm  —  eoaam 
8%nmx  dx  = 


jf 


m 


480).    /«i 


sinmxdx Analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  479 


Q  erhält  man: 


/sinmxdx  = cosmx       oder  =  —     — cosm,n cosm.O  i 


oder: 


/TT  1 

sinmx  dx  =  —  [cos  0  —  cosm  ttI 
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Erkl.  354.    Ist  in  der  in  der  Auflösung  der       Da  nun: 
Aufgabe  480  aufgestellten  Integrationsformel:  cosO  =  1 

/^  1  ist,  so  hat  man: 

sinmx  dx  =  —  Fl  —  cos m  ti] 

®  -i       A).  ..  i  sinmx  dx  =  — [1  —  eosmnj 

m  eine  gerade  ganze  Zahl,  so  ist:  «^  ^ 

eosmn  ^=   1  (siehe  Erkl.  854). 

mithin: 

/^                       1 
sinmx  dx  = 0  oder  =  0 

0 

ist  hingegen  m  eine  ungerade  ganze  Zahl,  so  ist: 

eos  mn  =  —  1 
mithin: 

/■"                       1  2 

sinmx  dx  =        (1 l)oder  =  — 
m  m 


481).     jsin2ax,dx Analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  479 


erhält  man: 

/sin2ax,dx  =  1  — 7^— •co«2aa5      oder  =  — It^— •co«2a7r — 7r-'CO»2a.0| 
L      2a  L  L2a  2a  J 

0 

Da  nun: 

cos2n=z\ 

und  auch  fttr  besondere  Werte  von  a: 

eos2an  =  1 
und: 

C06  2  a .  0  oder  cos  0  =  1 

ist,  so  erh&lt  man: 

/sin2ax,dx  =  —  1-^^—  •  1  —  7^—  •  ll    oder  =  0 
L2a  2a      J 

0 


man  zunächst  die  durch: 


482).     I^.asin  f^'dx Führt 

j2*asin-^  dx 

Erkl.  855.   Die  durch   /2  a .  sin  ^  -  dx  an-  angedeutete  Integration  aus,  so  erhält  man 

j    ^^♦^  T  *       *•      1    •^  •    r  w  ii«^ch  der  Erkl  355: 

gedeutete  Integration  kann  man  wie  folgt  aus- 
führen. .  Ca         '     ^  j  A  ^    \   n 

9),  .  ,  I2,a8in-i.-dx  =  — 4a.eos~^  +  C 

Setzt  man:  '        J  2  2    ' 

a) -9'  =  ^  Analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  479 

erhält  man  hiernach: 
also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe-  ^n  ^ 

rentialgleichung:  1^  Ua.sin^dx  =  \--4a.co8^\ 

'  ß) dx  =z  2.dtt  i  ^  ^  ^-*o 

so  erhält  man:  ^<^®'* 


yo        •    *    ^  A       •       oj  /2a.sin-%dx  =  —Ua. 

2a.sm-^'dx  =  I2a.8inu,2du  J  2  \ 

oder:  4a.cosO) 


TT 

CO« -2^- 
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,         A       •    *  ^         A^  /Iv^«  ^-,  I>a  nun  (siehe  Erkl.  163): 

cos  ~~~   «— ■    Q 

Da  nun  nach  der  Integrationsformel  10  in  2 

Antw.  auf  Frage  23:  und    co.  0  =  1 

^) /sin u. du  =  ^co8u  +  C  igt^  go  hat  man: 

so  erhält  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen:  ^ 

/'         .     a?     ,  ,  .    ^         A). .  .  /2a.«»-s-da?  =  — (0— 4a)  od.  =  4( 

2a.sm  2--<*a;  =  4a.— COSU+ C  ^7  2  ^  ' 

oder  nach  der  mittels  der  Gleichung  a).  auszu- 
führenden Rücksubstitution: 

1).  •  .  ,  l^asin-^dx  =  —  4 a .cos -^  +  C 

8% 


00 

sinmx.dx Analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  479 

erhält  man: 

I  sinmxdx  =  — (cosO  —  co«iw.oo) 
J  fii 

0 

oder,  da: 

cosO  =  1 

ist: 

reo  1 

A).  .  .  /  «in  mx  ,dx  =  —  (1  —  cos  oo) 

u 
d«  i.  eine  unbestimmte  Grösse. 


TT 


484).    1 8in4x,dx Analog   wie  in  der  Auflösung  der  Anf- 

*0  gäbe  479  erhält  man: 

fsinixdx  =  ( — ^co«4a?j 


oder: 
n 

»inAx.dx  =  —  (— co«4.  ^  — —  cos4.0j  oder  =  -^(cosO  —  cos2n) 

Da  nun: 
cosO  =  1  und  co8  2n  =  co*0  oder  =  1 

ist: 

71 

sin4xdx  =  ^(1  —  1)  oder  =  ^-0  oder  =  0 

ü 


/.2       1 

485).     /  jqr^^a:  ^* ^*^^  ^®'  Auflösung  der  Aufgabe  843  ist: 

0  •  /•         1  a? 

'  J    l-^C08X  ^    2      ' 


Preisgekrönt  in  Frankhirt  a.  M.  1881, 

Der  ausführliche  Prospekt  nnd  das  ausführliche  Inhalts- 
yerzeichnis  der  „vollständig  gelösten  Aufgabensammlnng  yon 
Dr.  Ad.  Kleyer*'  kann  von  jeder  Buchliandlung,  sowie  von  der 
Yerlagshandlnng  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  and  gat  brocliiert  am  den  sofortigen  and  dauern* 
den  Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
nnd  Erklärungen  am  Schlosse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  8—4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreiee  von  25  Pfg.  pro  Heft 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung 
fttr  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortreflflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schaler  aUer  Schulen,  das 
beste  Handbuch  fUr  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorsüglichste  Lehrbuch 
som  Selbststudium,  das  vortrefflichste  Nachschlagebuch  fOr  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsyerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kaan  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 
Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Draok  von  Carl  Uammer  in  Stuttgart. 
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B     Preis    j    Integralrechnung  I, 


Fortsetzung 


Aufgaben  -  Sammlung 

-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

Ao^  und  Entflckliiog  der  benititeB  Sitze,  Formeln,  Reiselii  In  Fragen  nnd  inti orten 

erUatert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograpL  Tafeln, 

am  allen  Zweigen 
der  Beeheiiknist,  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  ipbAriaehen 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  n.  h5beren  Mathematik  (höhere  Analyns, 
Dü&rential-  u.  Integral-Rechnong,  analytische  Geometrie  der  Ebene  n.  des  Raumes  etc.); -- 
ans  aDen  Zweiten  der  Physik,  Mechanik,  Graphestatlk,  Chemie,  Geodlsle,  Hantik, 
mathemat.  Geographie,  Astronomie;  des  Maschinen-,  Strafeen-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
Britken-  n.  Hochban's;  der  Konstruktionslehren  als:  darsteU.  Geometrie,  Polare  u. 

ParaUel-PerspeetlTe,  Schattenkonstmktlonen  etc.  etc. 

für 

Schttler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Milit&rs  etc. 

zum  einzig  riclitigen  und  erfolgreiclien 

Studium»  zur  Forthülfe  bei  Scbolarbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 
herausgegeben  yon 

Dr.  Adolph  HLleyer^ 

Malkamatiktr,  veMidatw  kOulgl.  prmiM.  F«ldm«tMr,  renidetar  groiih.  hesaisohw  €teom«Uv  I.  KIms« 

in  Frankfurt  a.  IL 
unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Kr&fte, 


m 


Integ^ralreelinangf  I, 

Fortsetzung  v.  Heft  591.  —  Seite  369-384. 


1.  Teil. 


Inhalt: 

Aufgaben  «ur  Einübung  in  dem  Aufsuchen  bestimmter  Integrale   ohne   Transformation. 

b 
gelöst  mittel!  Anwendung  der  Formel:  ffi^}  'Ix  =  t' {h)  -  h\a),  Fortsetzung. 


—  Aufgaben, 


a 


Stuttgart  1889. 

Verlag  von  Julius  Maier. 
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Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfart  a,  M,  1881. 

PROSPEKT. 

Diesei  Werk,  welchem  kein  fthnliclies  smr  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  8—4 
Heften  ni  dem  billigen  Preise  Ton  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  pralctischsten  Aufgaben  ans  dem  C^samtgebiete  der  Mathematik ,  Physik, 
Mechanik,  matlu  Geographie ,  Astronomie ,  des  Maschinen- ,  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Brficken-  nnd  Hoehbanes,  des  konstrnktlTen  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  TOllstftndIg 
geldster  Form,  mit  rielen  Figuren,  Erklftrungen  nebst  Angabe  nnd  Entwlekelmg  der 
benntiten  Sitae,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  yerst&ndlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  erginaen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  Yorliogen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezflgtichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  sp&ter  in  besonderen  Heften  fOr  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTeneich- 
nis,  Berichtigungen  und  erlintemde  Erklimngen  über  das  betrelTende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zun&chst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealsehnlen  I.  nnd  ü«  Ord.,  gleieh- 
berechtigten  höheren  BOrgerschnlen,  PriTatsehulen,  Gjmnaslen,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien ,  Schnllehrer  -  Seminaren ,  Polytechniken ,  Techniken ,  Bangewerkschnlen, 
Gewerbeschnlen,  Handelsschulen,  techn.  Yorbereitnngssehnlen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbiidnngsschnlen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  und  Forstwissenschaftsschnlen, 
Milit&rschulen,  Torbereitnngs-Anstalten  aller  Arten  als  i.  B.  für  das  Eii^Xhrig-Frei- 
willige-  nnd  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  SchOler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  nnd 
naturwissenschaftlichen  F&cher,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwfthrend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  nnfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  PrQfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  fliierans  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgef&hrt 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  far  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  mm  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schtder  bei  seinen  h&uslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  au  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Last,  Liebe 
und  Yerständnis  für  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erluüten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Arehitekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  znr  Anfhrischnng  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Bemfls» 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Yerfssser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stattgart  Die  Yorlagshaiidlung. 
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Ist  in   dem   ganzen  Intervall  von  0  bis 
-  -  für  eine  positive  Integrationsvariable 

die  Differentialfnnktion  eindeutig  and  po- 
sitiv, so  erhält  man  in  Rücksicht  auf  die 
Gleichung  a).  nach  der  in  der  Anmerkung  31 
aufgestellten  Formel  A).: 


n 


I 


n 


1  -|-  C05  0? 


dx  = 


= ("d: 


oder: 


n 


1- dx  =  tg~. 

J    l-\-C08X  4 


tgo 


n 


oder,  da  ig  ---  =  1  und  f^  0  =  0  ist : 


n 

2 


/»J5         1 

-A)-  •  •  I  -r-. ^«  =  1 

J    l-^C08X 
0 


n 


486).  ßl 


^^^ Führt  man  zunächst  die  durch 


dx 


ßgx. 

angedeutete  Integration  aus,  so  erhält  man 
nach  der  Auflösung  der  Aufgabe  257: 

a).  .  .  ftg  xdx  =  —  lg  {cos  x)  -\-  C 
Da   in  dem  ganzen  Intervall  von  0  bis 

TT 

—  für  eine  positive  Integrations variable 

(siehe  Erkl.'345)  der  Diflferentialkoeffizient 
tgx  eindeutig  und  positiv,  da  also  auch 
die  Differentialfunktion  tgx.  dx  eindeutig 
und  positiv  ist,  so  erhält  man  in  Rück- 
sicht auf  Gleichung  a).  nach  der  in  der  An- 
merkung 31  aufgestellten  Formel  G).: 

Itgx.dx  =  j  —Igicosx)        oder  =  —    lg  \co8  ^^  ^  log  {cos  0)  1 

Da  nun  (siehe  £rkl.  161): 

cos  4-  =  Y  V"2"  oder  =    y  -^- 

und  (siehe  Erkl.  162): 

cosO  =  1 

ist,  so  erhält  man  in  Rücksicht  darauf  aas 
jener  GleichuDg: 


71 


Jigx.dx  =  —ygy    ^  —  lg\\  oder  =  igl-^lgy  -^ 
u 


Kleyer,  Integralrechnung  I,  I.Teil. 
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Beachtet  man  nanmehr,  dass: 

Igl  =  0' 
und 

2^  V  Y  =    l'ilgl-^g^)  oder  =  -^-  (0  -  lg  2)  oder  =  -  .J  lg2 

ist,  60  erhält  man  schliesslich: 


n 


A) 


/**  11  - 

tgx.dx  =  0 ö"^^2  ^^®'  =  -ö~ ^5^ 2  oder  =  /^f  V2 


tgx.dx Analog  wie  in  Auflösung  der  vorigen  Auf- 

^  gahe  486  erhält  man,  wenn  in  dem  ganzen 

Intervall  von  n  bis  m  fttr  eine  positive 
In tegrations variable  die  Differentiaifanktion 
eindeutig  und  positiv  ist: 

H 


488).     f-}-dx Führt  man  die  durch   /-J — dx   ange- 

^     J    8inx  J   8inx  ° 

**  deutete  Integration  aus,  so  erhält  man  (siehe 

Auflösung  der  Aufgabe  261): 

Ist  in  dem  ganzen  Intervall  von  n  bis  m 
fttr  eine  positive  In  tegrations  variable  die 
Diiferentialfunktion  eindeutig  und  posi- 
tiv, so  erhält  man  in  Rttcksicht  aaf  Glei- 
chung a).  nach  der  in  der  Anmerkang  31 
aufgestellten  Formel  A).: 


ßk'^-b{*^i)]l 


oder: 


^)-/7iL-^*  =  ^('^:)-^^('^-2) 


n 


489).    /--,/x7;  ^^^ ^^^^^  ^^^  ^^^  d^rch  f       ^-dx 

^     J  cos^{a-\-hx)  J  co9p'[a-\'}}x) 

'*  angedeutete  Integration  aus,  so  erhält  man 

(siehe  Auflösung  der  Aufgabe  294): 

a).  .  .  [-  j-7  Vv  x^«  =  4<^(«+fta^)+^ 

Ist  in  dem  ganzen  Intervall  von  n  bis  m 
fttr  eine  positive  lutegrationsvariable  die 
Differentialfunktion  eindeutig  und  posi- 
tiv, so   erhält  man  in  Rttcksicht  auf  die 
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Gleichung  a).  nach  der  in  der  Anmerkung  31 
aufgestellten  Formel  A).: 


n 

TT 


-iöO).   J(2cosx—l)dx Führt  man  zunächt  die  durch; 

0  ^ 

J{2c08x  —  l)dx 

angedeutete  Integration  aus,  indem  man: 

a).  .  ,  J'(2co8X^l)dx  =  f2co8xdx  —  fl.dx 

oder  =  2jco%xdx  —  fdx 

setzt,  und  berücksichtigt,  dass: 

aj) fcosxdx  =  «tn«-(-  C 

Erkl.  366.  Eine  gooiometrische  Formel  heisst :        , 

a).     ...    wny  =    2  V^  .  «2) fdx  =  X 

(siehe  Aufgabe  8  in  dem  Lehrbach  der  Ooniometrle)       ist,    SO    erh&lt  man: 

bedeutet  einen  Bogen,   welcher  gleich  60   &)..  ,f(2co8x  —  l)dx  =  2.8inx  —  x -\- C 

Bogengraden  ist.  Da  in  dem  ganzen  Intervall  von  0   bis 

Nach  derselben  Aufgabe  ist:  n    ^        .  .   .  ,  .     , 

-5-  für  ein  positives  x  dercosx  eindeu- 

DJ.     ...   C08  ^  —  y  tig  ^JJ^J  positiv  ist  und  die  Werte  von  1  bis 

-  (siehe  Erkl.  356)  hat,  da  also  in  dem 

ganzen  Interyali  von  0  bis  -^  der  Differen- 

tialkoeffizient  (2  .  cosx —  1}  eindeutig  und 
positiv  ist,  da  also  auch  die  Differential- 
funktion eindeutig  und  positiv  ist  (indem 
auch  dx  positiv  ist),  so  hat  man  in  Rück- 
sicht auf  die  Gleichung  a).  nach  der  in  d^ 
Anmerkung  31  aufgestellten  Integrations- 
formel A).: 


n 


n 


1).  .  .J(2co8x-'  \)dx  =  |2Mnaj-a:|^  oder  =  /2.«ny  —  y)  —  (2«w0- 0) 


10 

Da  nun  (siehe  Erkl.  356): 

sin  -  -  ~  -^  y^3  und  «n  0  =  0 


A). 


ist, 

so 

hat 

man: 

n 

C^ 

1 

1  (2C08X  — 

) 

l)d 

'x  - 

■  ^■\ 
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491).    I x,co8x,dx Nach  der  Auflösung  der  Aufgabe  386  isl: 

^  a).  ,  ,fx.C08x,dx  =  xsinx-^coBX 

Da  in  dem  ganzen  Intervall  von  0  bis 
-^-  für  eine  positive  Integrationsvariable 

(siehe  Erkl.  345)  die  Differentialfunktion 
eindeutig  und  positiv  ist,  so  erhält  man 
in  Rücksicht  auf  die  Gleichung  a).  nach 
der  in  der  Anmerkung  31  aufgestellten 
Formel  A).: 

n 

—  n 

I x,cosx.dx  =^  \xsinx'\-co8x\      oder  =   \-^'8%n-^-\-cos-^\  —  (0.«i»0  +  cosO) 

0  ^ 

oder,  da: 


ist: 


stn-p-  =  1;  ^08-^  =  0;  CO80  =  1 


n 

~2~ 


A). .  ,    j  X  C08X  dx  s=  -^ 

0 


x.co8ax,dx Nach  der  Aufgabe  390  ist: 

a).  .  .  I x.cosax.dx  =  -  ^^(axsinax+cosax) 

Ist  in  dem  ganzen  Intervall  von  0  bis  ^ 

für  eine  positive  Integrationsvariable  die 

Differentialfunktion  eindeutig  und  posi- 

Erkl.  357.  Beachtet  man,  dass  co8n  =  ^l   ^i^'  «^  ^^^  "^^^^  Rücksicht  auf  die  Glei- 

ist,  dass,  wemi  a  eine  gerade  Zahl  ist:  c^?"«  a);  »»^J^  der  in  der  Anmerkung  31 

aufgestellten  Formel  A).: 
cos  an  =  +  1 

lyenn  aber  a  eine  ungerade  Zahl  ist:  jx.co8ax,dx  =  j"-^  (aa?.«naa:+co»a«)T'' 

co«a;r  =  —  1  o 

ist,  so  ergibt  sich  aus  der  in  Auflösung  der  oder: 

Aufgabe  492  aufgestellten  Integrationsformel  A).,     ^n  ^ 

dass  für  den  Fall,  in  welchem  a  eine  gerade    1  x.cosax.dx  =  — ;.  \a,n.8inan^cosan)- 

Zahl  ist:  J  «'  •- 

®  (a.O.«ina.O  +  co«a.0}j 
oder: 

1).         ' 


r'^  1-1 

).  .  .  I  x.cosaxdx  = j —  oder  =  0 


/*"  1 

/x.cosax.dx  =  -^[a,7i.8ina7i-{-cosan  — 


für  den  Fall,  in  welchem  a  eine  ungerade  *6  cosO] 

Zahl  ist:  Da  n^n: 

yTt  ^ -  2  sinn  =  0  und  ebenso:  sina.n  =  0 

x.cosaxdx  =  — — — oder=:— -^j  da  ferner:  ^^^q  _  ^ 

ist,  so  hat  man: 

»TT 


/*  ,  COS  an  —  1 

A).  .  .  I x.cos  ax.dx  =  -    — ^  — 

ü 

(8.  Erkl.  357  ttnd  die  AuflOsuDg  der  ipäteren  Aufgabe  4d4 
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7t 


493).    Ix,8inx,dx Nach  der  Auflösung  der  Aufgabe  387  ist: 

®  a).  .  .  J'x.sinx.dx  =  sinx  —  a?.co»aj -+•  C 

Da  in  dem  ganzen  Intervall  Ton  0  bis 
^  fOr  eine  positive  Integrationsvariable 

die  Differentialfunktion  eindeutig  und  po- 
sitiv ist,  so  hat  man  in  Rücksicht  auf 
Gleichung  a).  nach  der  in  der  Anmerkung 
31  aufgesteUten  Formel  A).: 

TT 

fx.sinx.dx  =  Xsinx  —  2;.  co^o?  1      oder  =   (sin  -^ ^  •  cos  -^\  —  (sin  0  —  0.  co«  0) 

0 

oder,  da: 

«n-ö-  =  1;  cos ^   =  0  und  «inO  =  0 

ist:  n 

"2 


f 
A).  ..ix  sin  xdx  =  l 


494).    Ix.sinax.dx Nach  der  Auflösung  der  Aufgabe  391  ist: 

Ist  in  dem  ganzen  Intervall  von  0  bis  ?r 

Erkl.  858.    Beachtet  man,  dass:  J^Jir^'^^^-^u^U^^  Integrationsvariable  die 

Differentialfunktion  eindeutig  und  posi- 
co5  7r  =  —  1  tiv,  so  hat  man  in  Rücksicht  auf  Gleichung 

ist,  dass  wenn  a  eine  gerade  Zahl  ist:  a).   nach  der  in   der  Anmerkung  31  auf- 

cosan  =  -f-  1 
hingegen  wenn  a  eine  ungerade  Zahl  ist: 

cos  an  =  — 1 
ist,  so  erhält  man  aus  der  in  Auflösung  der 


gestellten  Formel  G).: 

yx.sinax.dx  =  l—zlsinax  —  ax.cosax)] 
0  L«''  'Jo 

Uli  so  ernait  man  aus  aer  m  Auiiosiuig  aer  ^ 

Auf jf abe  494  aufgestellten  Integrationsformel  A).,  oder  =  --^  [i'sin  an  —  an. cos  an)  — 

für  den  Fall,  in  welchem  a  eine  gerade  Zahl  ist :  ^ 

^  oder:  (fnna.O-a.Ocosa.O)] 

1).  .  .  1  x.sinax.dx  = 

j  ^  r^  1 

I  x.sinax»dx  =  —^[sinan^an.cosan  — 
für  den  Fall,   in  welchem  a  eine  ungerade  *l  ^  .   at 

Zahlist:  ^  «*»ö] 

/j7  Da  nun  sinn  z=:  0  und  ebenso  sinan  =. 

x.sinax.dx  =  +-~  0  ^°d  5t«  0  =  0  ist,  so  hat  man: 

/       .           _                 n  cos  an 
A).  .  .  f  x.sinax.dx  = 

0 

(siebe  Erkl.  358). 
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495).    f 

0 


n 

2 


^atn  X 


cosxdx 


Erkl.  359.  Die  durch  f  e^*"* cosxdx  an- 
gedeutete Integration  kann  man  wie  folgt  aus- 
führen. 

Setzt  man: 

«) sinx  =  u 

also  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  Diffe- 
rentialgleichung: 

cosx.dx  =  du 

ß) dx  = 

so  erh&lt  man: 


C08X 


a).  .  .    /«*''* *  cosxdx  =  I e** ,C08x* 

J  J  C08X 

oder  z^  J e^ .du 

Da  nun  nach  der  in  Antw.  auf  Frage  23  auf- 
gestellten Integrationsformel  6: 


b). 


f  c^.du  =  «*'-t-(7 


Führt  man  die  durch  /e       cosxdx^ii 


i' 


ist,  so  ergibt  sich  aus  den  Gleichungen  a).  und 
b).  und  nach  der  mittels  der  Gleichung  a).  aus- 
zuführenden Hücksubstitution: 

1).  .  .  f  e''"  "^  cos  X  dx  =  «*•'•'+  C 


gedeutete  Integration  aus,  so  erhält  man 
nach  der  Erkl.  359: 

a).  .  .fc^"" cosxdx  =  «••■'•*+C 

Da   in  dem  ganzen  Intervall  von  0  bis 
-^  für  eine  positive  Integrationsvariable 

die  Differentialfunktion  eindeutig  und  po- 
sitiv ist,  so  hat  man  in  Rücksicht  auf  die 
Gleichung  a).  nach  der  in  der  Anmerkung  31 
aufgestellten  Formel  A).: 


/ 


n 


e^  '  cos 


xdx  =  p'"*l 


n 

2" 


oder: 


/ 


n 


n 

~^  sin 

e'*'*' cosxdx  =  e      * 


—  c 


8iH(^ 


oder,  da: 


und    sin  0 


0 


ist: 


/ 


n 


e^'*'' cosxdx  =  e^  — e« 


oder,  da: 


e«=  1 


ist: 


A) 


■•/ 


TT 

T 


e^*^'' cosxdx  =  c  — 1 


TZ 


496).     Isin**x.dx Da  in  dem  ganzen  Intervall  von  0  bis 


für  eine  positive  Integrationsvariable 

(siehe  Erkl.  345)  die  DifferentialfunktioD 
eindeutig  nnd  positiv  ist,  so  erhält  man 
in  Rücksicht  auf  die  in  der  Erkl.  322  auf- 
gestellten Formeln  nach  der  in  der  Anmer- 
kung 31  aufgestellten  Formel  C).: 

a).  Für  den  Fall,  in  welchem  n  eine  (po- 
sitive ganze)  gerade  Zahl  bedeutet: 


71 


..+ 


Jsin^x.dx  =  [--^r«n"-la:-f  ^2-.«tn"-3Ä-f...- 

(n~l)(n-8)...5.3.1  1       (n--l)(n-3)...5.3.1    5] 

(n-2)(n-^4)...6.4.2  «»^^J-r  (n-2)(n- 4)...6.4.2  *  nj 


7t 

2 
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Erkl.  360.    Die  in  Auflösung  der  Aufgabe       Tk  /n«  ji^^   ^i. *     nr    *    »    j 

496  aufgestellten  Formeln  A).  und  B).  kann  man       ^^  ^'»^  ^^^  ^«^   ^^^^^^  ^^^^  -2"  ^^"^ 
auch,  wenn  n  irgend  eine  positive  ganze  Zahl  coax 

bedeutet,  wenn  also  2 n  eine  gerade  und  2 n-)-l  Variablen  x  der  erste    Faktor    =  0 

eine  UD  g  er  ade  Zahl  bedeutet  bezw.  in  der  Form:   „.,^    :«j^«>  ^^„  ^         a  :«4.      ^  i.i***u* 

®  wird,  indem  cos  -  -  =  0  ist,  so  bleibt  von 

y;2~  dem  ganzen  ersten  Glied  des  bestimmten 

sin^'^xdx  =  Integrals  nur: 

0   __1.3.5...(2n--3).(2n-l)_    n  (n— 1)  (n— 3)...5.3.1      w 

^^^  2.4'.6...(2n— 4)(2n— 2);2^"2"  (;,  — 2)  (n— 4)...6."4.2  *  2n 

TT  übrig;  da  ferner  für  den  unteren  Wert  0 

/V2  der  Variablen  x  das  Glied,  welches  x  ent- 

8iff**'^^xdx  =  hält,  =  0  wird,  und  da  ferner  ebenso  alle 

0  2  4  6     r2n—4)r2n--2^  2n       ^^®  Glieder,  welche  sinx  enthalten,  =  0 

ro^T^-Vo   — Q./0      -?V/o     ^,^    '«v'erden,  indem  sinO  =  0  ist,  so  wird  das 
i.d.5...(^n-»)(Zn-l)(2n+l)    ^^^^^  zweite  Glied  des  bestimmten  Inte- 
grals =  0,  und  man  hat: 
n 

'  A^  /X-,^,  -      (»•-l)(»«-3)-.5.3.1       n 

A)..  .  jsin  x.ax  _  -^-(;i-2J^-4JZ6Ä:2  "2 

0 

(siehe  Erkl.  360). 

b).  Für  den  Fall,  in  welchem  n  eine  (po- 
sitive ganze)  angerade  Zahl  bedeutet: 

2).  .  .   fsin^'xdx  =  [— -^-[«^""^^+-^2  •**'*'^^ 

•o  L         n     L  n  ^ 

(„«l)(n-3)    .  H_5^  .  .      (n-l)(n-3).  .6.4.2   "nT 

olr» 


(n-l)(n-3).  .6.4.2  -IT 
x-\-....-f-  („_2)(n_4)...7.5.8.lJJ 


(n-2)(n-4)  ,         _         ,  _^ 

Da  nnn  fflr  den  oberen  Wert  ~  der 

a 

COS  X 

Variablen  x  der   erste  Faktor =  0 

n 

wird,  indem  cos-^  =  0  ist,   so  wird  das 

ganze  erste  Glied  des  bestimmten  Inte- 
grals =  0;  da  ferner  für  den  unteren 
Wert  0  der  Variablen  x  alle  die  Glieder, 
welche  sin  x  als  Faktor  enthalten  =  0 
werden,  indem  sinO  =  0  ist,  so  bleibt  von 
dem  ganzenzweiten  Glied  des  best  immten 
Integrals  nur: 

cosO       (n— l)(n— 8)...6.4.2 
n     '  (n  — 2)(n— 4)...7.6.3.1 

übrig,  und  man  hat: 

n  I 

/wL«^  ^^  -  ft  g<>*Q       (n~l)(n-3).. .6.4.2 

/  8in  x.ax  =  ü . -TT — =-z-  ^-r- 

J  n        (n— 2)(n — 4). ..7. 5. 3.1 

oder,  da  co^O  =  1  ist: 
n 

T>x         f^-n-,  (n-l)(n— 3)...6.4.2 

'       J  «(n— 2)(n  — 4)...5.3.1 
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71 

2. 


497).    jsin^xdx Setzt  man  in  der  in  Auflösung  der  Aafgabe 

0  496  entwickelten  allgemeinen  Formel  A). : 


«  =  2 
so  erhält  man: 

71 

A). .  .  /  sin^  xdx  =  -o-  •  -s"  oder  =  -j- 

0 


71 


498).     /8in^(f,d(f Beachtet  man,  dass  y  die  Variable,  dy 

0  deren  Differential  ist,   so  erhält  man  ^rie 

vorhin: 


71 

/•2  ^ 

sin^(p,d(p  =  -j- 


71 

2 


499).     Isin^xdx Setzt  man  in  der  in  Auflösung  der  Aufgabe 

0  496  entwickelten  allgemeinen  Formel  B).: 


n  =  3 
so  erhält  man: . 

71 

r^  2  2 

A). .  .  I  sin^xdx  =  -q-j-  oder  =  -^ 


TT 


500).     Isin^tpdip Setzt  man  iü  der  in  Auflösung  der  Aufgabe 

0  496  entwickelten  allgemeinen  Formel  A).: 


n  =  4 
so  erhält  man: 


7t 
2 


A).  .  .Jsin^ip.dff  =  -^Ig^.  2    ^^®^  =  1^ 


71 


601).     Isin^tf.dff Setzt  man  in  der  in  Auflösung  der  Aufgabe 

0  496  entwickelten  allgemeinen  Formel  6).: 

w  =  5 
so  erhält  man: 


71 


A).  .  .  j sm*(p.d(f)  =  v" ö-j-  Oaw  =  tt" 
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n 


502).    Jsin^xdx Analog   wie  in  der  Auflösung  der  Auf- 

„  gäbe  496  erhält  man: 

—  TT 

I  ain*  xdx  s=  1  — ^cosx  (9in^  X'\-2)\ 

n 

T  * 

oder: 

n 

Jsin^xdx  =  — j^_co«y  («n«^  +  2^—  _co«^^«V^  +  2H 


n 
T 


Da  nun: 

cos  ^   =  0  und  sin-^   =  +1 

cos  7    =   ^- V2"und  sin—  =   -^  V2~    (»ieh«  Erkl.  161) 
4  J  4  ^ 

ist,  so  hat  man: 


71 

2 


A)...fsin^xd:c  =  y-  J  VT[(iv^)*+2]  oder  =  -g-V^2  (y  +  2) 

TT 

"^  Oder  =  ^^2" 

«in'^.d^ Nach  der  Auflösung  der  Aufgabe  433  ist: 

0  /"  1 

a).  .  .  Isin}q>,dif  =  — ^cosipisin^fp-^-^) 

Da  in  dem  ganzen  Intervall  von  0  bis  n 
fflr  eine  positive  Integrationsvariable  (siehe 
Erkl.  345)  die  Differentialfunktion  ein- 
deutig und  positiv  ist,  so  erhält  man  in 
Rücksicht  auf  die  Gleichung  a).  nach  der  in 
der  Anmerkung  31  aufgestellten  Formel  G).: 

/ sin^  (p.d(p  =  I ^cosfp  (sin'^  </>  +  2)  I 

oder: 
jsin^tf.dtp  =  —  I -CO«  TT  (5tn'7i  + 2) —  -ö-co«0(«tn' 0  +  2)  I 

Da  nun: 

cos  TT  =  —  1  und  C05  0  =  1 
sinn  =  0     und     «tnO  =  0 
ist,  so  hat  man: 

r'^  11  4 

A). .  .  / sin^ (p.dtp  =   ö^.2  +  -ö^.2  oder  =  -q- 
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504).  Ji 


n 
■2 

co&^^Ax Da   in   dem  ganzen  Intervall  von  0   bis 

^  -—-  fttr  eine  positive  Integrationsvariable 

(siehe   Erkl.  845)   die   Differentialfanktion 

„  , ,    «^^     ^.    .     ,      .    -1,          ,      .    .  eindeutig  nnd  positiv  ist,  so  erhält  man 

Erkl.  361.    Die  m  der  Auflösnng  der  Auf-  .     Rücksicht  anf  die  in  der  Erkl    823  anf- 

gabe  504  aufgestellten  Formeln  A).  und  B).  ^°  f?u     ^^'^  ani  die  in  aer  iLrKi.  32ö  aot- 

kann  man  auch,   wenn  n  eine  positive  ganze  gestellten  Formeln  nach  der  m  der  Anmer- 

Zahl  bedeutet,  wenn  also  2n  eine  gerade  und  ^ung  31  aufgestellten  Formel  A).: 

2n-fl   eine  ungerade  Zahl  bedeutet  bezw.  a).  wenn  n  eine  (positive  ganze)  gerade 

in  der  Form:  Zahl  bedeutet: 

n  n 

^^                 f^^n.  an    /n«      ^            (n  — l)(n-8)...5  3.1      7t 

0         1.3.5...(2n-3)(2n— 1)        n  o                            \         j\         j 

2.4.6...(2n-4)(2n-2).2-;r  ' ¥  ^^^^^^  ='"•  ^^> 

^^^          jy  b).  wenn  n  eine  (positive  ganze)  unge- 
rade Zahl  ist: 


2).  .  .    I  cos^'"'^^  X  dx  = 

0  2.4.6..  (2n.-4)(2n--2).2n        ^.    f"  n     .     _    (n-l)(n~3).,.6.4.2 

1.3.5. ..(2n-8).(2n-l)(2n+l)     ^hj^^^  *•"**  ~  ~»i(»r~2)  (n-4)...5.3.1 


2 


(tielie  Erkl.  861). 


505).  fi 


n 

coa^x.dx Setzt  man  in  der  in  Auflösung  der  Auf- 

0  gäbe  504  aufgestellten  allgemeinen  Formel 

A).  für: 

«  =  2 
so  erhalt  man: 

71  i 


A)  .  .  jcos^x.dx  =  —.—  oder  =  — 

0 


506).  fi 


n 

2" 

coB^xdx Setzt  man,  analog  wie  vorhin,  in  der  in 

0  Auflösung   der  Aufgabe   504  aufgestellten 

allgemeinen  Formel  B).  für: 

w  =  3 
so  erhält  man: 

n 

r^  2 

A). .  .    /  cos^  xdx  =  -Q- 

0 


507).  fc 


n 

cos^xdx Setzt  man  in  der  in  Auflösung  der  Auf- 
gabe 504  aufgestellten  allgemeinen  Formel 
A).  für: 

«  =  4 


Aufgaben  zur  Einabiing  in  dem  Aufsuchen  bestimmter  Integrale  ohne  Transformation.     S7& 

so  erhält  man: 


n 
2 


A).  .  .  I  cos^xdx  =  --*     .  ^-  oder  =  - 


8 

16-" 


508).  fc 


2 

cos^xdx Setzt  man  in  der  in  der  Auflösung  der 

Aufgabe  504  aufgestellten  aligemeinen  For- 
mel A).  für: 

n  =  6 
so  erhält  man: 


71 

2 


A).  .  ,Jco$^ivdx  =  -Q^'2  '  2~  ^^^^  ~ 


15 
96" 


TT 

"2 


509).     na^h  jcoa^fp.dip Analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  506 

'0  erhält  man  in  Rücksicht  darauf,  dass  9  die 

Variable,  dtp  deren  Differential  ist: 


n 


A) 


r  2  2 

.  .  .  na^h  I C08^(p,dip  =  n.a^h'-^  oder  =  -^n.d^b 


^1®)-     I  rr-, — rr-xT^^ Führt  man  die  durch   f-^-r  ,- 


angedeutete  Integration  aus,  so  erhält  man 
(siehe  Erkl.  362): 

angedeutete  Integration  kann  man  Älgt  aus-  ,,  ^^\  ^°  ^eni  ganzen  Intervall  von  n  bis  »^ 

führen.  ^^^  eine  positive  Integrationsvariable  (siehe 

Setzt  man:  Erkl.    345)    die    Differentialfunktion    ein- 

^  a4-&a?  =  u  deutig   und   positiv,   so   erhält   man    in 

,/'*.,,.  ,      ,      ^.^  Bücksicht  auf  die  Gleichung  a).  nach  der  in 

rSiÄ£  """  ergebenden  Diffe-  der  Anmerkung  31  aufgestellten  Formel  A).: 

hdx  =  du  r*    ^      j^    r^^^u„  ^ ,  1.^x1*^ 


du 
ß) dx=   "J^ 


y^+(4-6^.- ''«  =  [arc(.t9  =  a+hx)Y^ 


80  erhält  man:  oder: 

Jl+^a+bx?-^''  =jTTü^'-r        ^)7l+(a+6^)^-^*  =  arc(tg  =  a+hfn)-^ 
oder:  **  aro{tg  =  a+hti) 

Da  nun  nach  der  Integrationsformel  18  in 
Antw.  auf  Frage  23: 
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t) J  1  +  u^  ^"  "^  ^^^  ^^^  =  u)  +  C 

so  ergibt  sich  aus  den  Gleichangen  a).  und  b). 
und  nach  der  mittels  der  Gleichung  a).  auszu- 
führenden Kücksubstitution : 


/***        1  /*  1 

— -rdx Führt  man  die  durch   /— =-; — r-rfa?aDge- 

»  deutete  Integration  aus,  so  erh&lt  man  (siehe 

Auflösung  der  Aufgabe  320): 


Erkl.  363.  Eine  goniometrische  Formel  heisst: 


0'  •  •   /— ö-| — r^*  =  — arcltg  =  — l-f-C 
a)  tau      3)=     ^9^-^9ß  J^'  +  a^  a  \^        af 

).  ,  .  .    g\^a     p)        i-^tga,tgfi  Ist  in  dem  ganzen  Intervall  von  n  bis  m 

(Siehe  Formel  46  in  dem  Lehrbuch  der  Qoniometrie.)  fClr  eine  pOSitive  lutegratiOnSVariable  (siehe 

Ist  nun:  Erkl.    345)    die    Differentialfunktion    ein- 
deutig  und   positiv,   so   erhält  man   in 

^> t^  o  =  m  Rücksicht  auf  die  Gleichung  a).  nach  der 

und  in   der  Anmerkung  31   aufgestellten  Inte- 

c) tgß  =  n  grationsformel  A).: 

so  hat  man:  4^         r*    1        j  fl  L        «M- 

d). . . .  i,i.-ß)  =  -j^^  ^)--  7 x^+-^''*  =  bM^^=T)l 

Beachtet  man  nunmehr,  dass  nach  den  Glei-  oder  =  —  1  arc  ltg  =  —)  — arc  (tg  =  —\ 
chungen  b).  bis  d)  :  al       \  al  \  a  /J 

a) a  =  arc(tg  =  m)  oder  auch  nach  den  Erkl.  363  und  364: 

ß) ß  =  arc{f;g  =  n)  f^    \  1  /     a(m— n)i 


und 
r).    ..a-ß  =  arc  \tg  =  -|^--j 

ist,  dass  nach  den  Gleichungen  a).  und  ß).  auch: 

y^).  .  .  «  —  /J  =  arc  {tg  =  w)  —  arc  (tg  =  n) 

ist,  so  erhält  man  aus  den  Gleichungen  y).  und  y^). 
die  cyklometrische  Formel: 

A) arc  (tg  =  m)  —  arc  [tg  =  n)  = 


m         r"    1        ^  1        *    /     a(m-n)\ 


/  W  —  n  \ 

arcytg  =  — 1 

V*        14-mn/ 


l-f-w*i 

(Dies  ist  Formel  828  in  dem  Lehrbuch  der  Ooniometrie.) 

Erkl.  364.   Setzt  man  in  der  in  der  Erkl.  368 
aufgestellten  cyklometrischen  Formel: 

1).    .     .    .     arc  (tg  =  m)  —  arc  (tg  =  n)  = 


/  m  —  n\ 

arc  \tg  =  -—  . 1 

V^         14-tw.n  / 


+ 
m 


m  =  — 

und 

n 

n  =  — 

a 


so  erhält  man  für  diesen  besonderen  Fall: 
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arc 


('^  =  t) -"'■'' ('^  =  t)  = 


arc  t^  I  = 


m        n 
a        a 


1  +  ^    n 


oder:  ^  ^      ^ 

2).  .  .  arc  {tg  =  ^-)  —  arc  {tg  =  -^-)  = 

arcXtg  =  -  , '  I 


512).     / --dx Analog   wie   in  der  Auflösung  der  Auf- 

J  «'  +  «*  gäbe  511  erhält  man: 


a 

J  x'-f-i 

0 

oder: 


0 

oder,  da  (siehe  Erkl.  179  und  178): 

arc  (tg  =  1)  =  —-  und  arc  {tg  =  0)  =  0 
ist: 

A). .  •  / -  V  , — r  dx  =  -    (^  —  O)  oder  =  -.- 
*o 


/c»   , 
~ --dos Analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  511 
^  «'  +  «'  erhält  man: 


oder: 


/OO     1  1 

«;2 1^-72"  ^^  =  V  •  L^*"^  ('^  =  00)  —  arc  (tg  =  0)] 

0 


oder,  da  (siehe  Erkl.  178): 


A) 


arc  (tg  =00)=-^  und  arc  (tg  =  0)  =  0 
ist: 

/— — — -dx  =  —•(^  —  0)  oder  =  -^- 
0 


;r 


/2         1 
; dx Nach  der  Auflösung  der  Aufgabe  346  ist: 
a-^bco8x 
0 

a).  .  .  / — — , dx  =  — >^^  —  ■,  fl^c  ( ^a  =  ^  1/  — -  ^  I 

J  a+hco8x  Ya^^i2  \^       2V     a+6/ 
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Ist  in   dem  ganzen  Intervall  von  0  bis 
-^  für  eine  positive  Integrationsvariable 

(siebe  Erkl.  345)  die  Differentialfanktion 
eindeutig  und  positiv,  so  erhält  man  in 
Rücksicht  auf  die  Gleichung  a).  nach  der  in 
der  Anmerkung  31  aufgestellten  Formel  A).: 

/a  +  lcos.  '**  =  [yi^  «»-0(^  =  1  V^)] * 

oder: 
n 


V  a'  —  i« 
Da  nun: 


arc 


{"'iV^) 


arc 


('^  =  -2-V-fqrT)  =  ««('?  =  o) 


und  arc  {tg  s=  0)  =  0 

ist,  so  hat  man: 


71 

A) 

0 


. .  .  /  — ;-v dx  =  - '- arc  I  *a  =  -7-  y   — — r-  l 


515).    /-3-^2^^3"^^ Führt  man  die  durch  y^^^V^-j-g-daj 

^  angedeutete  Integration  aus,  so  erhält  man 

(siehe  die  Auflösung  der  Aufgabe  341): 

a)-  .  •  /  -Q-  n — o — i-o-  •  "*  =    7=-  «**<?  I  ^Sl  = 7-^  I  +  <^ 

J  dx^  —  2x  +  S  2Y2  \  2Y2    ) 

Erkl.  365.   Setzt  man  in  der  in  der  Frkl.  363  Da  in  dem  ganzen  Intervall  1  bis  2  für 

aufgestellten  cy klometrischen  Formel:  eine   positive    Integrationsvariable    (siehe 

a). . .  arc  (tg  =  m)  —  arc  (tg  =  w)  =  ^rkl.  345)  die  DifFerentialfunktion  ei  nd  eu- 

/  w  — n  \  ^^^  ^^^  positiv  ist,  so  hat  man  in  Rück- 

^^c  ^9  \w~r )  sieht  auf  die  Grleichung  a).  nach  der  in  der 

M-^-wn/  Anmerkung  31  aufgestellten  Formel  A).: 


m  =  —  -  r   und  n  =  — r=r  P^ 


80  erhält  man: 


—  -  r  und  n  =      ,_  r^  1 


2a:-i-3 


dx  = 


naii  man:  i  p      1  3a.__ln^ 

arc  (tg  = -^y^\  -  arc  (tg  =  ~^)  =  l^V^   '""'"^'^^    2^2  Ji 

\^       2V2/  V  Y2/  oder: 


oder: 


(" = -. 


2V2' 

arc  I  tg  = -=- 


f^  1 


2V2 -^2-  ^^    ^^    [««('^  =  7^2-)-'*"('*=  W)] 
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M      »^^{4r,          ^    \      -^- A-         1   \         ocier  auch  nach  der  Erkl.  365: 
DJ. . .  arc  itg  = i  —  arc  itg  =     ,—  i  = 

\^        21^2/  \^       V2J 


arc  ita  = 


2Y2J  \  Y2J  ^2  j 

516).     / --——^  dx Führt  man  die  durch   / da: 

J   (2+x)Yl+x  J  (2-\-a:)Vl+x 

angedeutete  Integration  aus,  so  erhält  man 

(siehe  Auflösung  der  Aufgabe  334): 

a).  .  .    f -^-     —  ix  =  2 .  are {ig  ==  Vl+x)  +  C 

'        J  i2+x)Vl+x  ^    '^ 

Ist  in  dem  ganzen  Intervall  von  0  bis  00 
für  eine  positive  Integrationsvariable  (siehe 
Erkl.  345)  die  Differentialfnnktion  eindeu- 
tig und  positiv,  so  erhält  man  in  Rück- 
sicht auf  die  Gleichung  a).  nach  der  in  der 
Anmerkung  31  aufgestellten  Formel  A).: 

f^ ^ V         -dx  =  h.arc  (tg  =  Vl  +  *)1°° 


oder  —  2,arc{tg  — 

Vi 

-t-00). 

-2.are(tg=y  l  +  O) 

oder: 

/ 

0 

f.CO             1 

{2+x)Yl^x 
Da 

dx  = 
nun: 

2[< 

irc  (tg 

=  00) 

—  arc  (tg  =  1)] 

arc 

!(<</ 

=  00) 

""    2 

(siehe  Erkl.  178) 

arc 

'itg 

=  1) 

n 

"~    4 

(siehe  Erkl.  179) 

ist,  so  hat  man: 
A).  .  .  / — _  ^  dx  =  2 . 1  o  —  ^     oder  =  -^ 


/^ dx Führt  man  die  durch  f— dx  an- 

^    Va'^-^x^  ^        J  /a»-x» 


gedeutete  Integration  aus,   so   erhält  man 
(siehe  Auflösung  der  Aufgabe  307): 

a). . .  I —- — =^-  dx  =  arc  (sin  =    - 1  4-  C 
J  Ya^-x-^  V  «/ 

Ist  in  dem  ganzen  Intervall  von  h  bis  c 
für  eine  positive  Integrations variable  (siehe 
Erkl.  345)  die  Differentialfunktion  eindeu- 
tig und  positiv,  so  erhält  man  in  Rück- 
sicht auf  Gleichung  a).  nach  der  in  der  An- 
merkung 31  aufgestellten  Formel  A).: 


A).  .  .  /    ^_—      -dx  =  \  arc  (sin  =  — |  1    oder  =  arc  Isin  =  —  |  —  arclsin  =  -- 1 
J  Ya^-x^  L       V  «/Jfe  \  aj  \  af 
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/•'"      1 

518).     /  -TT-  ^^ Analog  wie  in  der  Aaflösung  der  vorigen 

•/    Ya-'-x'^  Aufgabe  617  erhält  man: 

/.       —  dx  =  I  arc  (sin  =  — )  1    oder  =  arc  (sin  =  — )  —  arclsin  =  —  | 
Ya^-x^  L       V  a/Jo  \  ^'  \  «/ 


oder: 


/*       1 
-^  dx  =  are  {sin  =  1)  —  arc  {sin  =  0) 


Y 
0   "^ 


Da  nun  nach  der  Erkl.  175: 

7t 


arc  (sin  =  1)  =     -  und  arc  {sin  =  0)  ==  0 
ist,  so  hat  man: 


A) / dx  = 


/«        1 
-Y-=^^=rd(f In  Rücksicht  darauf,  dass  ^  die  Variable, 
^    Va*— (/)*  dy  deren  Differential  ist,  erhält  man  ganz 

analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  518: 


f^     1 


71 


/"*           1                                                                                                      1 
,.         — =- dx Führt  man  die  durch   f- d 
^    Yl-{a+bxy                                                                              jYl-{a+ba:y 


ar 


a). 


angedeutete  Integration  aus,  so  erhält  man 
(siehe  Auflösung  der  Aufgabe  304): 

J   y\  —  {a-\-})XY'  ^ 

Analog  wie  in  der  Auflösung  der  Aufgabe 
517  erhält  man  hiernach: 

/»»         I  ri  T^ 

-- —  iaj  ==  I  ^- .  arc  {sin  =  a  +  *«)  I 

Y\-{a  +  hxY  V.^  An 

M 

l 

oder  =  —-  ^fc  {sin  =  a  +  5  w)  —  arc  {sin  =  a  -{-  5  n)l 


521).     l —-7--^==,^  dx Führt  man  die  durch    C — — J d 

•/  xY\  —  lQ^^  J  xY^  —  lg^ic 


angedeutete  Integration  aus,  so  erhält  man 
(siehe  Auflösung  der  Aufgabe  800): 

a).  .  .   /  —  -=zr^-_^  dx  =  arc  {sin  =:  Igx)  +  C 


J  xYi-ig 


^x 


Ist  in  dem  ganzen  Intervall  von  1  bis  e 
für  eine  po  siti  ve  Integrations variable  (siehe 
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Fortsetzung  von  Heft  600. 

Seite  385—400. 


Aufgaben  -  Sammlung 


-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

io^be  liid  EntilGklim^  der  benotiten  Sitze,  Formeln,  Regeln  In  Fngen  md  intiorten 

erl&utert  durch 

viele  Holzschmtte  &  litliograplL  Tafeln. 
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der  Keekenkonsty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  sphArlichen 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  n.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  u.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  — 
ans  aUen  Zweigen  der  Physik,  Mechanik,  Graphostatik,  Chemie,  Geodfisle,  Nantik, 
mathemat.  Geographie,  Astronomie  $  des  Maschinen-,  Strafeen-y  Eisenbahn-,  Wasser-, 
BrUken-  u.  Hochban's;  der  Konstraktionslehren  als:  darsteU.  Geometrie,  Polar-  n. 

Parallel-PerspectiTe,  Schattenkonstrnktionen  etc.  etc. 

for 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militirs  etc. 
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Studium.  ZOT  Forthfilfe  bei  Schularbeiten  und  zur  rationeUen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 
herausgegeben  von 

Dr.  Adolph  BLleyer, 
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Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfart  a,  M,  1881. 

PROSPEKT. 

DieBei  Wetkf  welchem  kein  Ihnllcbes  nur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  8—4 
Heften  in  dem  billigen  Preise  Ton  25  ^  pro  Heft  nnd  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten nnd  praktischsten  Inf  gaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik,  Phjsik, 
Mechanik,  math*  Geographie,  Astronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn«, 
Brücken-  nnd  Hochbanes,  des  konstriiktlren  Zeichnens  etc.  etc.  nnd  swar  in  ToUstftndig 
gelöster  Form,  mit  Tielen  Fignren,  Erklftmngen  nebst  Angabe  nnd  Entwiekelnng  der 
benntiten  Sfttie,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösiuif 
jedermann  Terst&ndlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  erg^sen  nnd  alsdann  anch  alle 
Teile  der  reinen  nnd  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  Torliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  yon  nngelSsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezflglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
Überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  ftlr  den  Schulunterricht  benatzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  sp&ter  in  besonderen  Heften  fflr  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsreneieh- 
nis,  Berichtigungen  und  erlftntemde  Erkllmngen  Aber  das  betreftende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zun&chst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-natnrwisBen- 
schaftlichen  ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealschnlen  I.  nnd  II.  Ord.,  gleich- 
berechtigten höheren  Bflrgerschnlen,  Prlratschnlen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pr*- 
gjmnasien,  Schnllehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerkschiilev, 
Gewerbescbnlen,  Handelsscbnlen,  techn.  Torbereitnngsschnlen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildnngsocbnlen,  Akademien,  üniTersitftten ,  Land^  nnd  Forstwissenschaftsschnlen, 
Militftrschnlen,  Yorbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  s.  B.  fOr  das  El^fUirig-Frel- 
willige-  nnd  Offliiers-Examen,  etc. 

Die  Schiller,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  fllr  Schritt  gelSste,  Aufgaben- 
sammlung inimerwfthrend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  nnfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  de^ 
jenigen  Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  tlberans  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeffthrt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kr&ftige  Stiltxe  fOr  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  nun  AnllSsen  yon  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schtller  bei  seinen  hAuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
st&ndige  Anleitung  in  die  H&nde  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sfttze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  rerwerten.  Lnst,  Liebe 
und  Yerstllndnis  fflr  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  nnd  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  MilitiLrs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  rar  Anfßrischnng  der  erworbenen  nnd  rielleicht  yergesseneo 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Berof^ 
iweigen  rorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
▼erbreitet.  —  Wflnsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Yer&sser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  nnd  wird  deren  £rledignng 
thnnUchst  berflcksichtigt. 

Stattgart  Die  Terlagshandliiiig« 
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Erkl.  845)  die  Differentialfanktion  eindeu- 
tig und  positiv,  so  erhält  man  in  Rück- 
sicht auf  die  Gleichang  a).  nach  der  in  der 
Anmerkung  31  aufgestellten  Integrations- 
formel A).: 


— - —  -  dx  =  \  arc  (sin  =  Zax)  1    oder  =  arc  (sin  =  lge)  —  arc  (sin  = 


ig^) 


J    X 


Da  nun: 

Ige  :=  \  und  Z^  1  =  0 
ist,  so  hat  man: 

'        1 


-  dx  =  arc  (^sin  =  1)  —  arc  {sin  =  0) 


(  xV\-lg^x 

Da  nach  der  Erkl.  175: 
arc  {sin  =  1)  =   -^    und  arc  {sin  =  0)  =  0 
ist,  so  hat  man  schliesslich: 

Aj / ^i^^rr    r aX   ^=    "^~ 

J  xYl^lg'^x  2 


—^ ^dx Führt  man  die  durch    f-     -z^^z^~dx 

^  y2aX'-x'^  J   y2ax  —  x' 


a). 


angedeutete  Integration  aus,  so  erhält  man 
(siehe  Auflösung  der  Aufgabe  312): 

/--—z—  =rz—  dx  =  arc  (cos  = )  4-  0 
Y2ax-x^                     V                a     ;    ' 

Ist  in  dem  ganzen  Intervall  von  0  bis  a 
für  eine  positive  Integrationsvariable  (siehe 
Erkl.  345)  die  Differentialfnnktion  eindeu- 
tig and  positiv,  so  erhält  man  in  Rück- 
sicht auf  die  Gleichung  a).  nach  der  in  der 
Anmerkung  31  aufgestellten  Integrations- 
formel A).: 


I  —z -  dx  =  I  arc  | co5  =    -      M    oder  =  arc  I co»  = 1  —  arc  \cos^=^ I 


yflax  —  x*'  L       ^  "   /JO 

oder: 


/ 


"^        1 


dx  —  arc  {cos  =  0)  —  arc  {cos  =  1) 

0    ^ 

Da  nun: 

arc  {cos  =  0)  =    -  und  arc  {cos  =  1)  =  0 

ist,  so  hat  man: 

A) /--  ^ dx  =    "" 

J  V2ax-'    " 


2  2 
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523).     /  arc  {sin  z=z  x)  dx Führt  man  die  durch  farc  {sin  =  x)  dx 

m  angedeutete  Integration  aus,  so  erhält  man 

(siehe  Auflösung  der  Aufgabe  892): 

a).  .  .   /  arc  (sin  =:  x)  dx  =  x,  arc  {sin  =  rc)  -[-  V^l  —  x*-(-  C 

Ist  in  dem  ganzen  Intervall  von  m  bis  « 
für  eine  positive  Integrationsvariable  der 
Differentialkoeffizient  arc(sin=:x)  eindeu- 
tig und  positiv,  ist  also  auch  die  Differen- 
tialfunktion eindeutig  und  positiv,  so 
hat  man  in  Rücksicht  auf  Gleichung  a).  nach 
der  in  der  Anmerkung  31  aufgestellteo 
Formel  A).: 

/  arc  (sin  =z  x)dx  =  \x.  arc  (sin  =  as)  +  V^l  —  x'  J 

m 

oder: 
A).  .  .  /  arc  (sin  =:x)dx  =  In,  arc  (sin  =  n)  -|- Vi-*»']  —  \fn.arc(sin  =  m)-f  V^l— i»'] 

m 


624).    fa^ 


arc(sin  =  x)dx Nach  der  Auflösung  der  Aufgabe  392  ist  : 

a).  .  .farc  (sin  =  x)dx  =  x.arc(sin  =  x)  + 

Da  in  dem  ganzen  Intervall  von  0  bis  1 
für  ein  positives  x,  also  hier  speziell  für 
einen  positiven  Sinus  der  arcus  eindeu- 
tig und  positiv  ist,  so  ist  die  Differential- 
funktion arc(sin  =  x)dx  eindeutig  und 
positiv  und  man  hat  in  Bücksicht  auf  die 
Gleichung  a).  nach  der  in  der  Anmerkung  31 
aufgestellten  Integrationsformel  A).: 

/  arc  (sin  =  x)dx  z=  ja?,  arc  (sin  =  «)  -f-  V^l  —  a^H 

0 

oder: 
Jarc  (sin  =  x)dx  =  [l .  arc  (sin  =  1)  +  Vl^^T» ]  —  [o .  arc  {sin  =  0)  -f  V^l  ^^0»] 

0 

oder  nach  gehöriger  Beduktion  und  in  Rück- 
sicht darauf,  dass: 

arc  (sin  =  1)  = 
ist:  ^ 

71 

arc  (sin  =  x)  dx  =  -^^ —  1 

0 


525).    fa 


arc  (cos  =  x)dx Führt  man  die  durch  farc  (cos  =  x)  dx 

^0  angedeutete  Integration  aus,  so  erhält  man 

(siehe  Auflösung  der  Aufgabe  393): 

a).  .  .farc  (cos  =  x)dx  =  x.arc(cos  =  x)  —  Vi  —  a;»  -f  C 
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• 

Da  in  dem  ganzen  Interrall  von  0  bis  1 
fOr  ein  positives  x,  also  hier  speziell  für 
einen  positiven  Cosinus  der  arcus  posi- 
tiv ist,  so  ist,  wenn  nur  das  letztere 
beachtet  wird,  die  Differentialfunktion 
arc(co8  =  x).dx  eindeutig  und  positiv 
und  man  hat  in  Rücksicht  auf  Gleichung  a). 
nach  der  in  der  Anmerkung  31  aufgestellten 
Integrationsformel  C}.: 

/  arc  (cos  =  x)dx  =  Ix.arc  (cos  =  ä)  —  V^l  —  «*  j 

0 

oder: 
arc  {cos  =zx)dx  =  [l .  are  (cos  =  1)  —  Vi  — 1*]  —  [O .  are  (cos  =  0)  —  Vi  —  0  J 

0 

oder  nach  gehöriger  Reduktion  und  in  Rück- 
sicht darauf,  dass: 

arc  (cos  =  1)  =  0 
ist: 

A).  .  .    /  arc  (cos  =:  x)dx  =  +1 


ß 


526).  J arc(tg,=  x)dx Führt  man  die  durch /arc  (^^  =  a?)  (fo? 

0  angedeutete  Integration  aus,  so  erhält  man 

(siehe  Auflösung  der  Aufgabe  394): 

a).  .  .  .f  arc  (ig  —  x)dx  =  x.  arc  (ig  =  a?)  — 

^^'Vl'^-aJ^  +  C 

Da  in  dem  ganzen  Intervall  von  0  bis  1 
für  ein  positives  Xy  also  hier  speziell  für 
eine  positive  Tangens  der  arcus  ein- 
deutig und  positiv  ist,  so  hat  man  in 
Rücksicht  auf  Gleichung  a).  und  nach  der 
in  der  Anmerkung  31  aufgestellten  Integra- 
tionsformel A).: 


/ arc  (tg  =:=  x)dx  =   1  x.arc  (ig  =z  x)  —  lg  Vi  +  ^*  1 


oder: 


jarc{tg-x)dx  =  [\.arc(tg  =  1)  —  Z^  Vi  +  1']  —  [O.arc  (f^  =  0)  -  Z^  Vi  +  0'] 


oder  nach  gehöriger  Reduktion  und  in  Rück- 
sicht darauf,  dass: 


7t 


und 

arc  (tg  =  1)   =   —    (s.  Brkl.  179) 

ist: 

Z^Vi  d.i,  Z^l  -  0 

A).  . 

.     / arc  (tg  =  o:)  da;  =  ^— - lgY2 

0 
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527).    jVa^  -  Ä»  dx Nach  der  Auflösung  der  Aufgabe  437  ist: 

a).  .  .  N  a^  —  x'Ax  =  -|  yfc^-^^^ -\' 

-2"  ^"'  V^**  =  t) 

Ist  in  dem  ganzen  Intervall  von  0  bis  a 
für  eine  positive  Integrationsvariable  (siehe 
Erkl.  345)  die  Differentialfunktion  eindeu- 
tig und  positiv,  so  hat  man  in  Bücksicht 
auf  Gleichung  a).  nach  der  in  der  Anmer- 
kung 31  aufgestellten  Integrationsformel  A).: 


V^a'  -  xr  dx  =   Tg  Ya^  —  x»  +  -|-  «rc  {sin  =  ^)1 


oder: 


/ 


oder: 
V  a'  "  x'^.dx  =  -g-  arc  («m  =  1)  +  "ö"  ^''^  (**•*  ~  ^ ^ 

0 

Da  nun: 

arc  (sin  =  1)  =  -^  und  arc  («in  =  0)  =  0 
ist,  so  hat  man: 


528).    A/;« 


'^  —  x'^dx Analog  wie  in  der  Auflösung  der  Aufgabe 

„,  527  erhält  man: 


oder: 


A).  .  .  -  -  /  V^a'  —  x'^.dx  =  -arc  f  sm  =  — \  -\-        Yd^  —  n'  — 

«n  =  —  I  —  — —  V  a* — m- 
a  /        2a 


m 

ah 


2 


(l— Vi2)^da; Ist  in  dem  ganzen  Intervall  von  0  bis  1 

0  für  eine  positive  Integrations variable  (siehe 

Erkl.  345)  die  Differentialfunktion  eindeu- 
tig und  positiv,  so  hat  man  in  Bücksicht 
auf  die  Auflösung   der  Aufgabe  442  nach 
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der  in  der  Anmerkung  81  aafgestellten  For- 
mel A).: 

/^         ^  _  S  r  <^  ^  -         1   1  /        '~7  /      ^  _ 

{l  —  Vx^)^dx  =      ^g  arc(sin  =  V^j)  — Yß-  V   l  —  Vx^  (8x^2  —  14«  + 

Der  Teil  des  bestimmten  Integrals,  welcher 
dem  oberen  Wert  1  der  Variablen  x  ent- 
spricht, ist: 

g 

-T^-  arc  (sin  =  1)  —  0 

10 

der  Teil  des  bestimmten  Integrals,  welcher 
dem  unteren  Wert  0  der  Variablen  x  ent- 
spricht, ist: 


/ 

0 


3 

-VT.-  arc  (sin  =  0)  —  0 
16 

Man  hat  somit: 
(l  —  V^a?')     dx  =  -j^  arc  {sin  =1) -^  arc  (sin  =  0) 


Da  nun: 


arc  (sm  =1)  =z  -. 


nnd 

arc  {sin  =  0)  =  0 

ist,  so  hat  man: 
A)..  .y  (l-Y^Vdx  =  A.  J~0  oder  =  | 


3  TT 

"32 


^ ■  -  -  (^a? Führt  man  die  durch  /-—   — da? 


an* 


gedeutete  Integration  aus,   so   erhält  man 
(siehe  Auflösung  der  Aufgabe  435): 

Ist  in  dem  ganzen  Intervall  Ton  0  bis  a 
für  eine  positive  In tegrations variable  die 
Differentialfunktion  eindeutig  und  positiv, 
so  hat  man  in  Rücksicht  auf  Gleichung  a). 
nach  der  in  der  Anmerkung  31  aufgestellten 
Formel  A).: 

0 

Führt  man  die  durch  das  Symbol  rechts 
angedeutete  Substitution  der  Werte  a  und  0 
für  X  und  die  durch  dieses  Symbol  ange- 
deutete Subtraktion  aus,  so  erhält  man  nach 
entsprechender  Vereinfachung: 
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/ 


-  da;  =  0  +  -^-  arc  (sin  =  1)  +  0 x-  «»"^  (****  =  0) 


V'S«^ 


Ä^ 


2 


0 

Da: 


7t 

arc  (sin  =  1)  =  —  und  arc  (sin  =  0)  =  0 
ist,  so  erhält  man  schliesslich: 

0 

Man  hätte  aach,  wie  bei  den  Auflösungen 
der  Aufgaben  533  bis  535  die  in  der  Auf- 
lösung der  Aufgabe  532  aufgestellte  allge- 
meine Formel  A).  benutzen  können. 


— :=-  dx Analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  530 

VI  —  «'  erhält  man: 

0 

A). .  .   /     -         _jr  dx  =  -7- 


.M 


582).     /    ,—  ^r^  dx Ist  in  dem  ganzen  Intervall  von  0  bis  1  für 

J^\\  —  x^  ßjßß   positive   Integrations variable    (siehe 

Erkl.  345)  die  Differentialfunktion  eindeu- 
tig und  positiv,  so  erhält  man  in  Bflck- 
sieht  auf  die  in  der  Erkl.  326  aufgestellten 
Formeln  nach  der  in  der  Anmerkung  81  auf- 
gestellten Formel  G).: 

a).  fttr  den  Fall,  in  welchem  n  eine  (po- 
sitive ganze)  gerade  Zahl  bedeutet: 

Jn--l)(n-3)  5  .       (n~l)(n^8)...5.3         l 

n(n-2)(«-4)  ^       "^'-'-^  nCn-2)(n-4")...6.4.2  '^J"^ 

(n  —  l)(n—3).. .5.3.1  ,  .  ,1^ 

, ih Tx — fi-T"o-  •  <^'rc(s%n  =  x) 

n(w— 2j(n  — 4)...6.4.2  ^  'Jq 

Erkl.  366.    Nach  den  in  der  Auflösung  der  Da  nun  für  den  oberen  Wert  1  der  Va- 

Aufgabe  532  aufgestellten  allgemeinen  Formeln  Labien   x   der    erste    Faktor   y\^sfi== 

A).  und  B).  ist,  wenn  n  irgend  eine  ganze  posi-  -r, —    -    ,           ^      .  j         vi  -vx           j«-, 

tive  Zahl,  also  2n  eine  gerade  und  2n+  1  Vi  -  1  oder  =  0  wird,  so  bleibt  von  dem 

eine  ungerade  Zahl  bedeutet:  ganzen  ersten  Glied  des  bestimmten  In- 

j  tegrals  nur: 

1^          r     ^^'^       ^           3.5.7...(2n  — 1)    n  ,        ,,,       „,        ,,, 

^-  •  7  Vr-7.  '*  =  -274.6-2«  -  2-        ^r'  ,^f-^  ,^-'ÄV-««(«n=  1) 
,      0    ^  n(n  — 2)(n — 4)...  6. 4. 2 

und 

21         /    *^*^^  2.4.6.  ..2n  übrig.   Da  ferner  für  den  unteren  Wert  0 

^'  *  '  /  Vi  —    2^^  ~  ^577     (2n+T)~      ^6^  Variablen  «  alle  die  Glieder,  welche  x 

0*^         ^  v-r;        als  Faktor  enthalten  =0  werden,  so  bleibt 

von  dem  ganzen  zweiten  Glied  des  be- 
stimmten Integrals  nur: 
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ErkL  367.  Ist  «  =  oo ,  so  erhfllt  man  aus 
den  in  der  Erkl.  366  aufgestellten  Gleichungen 
1).  und  2).  bezw.: 

l.O.U.f.*.. 


/l    afo  1.3.5.7... 

nnd     " 

yT^»         ~  "1.3X7...: 


71 

2 


und  hieraus  ergibt  sich: 

O.O.f....        7t 


2.4.6....  'Y 
n  2.4.6.... 


2.4.6._..^ 
1.0.0.  /.*•• 

2.4.6.... 


(n— l)(n— 3)...5.3.1  ,  .         ^v 

n(n— 2)(n~3)...6.4.2  ^  ' 

übrig  and  man  hat: 

J  Vl^x^ 

jn-i)(n-.3)...5  3.1  ^  ^^ _ 

n(n— 2)(n-4)...6.4.2         ^  ^ 

jn--l)(n-3).^.3.1    ^^^  («n  =  0) 
w(n-~2)(n— 4)...6.4.2 


oder,  da: 


71 


oder: 
mithin: 

^^'  "  •  Y  ""  T73T375757777.9T9...7 

d.  i.  der  Wallis  sehe  Ausdruck  für  tt. 


7t 


1.3.5.7....      I.Ö.5.7.... 


2.2.4.4.6.6.8.8.... 


and 
ist: 


arc  (8in  =1)  =    ö" 
arc  («n  =  0)  =  0 


da;  = 


(n-^l)(n— 3)...5.3.1     ^ 
:^(^ir2)(n— 4)...6.4.2  '  2 

b).  für  den  Fall,  in  welchem  n  eine  (posi- 
tive ganze)  nngerade  Zahl  bedeutet: 


2). 


/vil^-=[-'^'---^-B 


.»-1 


+ 


n(n— 2) 


X 


••-8 


+ 


u  1 

(n_l)(n-3)     n-^  (n-.yO»^l(**Z::5)^^^4^1 

^(»i7r2)(ti^4)^       -r----"T"     n(n-2)(n-4)...7.5.3  1    Jo 

Da  nun  für  den  oberen  WerJ;  1  der  Va- 
riablen  x  der  erste  Faktor  yfl—x'^  =  Vi  —  1 
oder  =  0  wird,  so  bleibt  von  dem  ganzen 
ersten  Glied  des  bestimmten  Integrals 
nichts  übrig.  Da  ferner  für  den  unteren 
Wert  0  der  Variablen  x  alle  die  Glieder, 
welche  x  als  Faktor  enthalten,  =  0  wer- 
den, so  bleibt  von  dem  ganzen  zweiten 
Glied  des  bestimmten  Integrals  nur: 
A/r— oi  (n-l)(n-3)... 6.4.2 
_yi  — U    •  -(„_2)(n-4)...5.3.1 

übrig,  und  man  hat: 

/■'    «"       ^  n      r     VT— 6     («-l)(«-_3)i--6-Ai2  1 


oder: 


B). 


(„_!)(„ —3)  .^6 .4 . 2_   ^^^^^^  jj^^j  3gj  ^  8g,j 


/^     *"        j     _     (n— l)(n— 3)._^6.4.2 
Vi-«»'        ~    nF-2)(n-4)..  5.3.1 

0 


533).    f-^-dx 


•       •       • 


Nach  der  in  Auflösung  der  allgemeinen 
Aufgabe  532  aufgestellten  allgemeinen  For- 
mel B).  hat  man: 

/»i     a;»         ,  2 

^)-  •  •  /vTr-.T  '**  =  3Tf 
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534).     j       ^      dx Nach  der  in  Auflösung  der  Aufgabe  532 

J  yl  —  x'^  aufgestellten  allgemeinenFormel  A).  hat  man: 


.,  n     cc^         .  3.1      n 

A).  .  .    /  — -       — -  ax  =     .  ^  •  v»- 

^        J  Yl-x^  4.2     2 


535).     j-—z—^—  dx Nach  der  in  Auflösung  der  Aufgabe  532 

J  Vi— -x'  aufffestellten  alleemeinen  Formel  B\  hat  man: 


0 


aufgestellten  allgemeinen  Formel  B).  hat  man: 
..  r^     x^        .  4.2 

A).  .    .      /  -    .   _ — rr-  dx   =    -t— 5-^ 
J    yi^^l  5.3.1 


536).  y* 


00      1 

,.        ^.n  ^« Ist  in  dem  ganzen  Intervall  von  0  bis  od 

^    •  ^  '^  für  eine  positive  Integrations variable  (siehe 

£rkl.  345)  die  Differentialfunktion  eindeu- 
tig und  positiv,  so  erhält  man  in  Back- 
sieht  auf  die  in  der  Erkl.  328  aufgestellte 
Formel,  nach  der  in  der  Anmerkung  31  auf- 
gestellten Formel  C).: 

..  r^_\ j     _  r_   ^        r         ^  _i_  2w~3  1  , 


•  •  •  •      t 


0 

(2«— 3)(2n— 5)...5.3 


1 1   .    (2n-3)(2n-5)...5.8.1  _    1°° 

(2n~4)(2n~6). .. 6.4.2  *  1 +  a:«J  "^  "(2n-2)(2»-4)... 6.4.2" '  *^^^^^~*^Jo 

Da  nun  für  den  oberen  Wert  oo  der  Va- 
riablen X  alle  die  Glieder,  welche  x  im 
Nenner  enthalten,  =  0  werden,  so  bleibt 
von  dem  ganzen  ersten  Glied  des  be- 
stimmten Integrals  nur: 

(2n— 8)(2n-5)...5.3.1         . 
■(2;^2)(2 n-4)...6.4.2  '*'"" ^^  =  "^^ 

übrig;    da  ferner  für  den  unteren  Wert  0 

der  Variablen  x  der  erste  Faktor  ^  ^  ^  =  0 

2n — 1 

wird,   so  bleibt  von  dem  ganzen  zweiten 

Glied  des  bestimmten  Integrals  nur: 

(2n~3)(2n-5)...5.3.1  ^^   ..    _  .. 
"(27^2)(2li^4)...6.4.2  ^'^"^^^  =  ^^ 

übrig  und  man  hat: 

00     1  ,     _   (2n-3)(2n-5)...5.3.1 

(1  +  a:.yr  ^^  -  -(2^^(2^_  4)::X4:2-  '*'^"  ^^^  =  °°^  - 

(2n-3)(2n-5).. .5.3.1         ,,         ^. 

"(2n::r2)(2n:Z4[:::6:4-:2  ^'"('^  =  ^) 
oder,  da: 

TT 

orc  {tg  ui=  oo)  =     -  und  arc  (f^  =  0)  =  0 

ist: 

A^         f^-^^     ^-     -    (2n--3)(2n-5)...5.8.1     tt 
^'  ■  V  a  +  ^T         ■"  l2n-2)(2",^::i4)T.6:4:2  •  2' 


/ 
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b).  Aufgaben,  gelöst  mittels  Anwendung  der  Formel: 

f(x)dx  =Jf(x)da!+Jf{x)dx 

—  a  — a  -|-0 

f(x)dx   angedeutete  Integration  auszufahren, 

—  a 

80  hat  man  nach  der  Anmerkung  37  zu  beachten,  dass  der  durch  jenes  Symbol  ange- 
deutete Vorgang  aus  zwei  Vorgängen  zusammengesetzt  ist,  dass  in  dem  einen  derselben 
die  Integrationsvariable  (siehe  Erkl.  345)  negativ,  in  dem  andern  aber  positiv  ist, 
dass  ferner  ein  Differential  des  in  dem  ersten  Vorgang  entstehenden  Integrals,  in  welchem 
die  Integrationsvariable  negativ  ist,  „identisch'*  sein  muss  mit  einem  Differential  des 
in  dem  zweiten  Vorgang  entstehenden  Integrals,  in  welchem  die  Integrationsvariable  posi- 
tiv ist,  wenn  die  beiden  Vorgänge  einen  einzigen  ununterbrochenen  Vorgang  bilden 
sollen,  wenn  das  Resultat  dieser  beiden  Vorgänge  ein  einziges  Integral  (eine  ununter- 
brochene oder  stetige  Grösse)  sein  soll. 

£in  solches  Differential  f{x)dx^   durch  welches   diese   notwendige  und  hin- 
reichende Bedingung   für  die  Entstehung   eines   einzigen  Integrals   in   dem   durch 

f(x)dx  angedeuteten  Vorgang  stets  erfüllt  wird,  ist  dasjenige,  mit  welchem  jene 


/' 


—  a 

beiden  Integrationsvariablen  einen  gemeinsamen  Anfang  oder  ein  gemeinsames  Ende, 
mit  welchem  sie  also  einen  gemeinsamen  kleinsten  oder  grössten  Wert  haben.  Da  nun 
ein  Integral,  welches  eine  solche  stetige  Funktion  von  der  unabhängigen  Variablen  x  ist, 
die  mit  abnehmendem  x  abnimmt  oder  mit  wachsendem  ac  wächst,  ihren  klein- 
sten bezw.  grössten  Wert  hat,  wenn  diese  Variable  x  den  Wert  0  bezw.  den  Wert  oo 
hat)  indem  ferner  ein  Integral,  welches  eine  solche  stetige  Funktion  von  der  unabhängigen 
Variablen  x  ist,  die  mit  abnehmendem  x  wächst  oder  mit  wachsendem  x  ab- 
nimmt, ihren  kleinsten  bezw.  grössten  Wert  hat,  wenn  diese  Variable  x  den  Wert  oo 
bezw.  #en  Wert  0  hat,  und  da  ferner  die  Differentiale,  mit  welchen  eine  veränderliche 
Grösse  zu  einer  konstanten  Grösse  wird,  einen  konstanten  Wert  hat,  =  0  sein  müssen, 
wenn  diese  Grösse  als  eine  für  sich  bestehende  Grösse,  als  eine  Grösse,  die  einen 
Anfang  bezw.  ein  Ende  hat,  gedacht  werden  soll,  und  einem  solchen  Differential,  wel- 
ches ^  0  ist,  jede  Bedeutung  beigelegt  werden  kann,  also  auch  positiv  und  negativ 

f{x)  dx  angedeuteten  Vorgang  die 

—  a 

positive  und  die  negative  Integrations variable  zu  kleinsten  Werten  den  Wert  0  und 
mit  diesem  Wert  0  der  Integrationsvariablen  die  beiden  in  diesem  Vorgang  entstehenden 
Integrale  ein  Differential  gemeinsam  haben  (einen  gemeinsamen  Anfang  bezw.  ein  gemein- 
sames Ende  haben),  aus  der  in  Anmerkung  37  aufgestellten  Formel  AJ.: 


f{x)  dx  =  I  f(x)  dx  -\-  Ifix)  dx 


die  besondere  Formel: 


-6  -\-c 


f(x)dx  =  /f[x)dx+  lf(x)dx 


—  a  4-0 

Bemerkt  sei  an  dieser  Stelle  beiläufig,  dass  wenn  in  jenem  Vorgang  die  entgegen- 
gesetzten Integrationsvariablen  zu  kleinsten  Werten  den  Wert  0,  zu  grössten  Werten 
den  Wert  oo  haben^  diese  Formel  in  die  Formel  übergeht: 

/•4-  00  /»—  0  /»-f-  00 

f(x)  dx  =  Ifix)  dx  -f  Ifix)  dx 

—  00  —  00  -j-0 

Durch  jede  Seite  dieser  Formel  ist,  wenn  auch  mit  dem  Werte  oo  der  Integrations- 
variablen die  beiden  in  jenem  Vorgang  entstehenden  Integrale  ein  Differential  gemeinsam 
haben  (ein  gemeinsames  Ende  bezw.  einen  gemeinsamen  Anfang  haben),  ein  sogenanntes 
geschlossenes  Integral  dargestellt. 
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Anmerkung  43.    Ist  in  dem  durch  Ifiafjdx  angedeuteten  Vorgang  (für  eine  negative  In- 

—  a 

tegrationsvariahle)  in  dem  ganzen  Integrationsintervall  von  0  bis  a  die  Differentialfnnktion 
f(x)dx  eindeutig  und  negativ  bezw.  positiv,  ist  also  nach  den  in  der  Anmerkung  31 
aufgestellten  Formeln  F).  und  H).: 

y— 0  ^  _ 

f{x)dx  =  —  [F(— a)-i?^(— 0)]  oder  =  —  [F(— a:)]    oder  =  —  [-F(x)] 


a 


a 
0 
—  0 

a 


oder  =  [F{x)\ 
bezw.  nach  den  in  der  Anmerkung  31  aufgestellten  Formeln  E).  und  G).: 

f{x)dx  =  -f  [F(_a)- J'C— 0)]  oder  =  {F{-^x)\    oder  =  \F{x)\_ 


—  a 

0 


—  a 


f{x)  dx 


ist  femer  in  dem  durch  jf{x)dx  angedeuteten  Vorgang  (fQr  eine  positive  Integratioos- 

variable)  in  dem  ganzen  Integrationsintervall  von  0  bis  h  die  Di£ferentialfanktion  f{x)  dx 
eindeutig  und  positiv  bezw.  negativ,  ist  also  nach  den  in  der  Anmerkung  31  auf- 
gestellten Formeln  A).  und  C).: 

b).  .  .ff(x)  dx  =  [F{+h)^F{+0)]   oder  =  [F{x)t^^ 
H-o 
bezw.  nach  den  in  der  Anmerkung  81  aufgestellten  Formeln  B).  und  D).: 

\)...fnx)dx  =  -[F(+6)--F(+0)]  oder  =  --[F(a5)]^*  oder  =  [2^(«)]^^' 
4-0 
so  kann  man  aus  der  in  der  Anmerkung  42  aufgestellten  Formel  A).:        < 

f(x)dx  =    lfix)dx-}-If(x)dx 

—  a  —  a  +0 

in  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  a).  und  b).  die  Formel: 

fix)  dx  =  -  [F(-a)  -  F(-0)]  +  [F{+b)  -  Fi+O)] 

—  a 

d.i.  =  i^(+&)-JP(— a)  oder  =  [F(x)]^^ 
in  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  a).  und  bi).  die  Formel: 

B) ff(.x)dx  =  -[F(-a)-F(-0)]-\ [F{+l)-F{+0)] 

—  a 

in  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  a^).  und  b).  die  Formel: 

C).  .  . Jf{^)dx  =  [F(-a)-2^(-0)]  +  [F(+6)-F(+0)] 

—  o 

in  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  ai).  und  b^).  die  Formel: 

f(x)dx  =  +[F(-a)-F(-0)]~[F(+5)-F(+0)] 


—  a 

a 


d.i.  =  F(—a)—F(+h)  oder  =  [F{x)] 
herleiten. 


' 
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Anf gaben:  Lösnngen: 

Man  soll  die  in  nachstehenden  Aufgaben 
angedeoteten  Integrationen  ausfahren. 

(«*  — a?  —  2)dx Nach  der  in   der  Anmerkung  42  aufge* 

—  1  stellten  Formel  A).  ist: 

- 1  —1  +0 

oder  auch  in  anderer  Schreibweise  (siehe 
Anmerkung  31): 

{x^^x-2)dx  =/((—a?)'—(--rr)— 2).— da: +/((+«)»—(+«)— 2). +ciar 

—  10  0 

Zur  Bestimmung  der  beiden   die  rechte 
Erkl.  368.  Zur  Bestimmung  des  Vorzeichens  Seite   der   Gleichung   a).    [oder   der    Glei- 
des  Differentialkoeffizienten:  a:'— a;— 2  in  der  chung  a,).]  bildenden  Integrale  beachte  man, 
Aufgabe  537  beachte  man  folgendes:  dassder Differentialkoeffizient (a;2-aj-2} 

Der  Ausdruck:  f  ~*-2  stellt  irgend  eine  ^^^^^^  negativesa:,  d.i.(-«)2-(-a;)-2, 
?/Tr  t'^'^'^'^^^^nf'^*'  Funktion  von  x  ist,  ^  ^  |  j^j  3^  positiv  ist,  dass  der 
symbohsch  dargestellt  durch:  Differential koeffizie^nt  (x^-~x^2)  für  ein 

a) a:'  — a:  — 2  =  f(x)  positives  X,  d.i.  (-ha;)'— (+a:)  — 2,  nach 

oder  einfacher  durch:  jener  Erkl.  868  ebenfalls  positiv  ist. 

^2_     _2  =  u  Hieraus  und  in  Rücksicht  darauf,   dass 

für  ein  negatives  x  das  Differential  dx 

bczw.  durch:  negativ,   dass  für   ein   positives  x  das 

aj t*  =  ä' — a:— 2  Differential  dx  positiv  ist,  ergibt  sich,  das» 

Ist  nun  die  Grösse  u  in  der  durch  diese  Glei-  ?J^^^'^^??PV!?  Integrationsvariable  die 
chimg  ausgedrückten  Beziehung  eine  solche  Differential  tun  ktion  (a:^— a;— 2)«ia;  nega- 
Funktion  von  der  (an  und  für  sich  unbestimmt  tiv,  dass  für  eine  positive  Integrationsva- 
gelassenen)  veränderlichen  Grösse  a;,  welche  mit  riable  die  Differentialfunktion  (x^-o;- 2) (2 ar 
abnehmendem  x  abnimmt  (oder  was  im  all-    positiv  ist. 

gern  einen  dasselbe  sagt,  welche  mit  zunehmen-  Ist  nun  in  dem  ganzen  Intervall  von  0 
dem  X  wächst),  so  ist  nach  der  Anmerkung  33  bis  1  für  eine  negative  Integrations variable 
die  Grösse  u,  di  (siehe  Anmerkung  12)  die  ^^^^yie  Erkl.  345)  die  Differentialfunktion 
durch  a:» --a:  -  2  dargestellte  Integralf^^^^^  ,_  ^^  eindeutig  und  negativ 
'^on  X,  positiv  oder  negativ,  sobald  die  not-  >.  .  ^  r  .  ,  ^  t^  "«e»!,* 
wendige  und  hinreichende  Bedingung  er-  ift,  ist  ferner  in  dem  ganzen  Intervall  von 
füllt  ist,  dass  ein  Differential  positiv  bezw.  ^  bis  2  für  eine  positive  Integrationsva- 
negativ  ist,  oder  dass  die  aus  der  Integral-  riable  die  Differentialfunktion  {x^  —  x  —  2)dx 
funktiona;'—a;  — 2  abgeleitete  erste  Differential-  eindeutig  und  positiv,  so  erhält  man  in 
funktion  positiv  bezw.  negativ  ist  (siehe  die  Rücksicht  darauf,  dass  nach  der  Erkl.  369:- 
Erkl.  370).  Aus  der  Gleichung  aj).  erhält  man  /•  s  ai? 
dnrch  einfache  Differentiation:  b).  .  .  /(x^  —  a?— 2)da;  =  -   — — 2a;+(7 

du  =  2xdx  —  dx 
oder:  ^^^^  ^^^  ^^^  Gleichung  a).  nach  den  in  der 

,,  ,  ,«       ,x  ^  Anmerkung   31    aufgestellten   Formeln   F). 

In  dieser  Gleichung  stellt  der  Ausdruck  :2  a;  —  1  «_l_  2 

wiederum  eine  Grösse  dar,  welche  eine  Funktion    j)    ^      //^2 x—2)  dx  = 

von  x  ist,  symbolisch  dargestellt  durch:  J 

c). ..  2x^1  =  rix)  r^'S^'o  T\  r^i_?i      1~^^ 

oder  einfacher  durch:  [^3         2  J    ,      1    ^  2   ^      Ji 

^~"    ""  ^  Aus  dieser  Gleichung,  oder  auch  direkt 

bezw.  durch:  nach  der  in  der  Anmerkung  43  auf- 

Ci) V  =  2aj--I  gestellten  Formel  A).  ergibt  sich: 


(+2)' 
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Ist  nun  die  Grösse  v  in  der  durch  diese  Glei-  /•+«  r^a      ^.1  -1—2 

chung  ausgedrückten  Beziehung  eine  solche   la).     /(x*— «— 2)da5  =  I-ö o 2jrj 

Funktion  von  der  veränderlichen  Grösse  x,  ^_^  L**^  J_i 

"welche,  analog  wie  vorhin,  mit  ahnehmendem 

X  abnimmt,  so  ist  nach  der  Anmerkung  33   oder; 

die  Grösse  v,  d.  i.  die  durch  2x — 1  dargestellte      /,-f.2  r/_i_o  s 

Integralfunktion  von  rr,  positiv  bezw.  negativ,    j  t^i ^ 2)dx  =  f^  '  ^ 

sobald  die  notwendige   und   hinreichende  J  L     ^ 

Bedingung   erfüllt  ist,   dass   ein  Differential  ""^  -.       ^, -.3        . -.,  ^ 

positiv  bezw.  negativ  ist,  oder  dass  die  aus  2(-f-2)| 1^ -^ ~ — 2. (—1)1 

der  Integralfunktion  2x  —  1   abgeleitete  erste  J      L     ^  2  J 

Differentialfunktion  positiv  bezw.  negativ  ist.   oder : 

Aus  der  Gleichung  cj.  erhält  man  durch  ein-      />4-2 

fache  Differentiation :  /  (a;i — a; — 2)  io;  =  (  -  —  -  -  —  4)  — 

d) dt?  =  2dx  —1 

Hieraus  ergibt  sich  folgendes :    Da  für  ein  | L  _}_  2 ) 

negatives  x  das  Differential  da?  negativ  ist,   mithin:  \      3         2         ^ 

so  ist  nach  Gleichung  d).  das  Differential  dv 

(oder  2dx)  negativ,  ist  aber  dv  negativ,  so  /*+^  10        7 

ist  auch  die  Grösse  v  bezw.  nach  Gleichung  Cj ).   ^  •  -  li^^—oc — 2)dx  =  — ^  — 
die"  durch  2x  —  1   dargestellte  Grösse  für  ein  _i 

negatives«  negativ.  Ist  aber  2a: — 1  nega-  oder  =  —472 

tiv,  so  muss  nach  Gleichung  b).,  da  für  ein 
negatives  x  das  Differential  dx  negativ  ist, 
das  Differential  du  [bezw.  {2x — 1)  da:]  positiv 
sein.  Ist  aber  du  positiv,  so  ist  auch  die 
Grösse  u  bezw.  nach  Gleichung  aj.  die  durch: 
x"^  —  X  —  2  dargestellte  Grösse  für  ein  nega- 
tives X  positiv. 

In  ganz  derselben  Weise  ergibt  sich  aus  den 
Gleichungen  d) ,  c,).,  b).  und  a^).,  dass  für  ein 
positives  x  der  Reihe  nach:  dv  bezw.  2dx 
und  V  bezw.  2a; — 1  positiv,  dass  ebenso  du 
bezw.  (2x  —  l)dx  und  u  bezw.  x^ — x  —  2  posi- 
tiv sind. 

Erkl.  369.  Die  durch  f(x^— x—2)  dx  an- 
gedeutete Integration  kann  man  wie  folgt  aus- 
führen: 

ä).  .  .J'{x^'-'X — 2)dx  =  fx^.dx  —  fx.dx  —  f2,dx 

und  hieraus  erhält  man  nach  der  in  Antw.  auf 
Frage  14  aufgestellten  Integrationsformel  la)  : 

1) 


.  ,  .y(x»-«-2)da;  =  -3---?' -2«+C 

Für  eine  positive  Integrationsvariable  ist 
hiernach: 

•  .  .J{x^-x-2)dx  =  i+*)-_i-ti")l_2(+x)  +  C  d.i.  =  -^g-_-^'--2«  +  c 


a) 


für  eine  negative  Integrations variable  ist  nach 
der  Gleichung  1).: 


b).  .  .ßx^^x-2)dx  =   L_^)-_L^^-i  +  2.(-a!)  +  Cd.i.  =  --^^*--.-J— 2x  +  C 


■h4 


/•■t-4 
(x'  — a:  — 2)da; Analog  wie  in  der  Auflösung  der  vorigen 
—  1  Aufgabe  537  erhält  man  in  Rücksicht  darauf, 

dass  nach  der  Erkl.  869: 
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a 
ist 


).  .  .  f(x^'^x~2)dx  =  ^-^-^  —2x+C 


[(lUi-<--!)'._,,_„] 


.+» 


539).     I  nhcyl-^-^jdx Nach  der  in  der  Anmerkung  42  anfge- 

*lL  a  stellten  Formel  A).  und  in  Rücksicht  darauf, 

dass  nhc  ein  konstanter  Faktor  ist,  hat  man: 

Erkl.  370.  Zur  Bestimmung  des  Vorzeichens  ^4-a 

•  /           /         X  \ 

des  Differentialkoeffizienten  1  —  ^  in  der  Auf-  a). .  .y  ^  6  c  |^1  —  -^  j  da:  = 

gäbe  539  kann  man  folgendes  beachten:  "''         _o                      /»+a 

Der    Ausdruck   1  —  -^   stellt   irgend   eine  nhc.\J(\  —  ^)dx  +J (l  —  ^^dx\ 


Grösse  dar,  welche  eine  Funktion  von  x  ist,                          "                        '^^ 

symbolisch  dargestellt  durch:  jg^  ^^^^  j^  ^^^^  g^^^en  Intervall  von  0 

H  _  J5^  __  f  /  N  bis  a  für  eine  negative  Integrationsvariable 

^ a»  ■"  '  ^  ''  (siehe   Erkl.  345)   die   Differentialfunktion 

oder  einfacher  durch: 


x^ 


(l — —2)^^  eindeutig  und  negativ,  ist 

1  — ^  =  ^  ferner  in  dem  ganzen  Intervall  von  0  bis  a 

bezw.  durch:  ^Clr  eine  positive  Integrationsvariable  die 

a,) M  =  1 --  Differentialfunktion  (l — %)  dx  eindeu- 

,  ^         j.   r.  «  '    A     A     X.  A'      ni  •  tig  und  positiv  (siehe  Erkl.  370),  so  er- 

Ist  nun  die  Grösse  u  m  der  durch  diese  Glei-  ,  «?.    _„„*^ .     u««i,;;^Ufr    ^„»„„^     aH^   «««k 

chung  ausgedrückten  Beziehung  eine  solche  ^*^^  J!"^°  in  Rücksicht   darauf,   dass  nach 

Funktion  von  der  (an  und  für  sich  unbestimmt  ^®^  rirkl.  371 : 
gelassenen)  veränderlichen  Grösse  07,  welche  mit  /*  2v  ^3 

abnehmendem  rc  wächst,  so  ist  (ganz  ana-  b).  ../(l Adx^x — ^  -^  +  ^ 

log  wie  in  der  Erkl.  868  gesagt)  die  Grösse  u  ,        J  \        «v  Sa^ 

positiv  bezw.  negativ,  sobsdd  die  notwen-  .  .    ^^  ,    ,^^  .     j^„   A^^r.^i,^^^  oi    ««4?«.» 

dige  und  hinreichende  Bedingung  erfüllt  ist    nach  den  in  der  Anmerkung  31  aufge- 

ist,  dass  nach  der  Anmerkung  34  ein  Differen-  stellten  tormein  t).  und  A).: 

tial  (umgekehrt)  negativ  bezw.   positiv  ist.  1  ^ 

Aus  der  Gleichung  a,).  erhält  man  durch  ein-  ^^        /Tj,^/i       ^^\^^ 

fache  Differentiatfon:  l)...Jnbe(l-  -^j  dx  = 

Hieraus  ergibt  sich,  dass  iQr  ein  negatives  ^ 

X  (ia  welchem  Fall,  wohl  zu  beachten,  auch  und  hieraas,   oder  auch  direkt  nach  der 

ix  negativ  ist)  das  Differential  in  der  Anmerkung  43  aufgestellten  Formel  A).: 

2.(-a;)        , 
<*«  = -^^'-.-dx  ^+a  ^j 

1  q'\  /  TT  6  C  I  1  "^    -        I  (2wC    — 

also   hiernach    negativ    ist,    dass   also   die  J  \        a^J  _  % -^4-a 

x^  —  a  ^      I  *L    I 

Grösse  u,   bezw.  die  Grösse  1 ^  (welche,  ttociä      3^2! 

wie  gesagt,  eine  solche  Funktion  von  x  ist,  die  oder: 
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mit  abnehmendem  x  wächst,  siehe  Anmer-  /»-f-«  ^2v 

kung  34)   für  ein  negatives  x  positiv  ist.  /nhcll 2)^^  = 

Ferner  ersribt  sich  aus  Gleich.  bV.  dass  auch  J  ^         ^  ' 


Ferner  ergibt  sich  aus  Gleich,  b).,  dass  auch 
für  ein  positives  x  das  Differential  du  nega- 


—  a 


tiv  ist,  dass  also  auch  jene  Grösse  m,  bezw.    :?r  &  c .  j  ff  4^  g)      ^"T" ^M r(_(i)_>i ^ -1  I 

die  Grösse  1 s-  für  ein  positives  x  po-     j._ 


^2    *«*    .*«    l^vo^.xT^o    *    ^«-    ^^gj.. 


siiiv  isi  (siene  AnmerK.  ö4j.  /»-r-    ,        ^j. 

Nach  dieser  Ausführung  ergibt  sich,  dass  für  /nhcll ^\dx=: 

eine   negative  Integrationsvariable  in   dem  *_ «                              r                             1 

durch   /(l  —  ^A  dx  angedeuteten  Vorgang  das  nhc  .^a—-^-\-a        ^J 

/  ^    x^\  /         mitJiin: 

Differential  (l :;)dx  negativ  ist  ( weil  /»+"    /         ^2\  4. 

1 --     -  positiv  und  dx  negativ  ist),   dass  J  \        a*/  3 

für  eine  positive  Integrations variable  das  Diffe- 

1 2/^*  positiv  ist  I weil  1 ^ 

positiv  und  dx  positiv  istV 

Erkl.  371.  Die  durch  /7l  —  -^)  dx  ange- 
deutete Integration  kann  man  wie  folgt  aus- 
führen: 

mithin  ist: 
Man  hat  also  für  ein  positives  x: 

m 

für  ein  negatives  x: 


o40).    -  ^ —  I  (a^^x^)dx Analog  wie  in  der  Anflösnng  der  Aufgabe 

^  ^  "La  539  erhält  man  in  Rücksicht  darauf,  dass: 

a).  .  .  ßa^  —  x'^dx  =  a^.x^~-^C 

ist,  nach  der  in  der  Anmerkung  43  aufge- 
stellten Formel  A). : 

—.—  '  I  {a^  —  x^)dx  =  — i  —  •!  a^x  —  -^-  I 

*•'•  =  -.^•[(•M+">-*,''!^)-(«'<-«,-fc?'-)] 

oder: 

A). .  .  — ,  —  .  /  (a'  —  x^dx  =  -s 


—  o 


Aufgaben  zur  Einübung  in  dem  Aufsuchen  bestimmter  Integrale  ohne  Transformation.    399 

/-\-a    j 
—  :=ri:^^=^dx Nach   der  in  der  Anmerkung  42  aufge- 
Va*  — «'  stellten  Formel  A).  ist: 


—  a  —  o 


/ 


+  0 


da? 


Ist  in  dem  ganzen  Intervall  von  0  bis  a 
sowohl  fttr  ein  negatives  x  als  anch  für 
ein  positives  x  der  Differentialkoeffizient 

- eindeutig  und  positiv,  so  ist 

V  a'  —  ac' 

für  eine  negative  Integrationsvariable  (siehe 

Erkl.  345)  in  dem  ganzen  Intervall  von  0 

bis  a  die  Differentialfanktion  -^       dx 

Va^  —  x^ 
eindeutig  \ind  negativ,  für  eine  posi- 
tive Integrationsvariable  ebenfalls  eindeu- 
tig aber  positiv. 

In  Rücksicht  darauf,  dass  nach  der  Auf- 
lösung der  Aufgabe  307: 

h).  . .  /—^.-- dx  =  arc  [sin  =  — )  +  0 

ist,  erhält  man  somit  nach  jener  Gleichung  a). 
und  nach  den  in  der  Anmerkung  31  aufge- 
stellten Formeln  F).  und  A).: 

1).  .  .   /- dx  =  I  arc  (sin  =  — )  1      + 1  arc  (sin  =  — )  1 

J  Va^-x-^  L       ^  «^J-«^L       ^  «^J^-o 

und  hieraus  [oder  auch  direkt  nach  der 
in  der  Anmerkung  43  aufgestellten  For- 
mel A).] : 

la).  .  .    /--- .^  dx  =  I  arc  (sin  —  — )  I 


—  o 


d.  i.  =  arc  ysin  =  — \  —  arc  ( «in  = \ 

Beachtet  man,  dass: 

arc  \sin  =  — \  oder  arc  (sin  =  1)  = 


n 
'2" 
und  dass: 


arc  \sin  = j  oder  arc{sin  =  — 1)  =  — - 

ist,  so  erhält  man  in  Rücksicht  darauf  aus 
der  Gleichung  la).: 


—  a 


400  Integralrechnung  I.  —  1.  Teil. 


—  00 


+_oo  JL^ 
+  2bX'j'Cx^" stellten  Formel  Ä)i  ist: 


542).     f- — i^b».^  .  ^^2  ^* Nach  ^er  in  der  Anmerkung  42    aufge- 


Erkl.  372.    Ist  das  Vorzeichen  des  Diffe- 


'H-oo       1 


*)•  •  •  Ja   I   okI   ■    ^^2   ^^  = 


—  00 


rentialkoeffizienten: '^- r-   nur     f. i das^- f—^- - dx 

a-\-2bx-\-cx^  /  a  +  2bx-\-cx^  ««^"T/  a-j-^bx  +  cx^ 

ahhängig  von  dem  Divisor  a  +  26a:  +  ca?',  so  \_^                                 ^q 

kann  man  dasselbe,  analog  wie  bereits  in  der 

Erkl.  368  angedeutet,  wie  folgt  bestimmen.  Ist  in  dem  ganzen  Intervall  von  0  bis  od 

Man  setzt:  sowohl  für  ein  negatives  x  als  auch  für 

a).  .  .     .   u  =  aA-2bx-\-cx^  ^^°  positives  x  der  Differentialkoeffizient 

hieraus  ergibt  sich:  a  +  26a?  +  ca;^     eindeutig   und    positiv 

du  ==  2bdx-\-2cxdx  (siehe  Erkl.  372),  so  ist  für  eine  negative 

oder:  Integrationsvariable  (siehe  Erkl.  345)  in  dem 

b).  .  .  .    du  =  (2b  +  2cx)dx  ganzen  Intervall  von  0  bis  oo  die  Bifferen- 

Nun  setze  man:  tialfunktion  — — ^— — ■ -dx  eindeutig 

a'\'2bX'\-cx* 

c) V  =  25  +  2ca;  und  negativ,  für  eine  positive  Integra- 

hieraus  ergibt  sich:  tions variable    ebenfalls    eindeutig   aber 


d) dv  =  2cdx 


positiv. 
In  KQcksicht  darauf,  dass  nach  der  Auf- 


Für  ein  positives  x  ergibt  sich  (in  Rück-  lösung  der  Aufgabe  342: 

sieht  darauf,   dass  für  ein  positives  x  das  ^ 

Differential  dx  positiv  ist)  aus  Gleichung  d).   m.  ,  .    / z ^^  — 

ein  positives  dv,  folglich  nach  Gleichung  c)  J   a  +  2fea;  +  ca;' 

ein  positives  i;bezw. ein  positives  (2&-j-2ca;);  -                r          t  / 2 — /         >\t 

für  ein  positives  (26-j-2ca;)  ergibt  sich  aus grc  1  tg  =  A/       ^       (x-\--\  l-f-C 

Gleichung  b).  ein  positives  du,  folglich  nach  Yac—b^         L            ^    ac—b^\        2/J 

Gleichung  a).  ein  positives  u  bezw.  ein  posi-  .  .        ,  ^.^                  ..           j      m  •  t.           % 

tives   a  +  26a;  +  ca;^  vorausgesetzt,   dass  u  ^8^»  erhält  man  somit  aus  der  brleicliung  aj. 

und  V  in  den  durch  die  Gleichungen  a).  und  c).  nach  den  in  der  Anmerkung  31  aufgestellten 

ausgedrückten  Beziehungen  solche  Funktionen  Formeln  F).  und  A).,  oder  nach  der  in  der 

von  X  sind,   die  mit  abnehmendem  x  ab-  Anmerkung  43  aufgestellten  Formel  A).: 

nehmen.  ,           -                                    « 

Für  ein  negatives  x  ergibt  sich  (in  Rück-  /ZL?^__i 

sieht  darauf,   dass  für  ein  negatives  x  das  J  a-\-2bx-\-cx^ 

Differential  dx  negativ  ist)  aus  Gleichung  d).  —00                      

ein  negatives  dt?,  folglich  nach  Gleichung  c).  r     __\f     c*     /        ^\ll^°^ 

ein   negatives   v   bezw.   ein   negatives  ^^^  1  *p  =   y    ^g__j2  \*  "^  2  /  1  1 

2fc  + 2car;  für  ein  negatives  26  + 2ca?  ergibt  Q^ßj.            ^                                           JJ— 00 

sich  aus  Gleichung  b).  ein  positives  du,  folg-  *      />4-oo      i 

lieh  nach  Gleichung  a)   ein  positives  u  bezw.  / r- ^rv  — j ir^^  =^ 

ein    positives    a  +  26a?  +  ca;';    hierbei    ist  J  «  +  ^öa?  +  cx' 

wiederum  vorausgesetzt,   dass  u  und  v  in  den  ~  °° 

durch  die  Gleichungen  c).  und  e).  ausgedrückten  ^     1 r       /.    __    .      v ,.    _.  __  q^ni 

Beziehungen    solche   Funktionen   von  x    sind,    Yac 6'  "t"    '  ^"  '\ 

die  mit  abnehmendem  x  abnehmen. 

Da  also  hiernach  für  ein  negatives  x  und  mithin,  da: 

auch  für  ein  positives  x  in  dem  Differential-  ,,         ,      x          .    "t 

^             1  arc(/5f  =  +  cx))  =  +-Ö- 

koeffizienten    t—t.. — . —  -^    der    Nenner:  „„^ 

a-\-  lbx-\-cx^  """                                        ^ 

a'\-2hX'\'Cx'^  positiv  ist  (wenn  der  Nenner  arc{tg  =  —  00)  =  —  ^- 

eine  solche  Funktion  von  ds  ist,  welche  mit  ab-  ist: 

nehmendem    x    abnimmt    und    zwar   ganz  /*+oo      i 

einerlei,  ob  x  positiv  oder  negativ  ist),  so  ist  A).  .  .  /~\2bx-\-cx'^ 

auch  der  Differentialkoeffizient  — —^  -  - ,  — .,  —  00 

sowohl  für  ein  positives  als  auch  für  ein nega-       -_   _     -  (+  o i  )   °^®^  =  -7^^^^— 

tives  ic  positiv.  Y ac — 6^  ^      ^             ^^                  Vac  — ö* 


dx  = 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a,  M.  1881, 

Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ansffihrllche  Inhalts- 
Torzeichnis  der  „vollständig  gelösten  Anfgabensammlnng  von 
Dr.  Ad.  Kleyer**  kann  von  jeder  ßncliliandlnng,  sowie  von  der 
Verlagsliandlnng  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  anfgeschnitten  and  gut  brochiert  am  den  sofortigen  and  dauern« 
den  Gebrauch  za  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erkl&rangen  am  Schiasse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  za  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft 

5).  Die  Reihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersichtlioh,  ohne  jede  Bedeutung 
fflr  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  Überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaft;en 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  em  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  fttr  Lehrer  und  Examinatoren,  das  Torzüglichste  Lehrbuch 
BUm  Selbststudium,  das  TortrefTlichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 

Halbjährlich  erscheinen  Nachtrage  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Dmck  TOtt  Oarl  Hammer  in  Statigart. 
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Sj      gaboD,  gelfiit  mittels  A nwendung  der  Formeln :  J/  (x)  'Ix  oder  y  +  i//  (j;)  +  y  (x)  -f  y  (jr)  dx  =  4-y  l//  (^)  <?x+      p 
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Integralrechnung  I, 

1.  Teil 

Fortsetzung  Ton  Heft  601. 

Seite  401—416. 


-j ' i ^ 


Vollständig  gelöste 

Aufgaben-  Sammlung 

—  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

in^ilM  iid  EBtileUniij{  der  bautitai  satUi  Formdn,  Regeln,  In  Fngen  nd  intiortui 

erl&utert  durch 

viele  Eolzsclmitte  &  lithograph.  Tafeln, 

aai  allen  Zweigen 

der  Beehenkimsty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  ipbAriBchen 
Trigonometrie,  Bynthetischen  Geometrie  etc.)  u.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysifl, 
Diserential-  n.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  — 
ans  allen  Zweigen  der  Physik,  Mechanik.  Graphestatik,  Chemie.  Geodlsie,  Kantiky 
■■Attemat.  Geegraphie,  Astrenemie^  des  Maschinen-^  Strassen-,  ^isenhalm-y  Wasser-, 
Brfleken-  n.  Heeli&an's|  der  Konstmkttonslehren  als:  darstelL  Geometrie,  Pelar-  n. 

Parallel-PerspektiTe,  SehattenkenstniktiOBeB  etc.  etc. 

ftkr 

Sehfller,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreiclien 

StadiuiD,  snr  Forthülfb  bei  Schularbeiten  und  zor  rationellen  Verwertunc 

der  exakten  Wissenschaften, 
herausgegeben  ton 

Dr.  Adolph  HJeyer^ 

MatliMUtlkOT,  Toeid«!«  kOnlgl.  prmm.  r«ldm6u«r,  ▼«nideter  groith.  hatiitehtr  G«om«ler  I.  KIam« 

in  Frankfurt  a.  M. 
unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Kräfte. 


Integ^ralrechnong^  I,  i.  xeii 


Fortsetzung  v.  Heft  601.  —  Seite  401—416. 

Inhalt: 

H-ft  —0  -fft 

a      Aufgaben,  gelöst  mittels  Anwendung  der  Formel:  J  f{x)dx  =^Jf{x)flx-\-Jf{x)(JXy  Fortsetzung.  —  Auf- 

—  a  4-0 


—  a 


J  (f  {x)dx^J  (f  (x)(lx  und  yM.'/r=  [«.']    ~     —Jv.du     Ueber  das  Aufsuchen  bestimmter  Inte- 


a 


X  =  a 


•^  =  «       x  =  a 


grale   durch   Transformation. 


Stuttgart  1889, 
Verlag  von  Julius  Maier. 
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MaJhaiUMBBSBiaBgiiflBBBBBBSJflP^^ 

Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


■     PreisgekrSnt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  8 — i 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik,  Physik, 
Mechanik,  math.  Geographie,  Astronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbalin-, 
Briloken-  und  Hochbaues,  des  konstroktiren  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  ToUständig 
gelöster  Form,  mit  rielen  Fignren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwlekelnng  der 
benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Ldsnng 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  In  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapiteln 
angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betrefifende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  L  und  II.  Ordn«,  gleich- 
berechtigten höheren  BUrgerscholcn,  Priratschulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien, Schnllehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerkschnlen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Torbereitungsschulen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Unirersitäten,  Land«  und  Forstwissenschaftsschnlen, 
Militärschulen,  Torbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Elfjährig •  Frei- 
willige- und  Ofllziers-Examen  etc. 

Die  Schiller,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prttfnngen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber 
auch  die  Überaus  grosse  Frnchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schal- 
Unterricht  geboten  werden,  indem  zu,i:  ErldriHing  des  praktischen  Teils  der  mathematischen 
Disciplinen  —  zum  Auflösen  Ton  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seiften  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in.  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zn  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisabsn  verwerten.  Lust,  Liebe 
und  Verständnis  für  den  Schulunterricht  wird  dadurch  erhalteuNind  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenoss^^n  ftHer  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Anffrlschung  der  erworbenen  und  Vielleicht  vergesBenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktisch^  ^Q  aUen  Berufs* 
zweigen  Torkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapital  lebendige  j^^^^  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  FonSp^^^iren  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  pll^^^^^^^^  ^^^' 
gaben  werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angäbet  ^^^  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  de^)^®'^***^'^' 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen,  und  wird  deren  ^^ediguag 
thunlichst  berücksichtigt 

Stuttgart.  Die  Yerlagshaiidlur^g* 
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i43).   Je" 


dx Nach   der  in  der  Anmerkung  42   aufge- 

—  00  stellten  Formel  A).  ist: 

—  0  p+h 


<tx 


Aru.o/o.  ^urDesimimungaeB  Yorzeicnens  —  oo  --oo  +0 

d€8  Differentialkoeffizienten  c-'  in  der  Aufgabe       ist  in  dem  ganzen  Intervall  von  0  bis  oo 
.43  setzt  man,  analog  wie  m  der  Erkl.  368:       ^^^  ^.^  negatives  x  der  Differentialkoeffi- 


a) u  =  e  zient  e       eindeutig  nnd  positiv  (siehe 

Für  das  Differential  dieser  Grösse  u  erhÄlt  Erkl.  373),  so  ist  für  eine  negative  In- 

man  durch  einfache  Differentiation  dieser  Glei-  tegrationsvariable  (siehe  Erkl.  345)  die  Diffe- 

^^^g:  rentialfanktion  e""" (7:e  ebenfalls  eindeutig 

du  =  e~',  —  dx  aber  negativ. 

'  In  Rücksicht  darauf,  dass  nach  der  Aaf- 

b) du  =  —e^'.dx  lösung  der  Aufgabe  272: 

Für  ein  negatives  x  ergibt  sich  (in  Rück-  y^\        f  e"^  dx  =  c~*4-C 

sieht  darauf,  dass  für  ein  negatives  x  auch  das  ''  *  V                                  "• 

Diflferential  d«  negativ  ist)  aus  dieser  Gleichung:  ist,  dass  hiernach  für  ein  negatives  x: 

oder:              ^"^  =  -e-^-'K^dx  \).  , ./ e'^^'K^dx  =  ~e-<-->+C 

a) du  ^  e'.dx  oder  =  — <?*+  C 

Dämlich   ein   positives   Differential    für   die  ist,  dass  alsoderDifferentialfnnktion  e'^.do; 

Grösse  u  oder  e"",  wenn  x  negativ  ist.    Da  für  eine  negative  Integrationsvariable  eine 

DQQ  fQr  ein  negatives  x  Gleichung  a).  über-  solche    Integralfunktion  entspricht,    welche 

^^bt  in:  niit   abnehmendem  x  abnimmt,   erhält 

u  =  e~"<~'">  man  somit  nach  der  in  Anmerkung  31  auf- 

«^«r  in--  gestellten  Formel  F).: 

und  da  nach  dieser  Gleichung  u  oder  «*  eine  ai). ,  .  J  e~" dx  =  —  l""^"*! 

solche  Funktion  von  x  ist,   welche   mit   ab-  — oo                                    ^^, 

nehmendem  x  abnimmt,  so  muss  die  Grösse  P      _^-i— o 

«7*  für  ein  negatives  x  (d.  i.  e"  ^-*>)  posi-  ^^®'  =  L""*^      J-  oo 

tiv  sein,  da  deren  Differential  positiv  ist  (siehe  ,      . 

Anmerkung  83)  Ist  ferner  in  dem  ganzen  Intervall  von 

Für  ein  positives  x  ergibt  sich  (in  Rück-  0  bis  h  für  ein  positives  x  der  Differen- 

5^^^V^^5*^^  ?*?^  ^*^' ?"?  positives  a;  auch  tialkoeffizient  e""*   eindeutig   und  posi- 

das  Differential  dx  positiv  ist)  aus  der  Glei-  ^j^  (si^he  Erkl.  373),  so  ist  für  eine  posi- 

^^    '"                     •  tive  Integrationsvariable   die   Differential- 

od   •              du  =  —e   ^'^'K-^dx  funktion  ebenfalls  eindeutig  und  positiv. 

_  In  Rücksicht  darauf,  dass  nach  der  Glei- 

«i) du  =  —e   "dx  chung  b).  für  ein  positives  x: 

nämlich   ein  negatives  Differential    für    die  ^  >.        r^(^x)  ^     __  ^_(+j.)  ,   ^ 

Grösse  u  oder  c~*,  wenn  x  positiv  ist.    Da  "^               * 

nun  für   ein  positives  x   die  Gleichung  a).  q^q^  j_.  «""^O-Coder  = --^C 

übergeht  in:  ,                                 '                            c*    • 

oder  in-            w  =  c       *  ist^  (jasg  ajgQ  (jg^  Differentialfunktion  e^^dx 

für  eine  positive  Integrationsvariable  eine 

ßi) «  =  C*  solche   Integralfunktion   entspricht,    welche 

„  1  ,         ,    ,.        /^i  .  1              1       —X'  mit  abnehmendem  o;  wächst,  erhält  man 

und  da  nach  dieser  Gleichung  u  oder  e       eine  „^„•«.   „«^i,  j^^  .     j^«   a««,«-uV.«„,  oi   o„4? 

solche  Funktion  von  x  ist,  welche  mit  abneh-  eSten  Forra^             Anmerkung  31  auf- 

mendem  x  wächst,  so  muss  die  Grösse  c"*"*  °                                  ^" 

für  ein  positives  a?  (d.  i.  c""^"*"*^)  positiv  sein,  /^^                     _  i+^ 

da  deren  Differential  negativ  ist  (siehe  An-  a,). .  .  1  e'^dx  =    —  ß~*l 

merkung  34).  *        H-o                               ■^+^ 

Eleyer,  Integralrechnung  I,  I.Teil.  26 
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/ 


Id  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  a^).  and 
a,).  geht  die  Gleichung  a).  über  in: 

—  00 

Aus  dieser  Gleichung  [oder  auch  direkt 
nach  der  in  der  Anmerkung  43  aufgestellten 
Formel  A).]  ergibt  sich,  dass: 

fe-'dx  =  [-e-']^'  d.i.  =  -e-<+»' «-<-«> 


—  00 


ist,  dass  somit: 

A).  .  .  /  e^^dx  = 5-+^^  ^^®^  ^^   °^ 


|.  .  .  /  e    ^  dx  =  —  '   '°° 


-00  c 


ist. 


544).    f 


von  0 


4-00    I 
—dx Nach  der  in  der  Anmerkung  42    aufge- 

e'-^-e   '  stellten  Formel  A).  ist: 

—  00  ' 

^+00    1  -0     1 

a).     /     dx  i=  I     dsc  -4- 

J     e'  +  e-'  J_     «'  +  «-«         ^ 

Erkl.  874.    Der  Differentialkoeffizient:  °°  °° 

_JL_  r^"  ^       dx 

in  der  Aufgabe  544  ist  für  ein  po8itives^Ä=       Beachtet  man   die  Erkl.  374,    so    erhalt 

— -  für  ein  negatives  x  =  —^ man  in  Rücksicht  darauf,   dass   nach    der 

c'  +  c*  e^-fe*^  Auflösung  der  Aufgabe  319: 

er  stellt  also  für  ein  positives  x  dieselbe 

Grösse  dar,  als  für  ein  negatives  x,  ^j  P ^  _    ja?  =  arc(tg  =  O 

Stellt  der  Ausdruck  «*  +  «    *  eine  positive  J  ^-\'^   ^ 

Grösse  dar,  so  ist  jener  Diflferentialkoeffizient  .  .     „^^^  ,•     j^^    ««„„^«  t«*««„«ii 

sowohl  für  ein  positives  als  auch   für   ein  "^'  ^«^^  »^  ^^^   «^^^^^^  Intervall 

negatives  x  positiv.  Hiernach  ist  die  Diffe-  bis  00  die  DifferentialfunkUon dx 

1  e*-4-« — * 

rentialfunktion dx  für  eine  positive   ^,.     *.  ^  ««««♦;„«.  T«*r.«-«*:^«-„«-iTui 

^  a.  e~" *  für  eine  n e  g  a  1 1 V  e  Integrationsvariable  e  1  n  - 

Integrationsvariable  positiv,  für  eine  nega-   deutig  und  negativ,   für  eine  positive 
tive  Integrationsvariable  negativ.  Integrationsvariable  eindeutig  und  posi- 

tiv ist  (siehe  Erkl.  374)  nach  den  in  der 
Anmerkung  31  aufgestellten  Formeln  F). 
und  A).: 

/-f-00     1  r  1""°°      r  "14- 00 

— -:;^ dx  =  —  \arc {ig  =  O J       + 1  arc {tg  =  e^)  j 

—  00 

und  hiernach  [oder  auch  direkt  nach  der 
in  der  Anmerkung  43  aufgestellten  For- 
mel A).]: 

r   y Ja;  =  \arc{tg  =  e^)l        d.  i.  =  arc  {ig  =  c+  °°)  —  arc[tg  =  «-  «) 

J       c^  +  c"*  L  J-00 


—  oc 


oder,  da: 
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e^^  =  OD  und  arc  {tg  =  00)  = 
da  ferner: 


c    ^  =  -r=r  oder  =  —  oder  =  0 
c°°  00 


und 
ist: 


arc  {tg  =  0)  =  0 


A). . .  / dx  =  -n  —  0  oder  =  -- 

—  00 


n 


545).   Jcos^x.dx Nach  der  in  der  Anmerkung  42  aufge- 

_7r  stellten  Formel  A).  ist: 

4--  4.^ 

cos^xdx  =  I  cos^x  dx  -^  I  co8^  X  dx 

JE  in  dem  ganzen  Intervall  von  0  bis  -^-  posi-  ^  ^ 

tu  ist,  so  ist  auch  der  Differentialkoeffizient   ^«^'Ä^^^fi^u?'.  ^'*')-  ^7^'   '^  T^^^' 
«»'x  in  der  Aufgabe  545  für  ein  negatives  TL^  Rücksicht   darauf    dass  nach   der 
X  positiv,  die  Differentialfunktion  cos^x.dx  Auflösung  der  Aufgabe  434: 
fiir  ein  negatives  x  also  (da  dx  negativ  ist)  /*  X 

negativ.  b).  .  .  jcos^xdx  =  -^sinx{cos^x-\-2)-\-C 

Da  ferner  der  cosx  fQr  ein  positives  a;  in  *^  • 

dem  ganzen  Intervall  von  0  bis  f  positiv  ist,  ^^^^  ^^°^  '''  ^««^  «^^^«^  I^*^^^«"  ^^^  ^  *>is 
so  ist  auch  der  Differentialkoeffizient  cos^x  in  Y  ^^«  Differentialfunktion  cos^xdx  für  eine 

^?^?i^*^®.^l^^?^.®*^  P®"^^®.®'^  P°^^'^^'  negative  Integrationsvariable  eindeutig 
^Differentialfunktioncosjajd^  füreinposi-  ^^^  negativ,  für  eine  positive  Integra- 
tives  X  also  (da  dx  positiv  ist)  positiv.  tionsvariable  eindeutig  und  positiv  ist 

(siehe  Erkl.  375)  nach  den  in  der  Anmer- 
kung 31  aufgestellten  Formeln  H).  und  A).: 

5  _n  n 

jcos^xdx  =  —  j  y«na;(co«2aj  +  2)  I       + 1 -k- «n ä (co«' ä  +  2)  J 

2 

und  hiernach   [oder  auch  direkt  nach  der 

in   der  Anmerkung   43   aufgestellten   For- 
mel A).]  ist: 

r  ^         r  1  "i"^  ^ 

/ cos^x c?ir  =  j  -Q-  sin  x  {cos^ x-\-2)\ 


n  -'     n 

2  ""2" 


oder: 


71 


jcos^xdx  =    ^-  Um  -^  {co8^  5-^-2)  -  sin  (-  -^)  •  {cos^  (—  ^)  +  2^1 


71 

2 

oder,  da: 
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und 


ist: 


,7*  1     i  •  ^  t 

****  +  ~2   ^  +^'  ****""  "2"  ^  ""^ 


C08-^-    =0;       cos— ^  =  0 


n 

/"^                 1  4 

A).  .  .  j  cos^xdx  =   ö"  [2 1.+  2]  oder  =  .^ 

"*  2" 


546).     /^ dx Sind  die  in  der  Erkl.  376  erwähnten  Be- 

y  ^{a'  — aj2)Vfe*  — ä'  dingungen  erfüllt,  so  erhält  man  in  Rück- 

sicht darauf,  dass  nach  der  Auflösung  der 
Aufgabe  380: 

a).  .  .  / -. — .z=zz  dx  = ^—^arcitg  =  — ^ I 

J  (aJ  —  2,2)  V^fti  —  a?»  aVa^  —  h^        \  xYa^^b^J 

ist,  analog  wie  in  den  Auflösungen  der  vor- 
hergehenden Aufgaben  gezeigt  wurde,  mittels 
Anwendung  der  in  der  Anmerkung  42  auf- 
gestellten Formel  A).  und  den  in  der  An- 
merkung 31  aufgestellten  Formeln  H).undC).: 

/-i^ ' ^-dx   =   -f: -i nr.(f,  =  ±YEER\T\ 


—  6 


+0 


Beachtet  man  nunmehr,  dass  für  o;  =  —  b, 
bezw.  für  a?  =  +5  der  Ausdruck: 

Erkl.  376.    Der  Differentialkoeffizient:  ^^^['zFl  =  0 

1  xYa^  —  b^ 

(a2_  x^)  Yb^  — Ti^  wird,  dass  ferner,  weil  arc  (tg  =  0)  =  0  ist, 

in  der  Aufgabe  546  ist  in  dem  ganzenintervall  SL^'^i^Ä/"'  J^^^Wen  a:  die  beiden 
von  0  bis!  eindeutig,  reell  und  positiv,  Integrale  rechts  =^0  werden,  dass  ferner 
sowohl  fllr  ein  positives _a;_al8  auch  für  ein  für  «  =  0  der  Ausdruck: 

negatives  x,  wenn:  V^6'  —  a;'  eine  eindeu-  aYb^^--x^ 

tige,  reelle  und  positive  Grösse  darstellt,  — rr  -- — — -  =  «  bezw.  =  —  oo 

wenn  a'  —  a?'  eine  eindeutige  positive  Grösse  xya  —b 

darstellt.  Sind  diese  Bedingungen  erfüllt,  dann  ist  ^j^^j^  ^lagg  schliesslich,  weil 

die  Differentialfunktion: ,    -^--dx  n  n 

(a'— a:')  V^'— a;'  arc  {tg  =  co)  =  —  bezw.  =  —  -s" 

für  ein  positives  x  in  dem  ganzen  Intervall 

von  0  bis  b  reell,  eindeutig  und  positiv  ist,  für  die  Werte  0  der  Variablen  x  das 

(weil  dx  positiv  ist),   für  ein  negatives  x  q\j^q  Integral  rechts: 
reell,  eindeutigund  negativ  (weilet«  nega- 

tiv  ist).  ^  _r L  ^1 

L      aVa»^=^     2j 

das  andere  Integral  rechts: 

1 n 
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wird,  so  erhält  man  in  Rücksicht  darauf: 

oder  = 


TT 


aV^ä^  — &» 


c).  Aufgaben,  gelöst  mittels  Anwendung  der  Formeln: 


jt 


lf{x)dx  oiQT  i[±\p{x)±(p{x)±g(x)]dx  =  ±,1  \\>{x)dx±.  1  (^{po)dx  ±_l {}{x)dx 

o  a  a  a  a 

und 
u.dv  =^^u.v\  _    — Iv.du 

Anmerkung  44.  Ist  in  einem  allgemein  durch  f(x)dx  dargestellten  Differential  die  durch 
f{x)  dargestellte  Grösse  eine  solche  Funktion  von  der  Variablen  .r,  welche  aus  der 
algebraischen  Summe  mehrerer  solcher  Grössen,  z.  B.  durch  ±V/(rc),  '±.^{x)y 
±^{x\  .  . .  dargestellter  Grössen  besteht,  die  sämtlich  Funktionen  von  jener  Variablen 
X  sind,  besteht  also  die  Identit&t: 

a) f{x)dx  =  [±i/'(aj)  ±y(ar)  ±^{a;)]  dx 

und  denkt  man  sich  ein  solches  Differential  dadurch  entstanden,  indem  jede  der  in  der 
Klammer  stehenden  Grössen  mit  dem  Differential  dx  ein  Produkt  bildet,  welches  das 
Differential  einer  neuen  Grösse  ist,  indem  ferner  diese  so  erzeugten  Differentiale  infolge 
ihrer  Entstehung  eine  solche  ununterbrochene  oder  stetige  Aufeinanderfolge  oder 
Aneinanderreihung  bilden,  die  jenes  durch  a).  dargestellte  Differential  ist,  besteht  also 
die  weitere  Identität: 

b). .  .f(x)dx  oder  [±y/{x)  ±(p(x)  ±Q{x)],dx  =  ±i}fix).dx±i(p(x).dx±Q(x),dx 

so  entsteht  in  einem  allgemein  darch  J'f{x)dx  oder  durch  f{x).Jdx  angedeuteten  Vor- 
gang, in  welchem  das  Differential  f(x)dx  ein  solches  Differential  ist,  welches  einem 
durch  b).  dargestellten  Differential  entspricht,  ein  Integral,  das  aus  den  einzelnen  Inte- 
gralen zusammengesetzt  ist,  die  in  jenem  Vorgang  zusammen  entstehen  und  deren 
Differentiale  die  einzelnen  Differentiale  sind,  aus  welchen  jenes  Differential  zusammen- 
gesetzt ist,  angedeutet  durch: 

A).  .  .   //"(x) dx  oder    /  [±  Hf{x)  ±  ff>{x)  ±  q{x)\  dx  =   f  ±  i/;(rc) dx  + 

/  ±.(p{x)dx-{'  1  ±^{x)dx 

(Vergleiche  hiermit  die  in  Antw.  auf  Frage  16  aufgestellte  Begel  II.) 

ie  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafUr,  dass  in  jenem  Vorgang  ein  einziges 
Intiegral  entsteht,  ist  von  vornherein  durch  die  Annahme  erfüllt,  dass  die  einzelnen 
Differentiale,  aus  welchen  das  allgemein  durch  f(x)dx  dargestellte  Differential  zu- 
sammengesetzt sein  soll,  infolge  ihres  Entstehens  eine  solche  ununterbrochene 
oder  stetige  Aufeinanderfolge  bilden,  welche  das  Differential  jenes  Integrals  ist.  Mittels 
jener  Integrationsformel  A).  erhält  man,  analog  wie  in  der  Anmerkung  31  gesagt,  die 
weitere  Integrationsformel: 

B).  .  .  Jf{x)dx  oder   /[±  i,t;(a:)  ±  y(.r)  ±  q{x)]  dx  —  ±  lyp{x)dx  ± 

a  a  a 

/b  nh 

ff{x)dx  -^  I  g{x)dx 

r^  (Vergleiche  hiermit  den  Satz  4  in  Antw.  auf  Frage  21.)         a  a 

J  


/> 
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•Anmerkimg  45.    In  der  Antw.  auf  Frage  25  wurde  die  Integrationsformel: 

a) f{u,dv-\'V,du)  =  u.t?-j-C 

in  welcher  u  =  G(x))  du  =  g{x)dx\  v  =  H{x)  und  dv  =  h(x)dx  ist,  aufgestellt 

Aus  dieser  Integrationsformel  erhält  man,  analog  wie  in  der  Anmerkung  31  (oder 
wie  auch  in  der  Antwort  auf  Frage  27)  gesagt  ist: 

(u . dv  -|-  t? .  du)  =  \u.v\  d.  i.  =  [u .  t?]        —  [u . v\ 

x=z  a 

Beachtet  man,  dass  (siehe  Antw.  auf  Frage  25): 

b).  .  .  /(m  .dv-^-v,  du)  =   l[G(x) .  h(x) .  dx  -f-  H{x)  .g(x) ,  dx^  oder  = 

f[G{x) .  h(x)  +  H(x),  g{x)]  dx 
ist,  dass  man  also  in  Rücksicht  darauf:  ^ 

/*x=zb  nx  =  b 

{u.dv  +  v.du)  =c   / [G{x) . h{x)  +  H(x). g(x)]  dx 

x=.a  x=  a 

oder  in  Rücksicht  auf  die  Erkl.  292  und  auf  die  in  der  Anmerkung  44  aufgestellte 
Formel  B).: 

/Kc=zb  /*x  ^  b  px  =  6 

(u.dv  +  v,du)  z=z  lQ{x).h(x)dx+J H{x),g(x)dx 

x=:a  x  =  a  x=ia 

oder: 

/tx  =  b  px  •=■  b  nx  =6  ' 

(tt .  dt? -|- v .  dtt)  =r  lü,dv+  Iv.du 

xss  a  j:  =  a  x=:a 

setzen  kann,  so  erhält  man  aus  den  Gleichungen  1).  und  2).: 

=  ft  rx  =  b 


fu^dv+fv.du  =  [u.vj 


x  =  a  x:^a 

oder: 

u.dv  =  [tt.v]*~    —  1 V  ,du 


x=ia  x=a 


nach  welcher  Gleichung  man  solche  bestimmte  Integrale  auffinden  kann,  deren  Be- 
stimmung eine  Integration  nach  Teilen  vorausgeht,  wie  in  einigen  der  na^atehendea 
Aufgaben  gezeigt  ist.  V 

* 

Aufgaben:  Lösungen: 

Man  soll  die  in  nachstehenden  Aufgaben 
angedeuteten  Integrationen  ausführen: 


547).  ß 


n 

2 

{co&^x  —  cos^x)dx Beachtet  man,  dass  nach  der  in 

Q  merkung  44  erwähnten  Formel  B). : 

n  n  7t 

1).  .  .  I (coB^x  —  co8^x)dx  =  1  cos^xdx—  I COS^X.i 

0  0  0 

ist,  und  dass,  wenn  sowohl  die  Differential^ 
fanktion  cos^xdx  als  auch  die  Differential- 
funktion  cos^xdx  für  eine  positive  Int 
grationsvariable    in    dem   ganzen   Interv^ 


Aufgaben  zur  Einübung  in  dem  Auf8ucben  bestimmter  Integrale  ohne  Transformation.     407 

von  0  bis  -^    eindeutig  und  positiv  ist, 

nach   den  Auflösungen   der  Aufgaben  507 
und  508: 

n 

»2 


y»2  3 


n 


n 


3).  .  .  Icos^xdx  =  -q^^  ^ 

0 

gesetzt  werden  kann,  so  erhält  man: 


A)..  .ßcos^x^cos^xdcr)  =  ^;r--J^  tt  oder  =  -g-,r--JJ  ;r  oder  =  -^  ti 


oder  =  ^  ;r 


548).    I  a^^Yl  —  x'^.dx Nach  der  in  der  Anmerkung  45  aufge- 

*i  stellten  Formel  A).  und  nach  der  in  Auf- 

lösung der  Aufgabe  430  aufgestellten  For- 
mel A).  hat  man,  wenn  in  dem  ganzen  In- 
tervall von  0  bis  1  für  eine  positive  In- 
tegrationsvariable die  Differentialfunktion 
eindeutig,  reell  und  positiv  ist: 

J  Ln  +  1  ^  X^  n  +  1^     V^l-x' 

Berücksichtigt  man  nunmehr,  dass 

-4-T-Vl  — «• 

sowohl  für  den  oberen  Wert  1  als  auch 
für  den  unteren  Wert  0  der  Variablen  x 
in  0  übergeht  und  dass  somit: 


ist,  so  geht  in  Kttcksicht  darauf  die  Glei- 
chnug  a).  Ober  in: 

A). .  .  fx'-^Vl'.^^.dx  =  —~  f  -  *!lL  <i« 


A  »+17  Vi 

ii- 


Die  durch  /  «  "  ""  ^  V^i  —  x^dx  angedeu- 
0 
tete  Integration  ist  nach  dieser  Gleichnng 
zurückgeführt  auf  die  durch: 

1      r^    x^^     . 


x^ 


angedeutete  Integration  (siehe  die  Auflösung 
der  Aufgabe  532). 
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Die  Gleichung  A).  stellt  somit  eine  Re- 
kursioDsformel  dar,  nach  welcher  man  eine 

allgemein  durch   1  x^^^Yl — rc*  angedeu- 

0 

tete  Integration  ausführen  kann,   wenn  n 

irgend    welche    bestimmte  ganze    positive 

Zahl   bedeutet    (siehe   die  folgenden  Auf- 
gaben 549  bis  554). 


549).    I  Yl—x^dx Nach  der  in  Auflösung  der  Aufgabe  548 

'u  aufgestellten    Rekursionsformel    A).    erhält 

man,  in  derselben 

-~~~  ^*   *^'  gesetzt: 

ü      '  -  - 

gedeutete  Integration  kann  man  wie  folgt  aus-    ,.      f  \n 7  j  1         /*      ^        j 

führen  *)•  y    Vl  —  x^dx=:  -j-py  J  -^-^ .  -  äx 

Da  nach  der  in  Antw.  auf  Frage  14  aufge-  o  ^^       o    •^ 

stellten  Integrationsformel  11:  ^^^^^  ^^  ^^^^^  ^^^  Erkl.  377: 

/— dx  =  arc  (sin  =  x)  +  C  /*'      1  «■ 

ist,   so  hat  man  hiernach  und  wenn  in  dem          o 
ganzen  Intervall  von  0  bis  1  für  eine  positive   jg^. 
In tegrations variable  die D ifferentialf unktion  ein- 
deutig, reell  und  positiv  ist,   nach  der  in  /*^    \     n  n 

der  Anmerkung  31  aufgestellten  Formel  A).:       A).   /    yl—x'^dx^   ^  '  2   ^^®^  ^  T 

r'l  ^_  da:  =   \arc  {sin  =  x)f  '  (Vergleiche  hiermit  die  BAI.  378.) 

oder: 

'^      1 
-      —-dx  =  arc  (shi  =1)  —  arc  (sin  =  0) 

\^1-V 

Ü 

oder  da: 

arc  (sin  =  1)  =  -^ 

und    arc  (sin  =  0)  =  0 
ist: 

a).  .  ,  I —7—  ^=rdx  = 


/: 


2 


Erkl.  378.    Die  durch   /  Vi  —  x'^  dx  an- 

0 
gedeutete  Integration  kann  man  auch  wie  folgt 
ausführen. 
Nach  der  Auflösung  der  Aufgabe  437  ist: 

a).  .  .  A/l—^'^«  =   |Vr=i-^+yarc(«tn  =  a:)  +  C 

Ist  nun  für  eine  positive  Integrations variable 
in  dem  ganzen  Intervall  von  0  bis  1  die  Diffe- 
rentialfunktion VI  —  jt'. da;  eindeutig,  reell 
und  positiv,  so  hat  man  in  Rücksicht  auf  die 
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Gleichung  a).  nach  der  in  der  Anmerkung  81 
aufgestellten  Formel  A).: 


oder 


Kach  gehöriger  Reduktion  und  in  Rücksicht 
darauf,  dass: 

arc(sm  =  1)  =  ~^-  und  arc{s%n  =  0)  =  0 

ist,  hat  man  also: 


)..  .JVl  —  xUx  =2 


(Vergleiche  hiermit  das  Sesultat  in  AuflGsaiig  der 
Aufgabe  549.) 


550).    jxYl'-x'^dx Nach  der  in  Auflösung  der  Aufgabe  548 

u  aufgestellten    Rekursionsformel    A).    erhält 

man,  in  derselben  für 

Erkl.  379.     Die  durch  /    -^^  -  dx  an-  n  =  2 

J  yi  — x»  gesetzt: 

gedeutete  Integration  kann  man  wie  folgt  aus-  /»i -       n\ 

Mren  1).  .  .  /«V"!  —  a:^  iaj  =  .1.  l^         At. 

Da  nach   der   Auflösung   der   Aufgabe  435  »{  o   y  y  ^  __  ^2 

(oder  nach  der  Erkl.  335):  "  ^ 

•  Da  nun,  siehe  Erkl.  379: 

fL  ^  dx  =  -  Y\  —  x^  ^1 

Vl--^  2).,.   f-^J^dx^l 
ist,  80  hat  man  hiernacl,  und  wenn  in  dem  ^  y  1  —  ar' 

ganzen  Intervall  von  0  bi«l  für  eine  positive  . 

Integrationsvariable     di«     Diflferentialfunktion  ist,  so  hat  man: 

-  :::-^a?  eindeutig,   reell  und  positiv  ..  /*  ,/ 1 

Vl^'x^  A)  ^  .  /xyi—x^dx  =  — 
ist,  nach  (^er  in  der  Aamerkung  31  aufgestellten  u 

Formel  O' 

oder:      . 

mit«»' 


>51)    fx-^Vl-x-^dx Nach 


der  in  Auflösung  der  Aufgabe  548 
ü  aufgestellten    Rekursionsformel   A).    erhält 

man,  in  derselben  für 

n  =  3 
gesetzt: 
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1).  .  .  fx^Vl-x-dx  =  1.  f—'—it 

Da  nun   nach   der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 531: 

ist,  so  hat  man: 

A)..  .  fx^Yl^:^dx  =  -^  .-f- 
•5  *    ^ 


552).   J x^Yl-^x^dx Nach  der  in  Auflösung  der  Aufgabe  548 


aufgestellten   Rekursionsformel   A).   erhält 
man,  in  derselben  für 

gesetzt: 

1).  .  .     x^YiZI^dx  =  ~  f — ?-—  -dx 

Da  nun  nach  der  Auflösung   der  Auf- 
gabe 533: 

2).    .    .    .    /— -^=rr:::-^ — dX    =    -^ — 

J  VT- a:^  3.1 

ist,  so  hat  man: 

A) 


. .  ,fx^Yi-^Ux=  y^ 


553).  J  x^Yl  —  xUlx Analog  wie  in  den  Auflösungender  Auf- 

0  gaben  650  bis  552  gezeigt,  erhftltman: 

..  .  fx^Y^^^^^dx  =    J-.li?..^ 
J  Q      2.4 


A) 

0 


554).  J x^Y^—^'^dx Analog  wie  vorhin  gesagt,  erhält  mi: 


0 

A).  .  .      jx^  V^r^"^(iaj  =  yß'-^ 
J  o.5,7 

71  ^— ^^^—^ 


555).   jsin^''xdx Nach   der  in  der  Anmerkung  45   aufee-1 

0  stellten  Formel  A).  und  nach  der  Auflßcniiir  ! 


Auflösuflg 
der  Aufgabe  425  bezw.  nach  der  Erkl.  äli^' 
hat  man,  da  in  dem  ganzen  Intervall  «f^^ 
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0  bis  -~   für   eine  positive  Integrations- 
variable die  Differentialfunktion  sin^**xdx 


eindeutig  und  positiv  ist: 


71 

2 


7f 


a 


7t 

Beachtet  man  nunmehr,  dass: 

Erkl.  380.    Nach  der  in  der  Auflösung  der  ^n 

Aufgabe  555  aufgestellten  Rekursionsformel:      g^^^j^^  ^^^  ^^^  oberen  Wert  ^    als    auch 

^  V  für  den  unteren  Wert  0  der  Variablen  x 

/•  2  Ol/* 

8if?*^xdx  =     ^""    '  I sir^^^^xdx  in  0  übergeht,  indem  einmal  cos^  =  0 


2»  — 1 


ist: 


71 

"2 


TT 


ein  andermal  sin^^  ^0  =  0  ist  (wenn  n  eine 
ganze  positive  Zahl  bedeutet),  so  geht  in 
Rücksicht  darauf  die  Gleichung  a).  über  in: 


A), . .  /  «n^** a?  da?  =  — ^ /  am 


TT 


-2 


n 


2 


xdx 


).  y;,„2.-4,,^2n^5_,y;.^2,-«,,. 


TT 

^2 


0 

U.  S.  f. 


schliesslich: 

71 

2 


Die  durch  I  sin^*^xdx  angedeutete  Inte- 
gration  ist  nach  dieser  Gleichung  zurück- 

7t 

~2" 


71 
2 


d).  .  .  .  1 8in*dx  =    j'l 8in^xdx 


geführt  auf  die  durch 


2n     J^^^ 


xdx 


71 

Q 


r  1    C 

e).  .  .  hin^xdx  =^  ,^  •  1 8in^  x  dx 

0  "      0 


endlich: 


TT 

2" 


2" 


71 


f).     J  sin^xds  oder  1  dx  —  \  x\   d.  i.  = 


71 

2' 


angedeutete  Integration. 

Biese   Gleichung   stellt   somit  eine  Re- 
kursionsformel dar,  nach  welcher  man 

7t 

eine  allgemein  durch  Isin^xdx  angedeu- 

0 

tete  Integration  ausführen  kann,  wenn  n 
irgend  welche  ganze  positive  Zahl  be- 
deutet (siehe  die  Erkl.  380). 


>u8  den  Gleichungen  a).  bis  f),  erhält  man 
div'ch  Substitution: 


(in^^^xdx  = 


271—1       2n  — 3      2n  — 5 


2n  2(n  — 1)     2(n— 2) 


4  '  2  '  2" 
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n 

2 


566).   J sin^""^^  xdx ,       Analog  wie  in  Auflösung  der  vorigen  Auf- 

0  gäbe  555  gezeigt,  erhält  man  die  Reki^sioiis- 

formel: 
Erkl.  381.    Analog  wie  in  der  Erkl.  380  ge- 
zeigt, erhält  man  mittels  der  in  der  Auflösung  .^  ^ 
der  Aufgabe  556  aufgestellten  Rekursionsformel          /'^«ii                    2n         /"^oi 

A).  die  weitere  Formel:  A).Jsin^*'-^^xdx  =  Yn^^TV 

/•  2  wenn  n  irgend  eine  ganze  positive  Zahl  be- 

8in^''^^x,dx  =  deutet  (siehe  Erkl  381). 

0  _  2n(2 n- 2^2 n — 4) ...4.2 

"(2»i  +  l)(2»i-lj(2n— 3)...5.3 


2).  Ueber  das  Aufsuchen  bestimmter  integrale  durch 

Transformation. 

Frage  27.    Auf  welche  Weise  kann 

man,  wie  in  der  Anmerkung  39  unter      Antwort.    Hat  man  eine  ganz  all- 
b).  erwähnt  wurde,  eine  allgemein  durch  ^a 

/•*  gemein  durch  //'(a;)da; angedeutete In- 

f(x)dx   angedeutete   Integration,    in  •/ 

tegration  aufzuführen,  und  ist  die  Diffe- 
welcher  die  Integrationsvariable  x  eine  rentialfunktion /•(a;)da7  eine  solche,  dass 
unabhängige  veränderliche  Grösse  direkt  oder  nach  entsjrechender 
ist,  so  umformen  oder  transfor-  Umformung  derselben  (wobei  deren 
mieren,  damit  in  derselben  eine  solche  Wert  und  deren  Bedeutung  nicht  ge- 
Grösse u  die  Integrationsvariable  wird,  ändert  werden  darf),  wie  vielich  in  dem 
welche  von  jener  Grösse  x  abhängig  Abschnitt  E).  gezeigt  wurde: 
oder  eine  Funktion  von  jener  unab- 
hängigen Grösse  x  ist?  »)•  •  •    f{fo)äx  =  (p\0{x)\  .g{f)dx 

also  auch: 

b). .  .fax)dx  =f(p[G{x)].g(j^dx 
und 

c).  .  .Jf(x)dx  =Jq.[G{a:)\  .g(xy^ 

a  **  \ 

gesetzt  werden  kann ,  wenWi  g  (x)  Me 
erste  aus  G(x)  abgeleitet jLlntegi?- 
funktion  oder  der  erste  Diff^entia 
quotient  von  G{x)  bedeutet,  ^o  kan 
man  zunächst  die  durch: 


/' 


<p[G{x)].g(x)dx 

angedeutete  Integration  ausführen,  \^ 
in  dem  Abschnitt  El),  gezeigt  wqtJ^" 
indem  man:  -^^ 
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ErkL  882.  Nach  der  in  Antw.  auf  Frage  27   «) G(x)  =  ti 

aufgestellten  Formel  B).:  ,,,.,..  ,       , 

^  ^  und  nach  der  sich  hieraus  ergebenden 

ff[x) dx  oder  L [G{x)\  .g{x)  dx  =  Differentialgleichung: 

ß) g{x).dx  =  du 


a 


kann  man  die  Transformationsregel  auf- 
stellen: 

»2> 


/"  ,  ,  ,       ,          C  )\a  setzt,  berücksichtigt,  dass  also: 

l(p{u)du  oder  =  l(p{u)du  '                         ®  ' 

^c«)  d).  .  .   ff{x)dx  oder 

J<P  {G{x)\.g{x)dx  =  J(p{u)du 

Regrel.    Eine  allgemein  durch  lf(x)dx  an-  /• 

•{  ist,  dann  die  durch   /q,{u)du  angedeu- 

gedeutete  Integration,  in  welcher  die  Integra-  .   .      TntPffrÄtioTi    ausführt      Rpi    dipspr 

tionsvariable  x  eine  unabhängige  Grösse  be-  J^^®    Integration    ausiunrt.     IJei    üieser 

deutet  und  you  welcher  eine  andere  Grösse  u  Integration  erhält  man  nach  dem  m  dem 

in  der  durch  die  Gleichung:  Abschnitt  £1).  Gesagten  aus  der  Diffe- 

a) u  =  G(x)  rentialgleichungjj).  die  Integralgleichung: 

ausgedrtlckten  Beziehung  eine  Funktion  ist,  kann     v  /%     fnt'r^   /J^       P 

manstetsso  umformen  oder  transformieren,  ®>  •  •  J  ^"^  —  J  9\x)  .ax— \y^ 

damit  diese  von  x  abhängige  Grösse  u  die  In-  ...                                             -  , 

tegrationsyariablewird,wennmanindemDifferen-  hieraus   ergibt  sich  weiter,    indem /ax 

tial/*(a;)da;,  welches  in  die  Form  9  [Cr  (flr)].^(a;)da;  zu  x  und  infolge   der  Abhängigkeit  in 

gebracht  werden  kann:  der  durch  diese  Gleichung  e).   ausge- 

tf).  .   .  .     G{x)  =  u  drückten  Beziehung,  fdu  zu  u  wird,  die 

und  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  (ersten)  Integralgleichung: 


Differentialgleichung : 
ß),    .    .     g{x)  dx  =  du 


f) u  =  G{x) 


,.,,,.,,  ,        Ferner  erhält  man  die  Integralglei- 

setzt,  wenn  man  ferner  die  der  v  anabJen  u  ent-   ^i,««,, . 
sprechenden,   durch   u^   und  «j   bezeichneten  ©" 

Grenzwerte  so  bestimmt,  dass  nach  der  Glei-   g\    ,  ^    lq(u\du  =  4>(w)-|-(7 
chung  a).:  J 

Ol) M^  =  ff (a)  in  welcher  nach  der  vorstehenden  Sub- 

und  stitutionsgleichung  a).  das  Symbol  u  die 

oj)      ...     u^  =  G{h)  durch  6r(x)  dargestellte  Integralfunktion 

ist,  angedeutet  durch:  ^?^  ^  ^s^'/^s  welcher  Gleixjhung  man 

j,  ^  also  nach  der  mittels  der  Gleichung  a). 

A)       ff(x)dx  oder  fw\Gix)\  g(x)dx  =     auszuführenden   Rücksubstitution 
^"'J'^^  jvi  \  A-y   )  jg^g    geforderte    unbestimmte    Integral 

«/  .G(5)        0[ö(a;)]  +  C  erhält. 

jf(u)  du  oder  =  Jipiu)  du      j^^  ^j^  allgemein  durch  ff{x)dx  bezw. 

(.iehe  die  Brki.  883  bis  386  .owie  die  Erki.  387).       ^urch  J  (p[G  {x)\  .g{x)dx  augedcutete 

Integration  mittels  Substitution  der  Va- 
riablen u  (wie  vorstehend  angedeutet) 
auf  die  durch /g>(tt)c?w  angedeutete  In- 


£rkL  388.    Kommen  in  dem  durch: 


tegration  übergeführt  und  ist  letztere 

bezw.indemdurch/4ö(:r)l.^(x)da.  |^^^^   ^^^  Gleichung  g).  ausgeführt,   so 

y    *-   '  ^J  ^^  ^  kann  man  im  weiteren  die  durch: 

a 

"'  iVp  <yriJfiP teten  Vorgang,  in  welchem  die  Integra-  /"^ ,  .  , 

^'•fj|^?^Blfclea;  eine  solche  unabhängige  Grösse  ßt(X)(lx 

,  TC5  Dis  ^^B.Q  welcher  in  der  durch  die  Gleichung :  a 
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a) u  =  G{x)  angedeutete  Integration,  wie  bereits  in 

ausgedrückten  Beziehung  eine  andere  Variable  w   der  Anmerkung  39  erwähnt,   auf  zwei 

abhangig  oder  eine  Funktion  von  x  ist,  und  verschiedene  Weisen  ausführen,  io- 
welcher  Vorgang  die  linke  Seite  der  in  Antw.  ^^^  ^an  entweder  in  dem  (nach  Aus- 
auf  Frage  27  aufgestellten  Formel  B).:  ^^^^^^^    ^^^   ^^^^^  /(^^d«  angedeu- 

a).  .  .  fa-)d.  oder  C[G{x)],g{.)d.  =     teten   Integration)   erhaltenen  Integral 
^       y  "i  ^^00 +C^^  die  vorstehend  erwähnte 

Rücksubstitution    vornimmt,  und 
/""',  ^  .      ^  n\^     nach  Gleichung  a).  für  u  =  G{x)  setzt, 

J^.(u)du  oder  =yy(u)du   ^^^^^^  ^^^.  ^    ^  ^        h 

bildet,  der  Integrationsvariablen  a?  zwischen  den  h).  .  .  If(a!)da)  oder  /(JJ  [G(a?)].y(i)f?cr 
durch  a  und  h  markierten  Grenzen  verschie-  ^       /•  *^ 

dene  Bedeutungen  zu,  hat  z.  B.  in  dem  In-  oder   f  q'(u)du  =  <Z>|  G^(a?)]  -{-C 

tervall  a  bis  c  die  Integrationsvariable  x  eine  •/ 

andere  Bedeutung  als  in  dem  Intervalle  bis  d,  ^jgQ  auch: 
findet  dasselbe  in  dem  IntervaU  d  bis  b  (viel- 
leicht auch  noch  in  anderen  Intervallen,   ehe  /»*  /•*  r  i 

die  Integrationsvariable  ihren  letzten  Wert,  ihren  A).  /  fipa)  dx  oder  /  9  I G  {x)\  .  g  (x)  dx  = 
Endwert  6  erreicht)  statt,  so  bleibt  es  dahin         J  •/      *- 

gestellt,  ob  nicht  auch  in  diesen  Intervallen  **      r     p      .    -il* 

der  durch  G{x)  dargestellten  Grösse  oder  derem  IL     ^^-'J  1 

Differential  gix)dx,  bezw.  ob  nicht  der  Diffe-  ^  -^° 

rentialfunktion  (p  [G{x)],g(x)  drc  in  jenen  Inter-  erhält,  oder  indem  man  jene  Rücksub- 

vallen  verschiedene  Bedeutungen  zukommen,   stitution  nicht  ausführtunddiedurch 

und  man  hat  in  Bücksicht  darauf,  wie  in  den     ^b 

Anmerkungen  87  und  38  angedeutet  ist,  jenen    j  f{x)dx    angedeutete    Integration,  i 

durch /p[ff(:.)].<,(a.)i*   angedeuteten   Vor-  ;^j^^^^  ^.^   unabhängige  Grösse  ^  die 

gang  vrie  folgt:  In tegratioDS variable  ist,  so  umformt 

oder  transformiert,  damit  die  nach 

"  **       ft  Transformation    gelangt    man  mittels 

/;r.W].,(.,..+/H»(.)].,(.)..'«'f,tS,ti"eÄh: 
cd  r  ' 

r^  \  ^\^{cß)\.9{x)dx 

bezw.  jenen  durch  /  y(w)(Jti  angedeuteten  Vor-  ^ 

^  angedeuteten  Vorgang  die  IntegiÜons- 

gang  entsprechend  wie  folgt:  variable  von  einem  bestimmten  eiten, 

unteren    Wert  a  bis   zu   eioenbe- 

/••'*  f^^^^  Z*"^  stimmten  zweiten,  oberen  We.  i, 

2).  Jip(u)du  oder  J(p(u)du  =^Jif(u)du+  g^  ^^j^^^  ^j^  j^  der  Anmerkung  31-e- 

"a  ^c«)  «a  sagt,   diese   Vorgangafortsetzug 


10 


f<fU du  +  fif\u) du      durch  fq> \G{x)\ .  g{x)dx  oder  allg 
""  meiner  durch  if(x)dx  angfedwtet. 

^(«)  du  +J  <p{u)  du  +J<p(u)  du        g^jj  ^^^  diese  Vorgangsfort  sVtong 


0{a)  G(c)  G{d) 


ersetzt  werden   durch  eine    g^^^ 

- « ^«6  X, 

Seiten  dieser  Gleichungen  stehenden  Vorgänge   ^    g    ^u^ch       <p{u)du  angedeute^OTJäS 
zu  untersuchen,  bezw.  deren  Resultate  zu  be-  J  '    'r^^^'cr. 


stimmen.  "n 


I 
« 


( 
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Erkl.  384.    Wie  früher  gesagt,  stellen  in  gangsfortsetzuDg ,  in  welcher  jene  ein- 
•    A     V,    frf  ^j  A    ,  *     geführte  Grtsse  u  die  Integrationsvariable 

dem  allgemein  ^urcY.  J  f{.)  dx  angedeuteten  f^t,  so  muss  letztere  VorgangsfortsetZUng 

Vorgang  die  Buchstaben  a  und  b  die  unab-  die    notwendige    und    hinreichende    Be- 
hängige Integrationsvariable  x  fttr  bestimmte  dingung  erfüllen,  dass  das  Resultat  der- 

derselben  zukommende,  durch  a  und  h  markierte   selben    Übereinstimmt    mit    dem    Re- 

Werte  dar.  ^  sultat  jener  Vorgangsfortsetzung;  diese 

,     ^  D  ^.     ,  ,     ,   f^f\;,.,  notwendige  und  hinreichende  Bedingung 
ineinemdurchyy(iOiuod.durch^y(u)du  j^^  ^^j^yt,  wenn  in  der  gedachten,  durch 

IrlÄÄ^^^  angedeuteten   Vorgangsfort- 

u  keine  unabhängige  Grösse,  sondern  eine  «^ 

Ton  einer  anderen  Grösse  x  abhängige  Va-  getzung  die  Integrationsvariable  U  Stets 

riable  bedeutet,  stellen  die  Symbole  .,  und  t*     ^.^^  ^^^^^^  ^^..^^^  ^^^^^^  ^.^  ^^^ 

oder  G(b)  und  G(a)  diese  von  x  abhängige  inteerationsvariablen  x  in   iener   durch 
Integrationsvariable  u  dar,  und  zwar  fttr  die  be-  miegrauonsvariaDien  a;  in  jener   uurci^ 

stimmten,  der  Grösse a:  zukommenden,  durch     T    r^,  .t       ,  .  ,  -,     .  ^        tt 

fl  und  b  markierten  Werte  (siehe  die  Erkl.  885).    ^  V  [^  Wj  •  9  W  äx    angedeuteten    \{ 

a 

gangsfortsetzung  in  der  Weise  uroer- 
einstimmt,  dass  die  durch  dng  Inte- 
gralgleichung a).  ausgesprochemg  üeber- 
einstimmung  für  alle  Werte,  weiche  diese 
Erkl.  385.  In  der  in  Antw.  auf  Frage  27  letztere  Integrationsvariable  A  in  dem 
aufgestellten  Formel:  Intervall  von  a  bis  h  anninrait,'  besteht, 

y.6  /»fr  /    dass  das  Differential  du  derselben  die 

f(x)dxodieTfq'[G(x)].g{x)dx:=::      durch   die  Gleichung  ß),  ausgedrückte 
«  Bedingung  erfüllt. 

/."ß  /*Git)  Bezeichnet   man  die  Werte,   welche 

(f(u)du  oder  =  Jfr(»)du  der  eingeführten  Variablen  u  zukommen, 
««  f^)  wenn  in   der   durch   die  Substitutions- 

/'^         /               gleichung : 
f(x)  da/ine  solche     . 
'    ^  7  «) G(x)  =  u 

Vorgangsfortsetzung  dargestellt,^  welcher  die  ausgedrückten  Beziehung  die  Variable  x 

Integralionsvariable  x  eine  u/*  b  h  ä  n  g  i  g  e  ^g^  Wert  O  bezw.  den  Wert  6  hat,  mit 

I.AA..  ^a  bezw.  mit  tu,  ist  also: 

«i) «^«  =  G{a) 

ist  eine  Yorgangsfortset^V^^^^stent,  in  wel-   «  ) ui,  =  Gib) 

eher  die  Integrationsv^Ä/.^*'*®  von  einer  ,        .  ,      ^ 

aaderen  Grösse  ä'^«     ?®»  oder  eine  bezeichnet  man,   diesem  entsprechend, 
Jnnktion  von  f.^"^^^]^^ ''''''  ''''  den  Wert  yon  Jäu  mit  fduhez^.mit 
Setzt  man  in /iL»  ^R»*       '^"  angedeu-     /•"*  "a 

/^       Wlf{x)d'  /^^'  ^^^"^  ^^  der  aus  der  Gleichung /S). 

teten  Vorga/i^ede  »  '*'''•  ^^  Be-  sich  ergebenden  Gleichung: 

Ziehung   ster/  ^Brri.o*'         °^    durch  ° 

i.       ;^jB..  M^^^^sforni''  ^^^^  welcher  Gleichung  sich  die  Glei- 

J^grjjP^'ch  erscB  derselben  ^  ^*^^'  ^'^^^^  ''^-  ^^8*^^'  sobalcf /da;  zu  ä;  und 

^^|Ä^  |We  e,,   eiöe    x«^  infolge  der  Abhängigkeit /du  zu  w  wird] 

i?Äf?^^H  r  w^'ti*®  I»-^össe  der  Integrations variablen  x  der  Wert  o 

jP^s^H;  J'  "'®  firfibuch Stäben  bezw.  der  Wert  b  zukommt,  ist  also: 
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a  bezw.  b,  so  geht  jenes  Symbol  übef  in  1  f{x)dx^   ^i  )•  •  '  j  ^^*  ^  j 9  W  •  ^^       Cj 


a  «a  « 


und  man  gelangt  zu  einer  Erweiterung  des   bezw. 


y  «6  fr 

/■(a;)  ({jB  an-       .  /*,  C  /  \    i  ay 

^  '^  ^  ej.  .  .  /dw  =  lg(x).dx  —  Ci 

gedeuteten  Vorgangs,  indem  alsdann  in  einem  „^  ,  ,  . .    /  •  i.      *  ,  «^n 

auf  diese  Weise  angedeuteten  Vorgang  die  In-   ^^^  hiernach  (siehe  Anmerkung  31): 
tegrationsvariable   x   nicht  nur   eine  unab-  uf,  ^ 

hängige  Grösse,  sondern  auch  eine  von  einer   .v  /\     C  (  \    ;i 

anderen  Grösse  abhängige  Grösse,  oder  eine   V-   •   •      i au  —  jg\x).ax 


"a 


Funktion   von  einer   anderen   Grösse  darstellt 
(siehe  die  Erkl.  384  u.  die  Antw.  auf  Frage  28). 

80  besteht  nach  dem  vorhin  Gesagten 
die  Identität: 

B).Jf{x)dx  oder  fip[G(a:)].g(x)dx  = 

386.  Nach  der  in  Antw.  auf  Frage  27  <p{u)du  oder  =   /(p(u)du 

aufgesIßUten  Formel  A).  ist:  ./  J 

b  -,6 

a).  .  .  I^G(x)].g(x)dx  =     0[G^(a:)]  wenn,  wie  erwähnt: 

«) G{x)  =  u 

d.  i.  =.  0[(?(&)]-0[(?(«)]  \.) ^(^)^^  ^  au 

und  nach  der  in  jener  Antwort  aufgestellten  jC^  ^^^^j^  ^^^  Gleichune  a).: 
Formel  B).  ist:  V  ®     ^ 

^ft  rGib)  «iX.  .  .  .  .  Ub  =  G{b) 

b).  .  .Jip[G(x)].g(x)dx  ==  Jip{u)du  «j)^.  .  .  .  w„  =  G(a) 

^^jj              "^^"^  geset\  wird,  und  wenn  die  durch  die 

oder  =  [0{u)'\       d.i.  =  (l)\G{b)\-^[G{a)]  GleichiJ^  «).    ausgedrückte  Ueberein- 

l       JGia)              "-  stiinmunVfür  alle  Werte  der  Variablen 

Es  ist  also:  ^  i°  demN^ntervall  von  a  bis  6  besteht, 

r       1*      r        1^^*^  ^^^  ^^  f^Mie  besonderen  lerte  a 

c).  .  .   ^    G(x)     =     (/>(w)  und  6  die  v^chungen  «J.  und  14).  be- 

L       Ja      L        JG(a)  sagen.  \ 

Nach   der  Veichung  B).  kann  man 
eine  allgemein  \rch: 

er  A 
ga 


/ 


oder  eine  allgeri-  ^^^urch: 


L  g(x)dx 


angedeutete  IntA-^^^^r^  angvelcher  die 
unabhängige  Grl|  ^egrations- 

variable  ist,  so  A^gangsfortien  (um- 
formen), dass  iL  ^urch  eine  *  von  et? 
abhängige   Varif  ^j^tion 

von  jener  GrössK^^^  angedeut^fcuiöos- 
variable  ist  (sieh^  /  /^386). 

—    1     / 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  H.  1881. 


Der  ansfnhrliche  Prospekt  und  das  ausführliche  In- 

haltsyerzeichnis  der  ^^yoUständig  gelosten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad.  Kleyer"  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 
der  Verlagshandlung  gratis  und   portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  and  gnt  brochiert,  am  den  sofortigen  und  dauern- 
den  Gebrauch  zn  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigangen 
nnd  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreisa  von  25Pfg.  pro  Heft. 

6).  Die  Beihenfblge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsverzeich- 
nis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  eraiehtUeh,  ohne  jede  Bedeutung  für 
die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  AUea,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktischea  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  I^ehrer  und  Examinatoren,  das  Torsüglichste  Lehrbuch 
BUm  Selbststudium,  das  vortrefEliohste  Naohsohlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  YOllstindige 

Inhaltsyerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjlhrlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Dniok  TOB  0»rl  Hammer  In  Stuttgart. 
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a  bezw.  6,  so  geht  jenes  Symbol  übef  in  1  f{x)dxy   ^i  )•  •   •  1  ^^  ^^  1 9\^)  '  ^^  —  W 


a  «a  « 


und  mau  gelangt  zu  einer  Erweiterung  des  bezw. 

f(x)dx  an-       V  /*,  /*  /  \     i  i-* 

'^  ^  ej.  .  .  lau  =  lg(x).dx —  C^ 

gedeuteten  Vorgangs,  indem  alsdann  in  einem        ,,.  i/.t.      .  .  »^x 

auf  diese  Weise  angedeuteten  Vorgang  die  In-  ^^^  niemach  (siehe  Anmerkung  31): 
tegrationsvariable   x  nicht  nur   eine   unab-  m^  ^ 

hängige  Grösse,  sondern  auch  eine  von  einer  .v  /\     C  (  \    ^ 

anderen  Grösse  abhängige  Grösse,  oder  eine  v*   •   •     j ^^  —    ig(X).az 
Funktion  von  einer   anderen   Grösse  darstellt  \^  *a 

(siehe  die  Erkl.  384  u.  die  Antw.  auf  Frage  28). 

SO  besteht  nach  dem  vorhin  Gesagten 
die  Identität: 

B).  jf{x)dx  oder   / (p[G(x)].g(x)dx  = 

Eria.  386.  Nach  der  in  Antw.  auf  Frage  27  /fp(u)du  oder  =    lipiuSdu 

aufgestellten  Formel  A).  ist:  J     ^  J  ^^  ' 

a).  .  .  jip\G{x)\,g(x)dx  =  r0[6?(a;)]l         wenn,  wie  erwähnt: 

-      \  \«) G{x)  =  u 

d.  i.  ^^{GQ>)\-^a>\Q(a)\  Y g{x)ilx  =  du 

SmerJ)  "^st-  '"^  ^^''^''  ^''^^'''^  aufgestellten  JL^  ^ach  der  Gleichung  «). : 
ip{G(x)\.9{x)dx  =  Jip(u)du  (X2)\.  .  .   .  Ua  =  G{a) 

"*             G(6)  ^^"^                   gesetlk  wird ,  und  wenn  die  durch  die 

oder  =  r^Cw)!       d.i.  =  fl>[G{b)]—[G{a)]  GleichÄ^  «).    ausgedrückte  üeberein- 

L        Jcca)  stiramunVfür  alle  Werte  der  Variablen 

Es  ist  also:  X  in  demmotervall  von  a  bis  h  besteht, 

[-16  p        -|tf(6)                   wie  es  füXdie  besonderen  lerte  a 

G{x)     =  j  (/;(u)                         und  b  die  '^chungen  «J.  und  «^).   be- 

J«  L        jG(a)                  sagen.         ^k 

Nach   der  l^ichung  B).  kann  man 
eine  allgemein  ^^ch : 

oder  eine  allger^„j^j^gdurch: 

J.g{x)dx 

angedeutete  lnl^{x)dx  ang welcher  die 
unabhäDgige  Grä  "'^egrations- 

variable  ist,  so  k)rgangsfort6\en  (um- 
formen), dass  i)|n  durch  eine  ösVon  x 
abhängige    Varid  >toion 

von  jener  Gross«)  c?w  angedeutetj^^MP^* 
variable  ist  (siehq  /  /lB>* 

\ 


i 


Preisgekrönt  in  Frankfort  a.  11  1881. 


Der  ansfiihrliche  Prospekt  und  das  ansfUhrliche  In- 

haltsyerzeichnis  der  ,,yollständig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad.  Kleyer"  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 
der  Verlagshandlung  gratis  und   portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  und  gnt  hrochiert,  am  den  sofortigen  und  dauern- 
den  Gebranch  zn  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlosse  desselben. 

3).  Anf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementapreise  von  25Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Beihenfblge  der  Hefte  im  nachstehenden,  karz  angedeuteten  Inhaltsverzeich- 
nis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersichtUch,  ohne  jede  Bedeutung  für 
die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aUer  Schulen,  das 

beste  Handbuch  für  I^ehrer  und  Examinatoren,  das  ▼orsüglichste  Lehrbuch  1 

Bum  Selbststudium,  das  TortrefOichste  Naohsohlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

I 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

InhaltsyerzeichnlR 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Draok  tob  Oarl  Hammer  in  Siattgart. 
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Preie     9    Integralrechnung  I, 

^-  ■       ^  '  I  \       Fortsetzung  von  Heft  610. 
*V  -^*i^'  !    '  Seite  417-432. 
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Aufgaben  -  Sammlung 

-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

ii^b«  und  Entflcklnng  d»  benntzten  Sfitie,  Formeln,  Rtgdn  In  Fragen  nnd  intf orten 

erl&atert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograph.  Tafeln, 

ans  allen  Zweigen 
der  Reeheakiiiigt,  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  u.  BphArlBchen 
^n^nometrie,  Bynthetischen  Geometrie  etc.)  o,  Mheren  Mathematik  (höhere  AnalywB, 
Differential-  u.  Int^pral-Bechnong,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Baumes  etc.);  — 
aus  aUen  Zweigen  der  Phjslk,  Mechanik,  Graphostatik,  Chemie,  Geodäsie,  Nautik, 
»athemat.  Geographie,  Astronomie;  des  Maschinen-,  Straflsen-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
Brveken-  u.  Hoehban's;  der  Konstmktionslehren  als:  darstell.  Geometrie,  Polar-  n. 

Parallel-Perspeetire,  Scliattenkonstmktionen  etc.  etc. 

fttr 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

Studium«  zur  Forthfilfe  bei  Schularbeiten  und  zur  rationollen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 
herausgegeben  von 

Dr«  Adolph  Hileyer^ 

Mathemfttlk«r,  Tereldetar  kOnigl.  preiui.  Feldmower,  Tereidater  grotth.  hMiiioher  Qeomet«  I.  KImm 

in  Frankfurt  a.  IL 
unter  Mitwirkung  der  bew&hrtesten  Erftfte. 

Integ^ralrechnong^  I,  i.  Teii 

Fortsetzung  v.  Heft  610.  —  Seite  417-482. 

Inhalt: 

lieber  das  Aufsttohen  beitimmtor  Integrale  durch  Transformation,  Fortsetaung.  —  Aufgaben  aur 
Einübung  in  dem  Aufsuchen  bestimmter  Integrale  durch  Transformation.  —  IntegraUonen ,  zu 
deren  Ausführungen  solche  Variablen  eingeführt  sind,  in  welchen  die    IntegrationsTariablen   eindeutige 

Funktionen  sind. 


Stuttgart  1889. 
Verlag  von  Julius  Maier. 

BnaBiiaiiniiOMginfDGfigEfigCnaBiBlIi^ 

Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  Kanr 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfart  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ftknliches  lar  Seite  steht,  erscheint  monatlieh  in  S— 4 
Heften  sn  dem  billigen  Preise  Ton  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlang  der  widitig- 
Bten  ond  praktischstexi  Aufgaben  aus  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik  y  Physik^ 
Mechanik,  math«  Geographie 9  Astronomie 9  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eiseibslui-, 
Briicken*  und  Hochbaues,  des  konstruktiren  Zeichnens  etc.  etc.  und  swar  in  TOllsybidig 
gelöster  Form,  mit  tlelen  Figuren,  Erklftrungen  nebst  Angabe  und  Entwiekdaag  der 
benntiten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lftiang 
Jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grSssere  Anzahl  der  Hefte  6^ 
schienen  ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  and  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngel8sten  Aafgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezflglichen  gelösten  Aafgaben)  des  Studierendes 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  f&r  den  Schulunterricht  benatit 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  dei 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhsltsTeneieb* 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  ürklämngr^n  über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ansgabei 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwiBsen- 
Bchaftlichen  Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Boalschulen  I.  und  II.  (hrd.,  gleich* 
berechtigten  hSheren  BOrgerschnlen,  PriTatschnlen,  Gymnasien,  Bealgymnaslen,  Pre- 
gymnasien,  Schullehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  BaugewerksdinleD, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Yorbereitungsschulen  aller  Arten,  gewerbliehe 
Fortbildnngssohnlen,  Akademien,  üniTersitäten ,  Land-  und  Forstwissensehaftssehnlei, 
Militärschulen,  Torbereitnngs-Ajistalten  aller  Arten  als  z.  B.  fOr  das  Bii^ährig-Frei- 
wiUige-  und  (^füzlers-Examen,  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelüste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etQ 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  de^ 
jenigen  Aafgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüftingen  zu  lösen  haben^  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgefahrt 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  ftLr  den  Schal- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  inm  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lust,  Liebe 
und  Yerständnls  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  AnfTrischnng  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  aUen  BenlB* 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Veifissser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stattgart  Die  Terlagshandlimg« 
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Frage  28.    Auf  welche  Weise  kann 

man  eine  allgemein  durch: 

^  Antwort.     Nach   der  in  Antw.  auf 

/f(x)dx  Frage  27  aufgestellten  Formel: 

/  1  -  /' 

angedeutete  Integration,  in  welcher  nach    ^' '  'J^l    ^  )}'y\  )      —  f^\  ) 

der  Erkl.  385  die  Integrationsvariable  *        u  u  ♦  "* 

X  eine  Funktion  von  einer  andern  Grösse  ™^^®  umgekehrt: 

u  sein  soll,  so  umformen  odertrans-  p*^  /** 

formieren,    damit   in    derselben    die  ^)"  'J'pi'^)d^=Jv[Giz)].g{x)da! 

Grösse  u  die  Integrationsvariable  ist?  **a  « 

sein,  wenn  nach  jener  Antw.  die  durch 
die  Gleichungen: 

Erkl.  387.   Nach  der  in  Antw.  auf  Frage  28  ^\  -.  /j.  /^\ 

aufgestellten  Formel  B).:  ^^ u  ^  uryj;) 

^ö  p^h  ß) du  =  g{x)dx 

Jf(x) dx  =  J  f  [0(u)]  .g(u)  du  ausgedrückten  Bedingungen  erfüllt  sind, 

o  «a  wenn  ferner  die  von  x  abhängige  Grösse 

/>@ib)  u  in  dem  Intervall  von  Ua  bis  Uh  solche 

f[G{u)^.giu)du  Werte  hat,  welche  den  Werten  derVa- 

oj(fl)  riablen  x^  von  welcher  u  eine  Funktion 

kann  man  die  Transformationsregel  auf-  ^^t,  in  der  Weise  entsprechen,  dass  die 
stellen:  durch  die  Gleichung  a).  ausgesprochene 

^     •  /•*  üebereinstimmung  in  dem  ganzen  Inter- 

Regel.  Eme  aÄgemem  dmchjf(x)dx  an-  ^^U  von  Ua  bis  Uö  besteht,  wie  es  die 

gedeutete  Integration,  in  welcher"  die  Integra-  ^^^  ^^'  Gleichung  «).  für  die  beson- 
tioDsvariable  x  eine  solche  Grösse  bedeutet,  die  sonderen  Werte  «a  und  Ub  der  Variablen 
in  der  durch  die  Gleichung:  u  sich  ergebenden  Gleichungen: 

«) «  =  ö(tt)  yj Ub  =  G(b) 

ausgedrOckten   Beziehung   eine   Funktion   Ton  und 

einer  andern  Variablen  u  ist,  kann  man  stets  \                       t«    =  G(a) 

BD  umformen  oder  transformieren,  datait  '-^ ^  ^   ' 

diese  Grösse  u  die  Integrationsvariable  wird,  besagen. 

wenn  man  in  dem  Differential  f(x)dx  für:  gjj^^  '^^^    ^j^   ^^^^^  ^^^  ^U^  ^^  n^^r- 

«) X  =  G(u)  kierten  Werte    der  von  x  abhangigen 

und  nach  der  sich  hieraus  ergebenden  (ersten)  Variablen  u  bestimmte  Werte ,  SO 
Differentialgleichung:  müssen  hiemach   die  der  Variablen  x 

ß) dx  =:  g{u)du  zukommende   Werte   a  und  b  solche 

setzt,  wenn  man  femer  nach  der  aus  der  Glei-  sein,  dass  die  durch  jene  Gleichung  a). 
chung  a).  sich  ergebenden  Gleichung:  ausgedrückte    Üebereinstimmung    nicht 

ttj „  —  @(a.)  alteriert  wird.   Löst  man  die  Gleichung 

[d.  i.  die  nach  u  aufgelöste  Gleichung  «).]  «).  iu  Bezug  auf  X  auf  uud  wird  dicse 

die  durch  «j  und  u^  bezeichneten  Werte  der  »^ch  x  aufgelöste  Gleichung  a).  durch: 

Variablen   u  so   bestimmt,    dass    nach   dieser   a  ^       .  ,  x  =  &(u) 

Gleichung  a^).:  ^^ ^  ^ 

s  ^   __  Q«.  dargestellt,  so  muss  dem  durch  Ub  bezw. 

^^ *         ^  ^  dem  durch  Ua  markierten  Wert  der  Va- 

V  ^,  ,  riablen  u  ein  solcher  Wert  Xu.  bezw.  Xu 

i«f  w^««  3.     A      A..  n  ^    A  der  Variablen  x  entsprechen,    welcher 

ist,  wenn  o  und  a  die  Grenzwerte  der  von  m,.  oi-i_  v  ..    ^  ii 

abhängigen  Integrationsvariablen  x  bedeuten  ^^^ser  Gleichung  a,).  genügt,  welcher 
(siehe  die  Erkl.  388  bis  390,  sowie  Erkl.  382).  also  nach  der  Gleichung: 

,    KleycT,  Integralrechnung  I,  1.  Teil.  27 
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r^  ö) Xu.  =  ®  (Ub) 

KrU.  388.  Kommen  in  d^m  durch  j  f{x)dx  ^ 

•{  bezw.  nach  der  Gleichung : 

angedeuteten  Vorgang,  in  welchem  die  Integra-  v                            (^(    \ 

tionsYariable  in  der  laurch  die  Gleichung^  \) ^"a  —  ^  \^**) 

*) a:  =  ö(m)  bestimmt  ist.     Aus  der  Gleichung  b). 

rffiÄeSÄÄ  d?rÄ°  i*:  «--hält  man  somit  die  weitere  Formel: 

auf  Frage  28  aufgestellten  Formel:  uj,                    ^Uf, 

bildet,  der  Integrationsyariablen  x  in  dem  In-  /     ***       i         \  j 

tervall  von  o  Mb  5  (aiehe  Erkl.  884)  verschie-  oder  =  /<p[G{^)\  .^W»^ 

dene  Bedeutungen  zu,  hat  z.  B.  in  dem  In-  '^.   . 

tervall  von  a  bis  e  die  Integrationsvariable  x,  ^ 

d.i.  G(u),  eine  andere  Bedeutung  als  in  dem  in  welcher  nach  vorstehendem: 

Intervall  von  c  bis  d,  findet  dasselbe  in  dem 

Intervall  von  d  bis  h  (vielleicht  auch  noch  in  a) ^(^)  =  ^ 

anderen  Intervallen,  ehe  die  Integrationsvaiiable  . 

ihren  letzten  "Wert  6,  ihren  Endwert  erreicht)  ^Hd 

statt,  so  bleibt  es  dahin  gestellt,  ob  nicht  ^-v                     a(a!\dx  =  du 

auch  in  diesen  Intervallen  die  durch  f(x)  dar-  P^ yya!)aw        u 

gestellte  Grösse  oder  deren  Differential  dx,  bezw.  ist   in  welcher  ferner  die  durch  a:«.  und 

ob  nicht  die  Differentialfunktion /"(jp)  da?  in  jenen  -         ,       t_/»/\        ji    mr    \  -k^ 

Intervallen  verschiedene  Bedeutungen  hat,  ^««    Oder    durcn    ®(Wft)   und    ®(««)   De- 

und  man  hat  in  Rücksicht  darauf,  wie  in  den  zeichneten  Werte  der  Integrationsvaria- 

Anmerkungen  87  und  38  angedeutet  ist,  jenen  ^,1^^^  ^^  ^^^  welcher  die  Variable  u  eine 

durch  //'(a:)da:angedeutetenVorgang  wie  folgt:  Funktion  ist,  solche  Werte  sind,  welche 

•i  den  durch  Ub  und  w«  markierten  Werten 

y,2,                                ^  der   Variablen  u  in    der   Weise   ent- 

f(x)  dx  =  ff{x)dx+  ff(x)  dx  +  sprechen,  damit  die  durch  die  Gleichung 

a                 a                e  «)•    ausgesprochcnc    Uebereinstimmung 

^6  nicht  alteriert  wird,   und  welche  sich 

f{x)dx  aus  der  nach  x  aufgelösten  Gleichung 

/,Q,(j)          d  a).,  die  in  diesem  Falle  allgemein  durch: 

f[G(u)^.g(u)du  ange-  a^) x  =  ®(u) 

deuteten  Vorgang  entsprechend  wie  folgt:  dargestellt  sei,  ergeben. 

/^(ft)                         @(g)  Führt  man  in  der  Formel  A).  andere 

f[G(u)].g{u)du=zff\Q{u)\,g(u)du+  Bezeichnungen  ein;  bezeichnet  man  z.  B., 

@(^)                        «^^^j  wie  in  der  Erkl.  385  angedeutet,  tiund 

/,@(tfj                          Qj(j)  du  durch  x  bezw.  da?,  w  und  dx  durch 

f[(^M]'9Mdu+  ff\G(u)\.g{u)du  «*  ^ezw.  du,  bezeichnet  man  ferner  die 

(g(c)                          •^(^j  Grenzwerte  Ub  und  Uakarz  durch  6  bezw. 

zu  zerlegen  und  die  einzehien  auf  der  rechten  «  ^nd  ersetzt  man  das  Funktionszeichen 

Seite   dieser  Gleichungen  stehenden  Vorgänge  V  durch  das  t  unktionszeichen  /,  SO  nimmt 

zu  untersuchen,  bezw.  deren  Resultate  zu  be-  die  Formel  A).  die  üblige  Form  an: 
stimmen. 

Erkl.  389.     Ist  in  einer   allgemein  durch  ^l f^dx  =  ff[G{u)\.g{u)du 

/*  [6^(0^)1 .  (2^7  angedeuteten  Integration   die  pfBi^) 

oder  =  /f[G{u)].g{u)du 

durch   G{x)    dargestellte   Grösse    eine    solche,  *^.. 

welche  übereinstimmt  mit  einer  Grösse  u,  die 

in  der  durch  die  Gleichung:  in  welcher  Gleichung: 


fr 


X 


eine  allgemein  durch   if{x)dx  angedeu- 
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«) «*  =  ö(a;)  e) x  =  G(u) 

ausgedrflckten  Beziehung  eine  Funktion  von  x  ^Q^ 
ist,  oder  ist  in  der  durch  die  Gleichung: 

«i) X  =  ®(m)  0 ^Ä?  =  g(u)du 

(welche  Gleichung  die  nach  ar  aufgelöste  Gleichung  a).  ist]    Jg^^    jj^   welcher   femCt    die    AufCh  Üb  Ulld 

ausgedrackten  Beziehung  die  Grössen;  eine  Funk-  Ua  oder   durch  ®{b)  und  &(a)  beieicil^ 

tion  von  u,  erfüllt  also  nach  dieser  Integral-  ^eten  Werte  der  Integrationsvariabteil 

gleichung  «,).  das  Differential  dx  der  Grösse«  ^  ,  u        j-      tt     •  li    '^♦»"J*"- 

die  durch  die  Differentialgleichung:  ^^    J^p    welcher    die    Variable    X    eiM 

.^  dx  =  aM  du  Funktion  ist,  solche  Werte  sind,  welche 

(welche  Dlier'entialgleichnng  die  durch  Differentiation    ^BU    durch    6    UUd   a    markierten    Werten 
au8derlntegralgleichung«|).  oder «).  abgeleitete  erste    der     Variablen     X     lU      dCr     WelSe      eut- 

Differentialgleichung  ist]  sprecheu,  damit  die  durch  die  Gleichung 

Ausgesprochene  Bedingung;  sind  ferner  6  und  a  ,),    ausgesprochene    üebereinstimmung 

die  Grenzwerte  der  nach  Gleichung  «.).  von  u  J-i,.    «fx^«.     i.       •  j  j        i  l"*"~p 

abh&ngigen  Grösse  x,  so  erhält  man  nach  der  ^^^^^    alteriert    wird ,    und   welche    Sich 

Erki.  387,  wenn  man  nach  Gleichung  a).:         aus  der  nach  u  aufgelösten  Gleichung 

0(x)  =  u  0-1  ^^^  i^  diesem  Falle  allgemein  durch: 

-oder  nach  Gleichung  oj).:  'i) u  =  ®{x) 

X  =  &{u)  dargestellt  sei,  ergeben, 

imd  nach  der  Gleichung  ß),:  Nach   dieser  Formel  B).   kann  man 

dx  =  Q{u)du 
und  f  Or  die  durch  u^  und  u^  bezeichneten  Werte 

der  Grösse  u,  welche  den  durch  b  und  a  be-  tete  Integration,  in  welcher  die  Inte- 

zeichneten  Werten   der  Grösse  x  entsprechen,   „^«♦:^„o„fL:«ki«         «;«      t?     1 4- 

nach  der  Gleichung  a).:  f         ,  graüonsvariable  X   eine   Funktion  von 

.                       =  örft^  ^^°®^  anderen  Variablen  u  ist,  so  trän s- 

^' «*ft  —  ^i )  formieren   oder  umformen,   damit  in 

^^  derselben  diese  Grösse  u  die  Integra- 

7i) %=  (^(a)  tions variable  ist  (siehe  die  Erkl.  387 

«etzt,  die  Integrationsformel:  bis  890). 

A)..  .  Jf[G(x)]dx  =  Jm.^{u)du 

Nach  dieser  Integrationsformel  kann  man  die 
Transformationsregel  aufstellen: 

Regel«    Eine  allgemein  durch  /  f[G{x)]dx 

angedeutete  Integration,  in  welcher  die  Integra- 
tionsvariable  x  in  der  durch  die  Gleichung: 

X  =  0(w) 

«nsgedrückten  Beziehung  eine  Funktion  von  der 
durch  u  oder  G{x)  dargestellten  Grösse  ist,  kann 
man  stets  so  umformen  oder  transformieren, 
'damit  diese  Grösse  u  die  Integrationsvariable 
wird,  wenn  man  in  jener  angedeuteten  Inte- 
in^ation: 

a) G{x)  =  u 

oder  nach  dieser  Gleiohafig  (dieselbe  nach  x 
aufgelöst): 

ai) X  —  @(ü) 

tmd  nach  der  ans  dieser  Integralgleichung  sich 
ergebenden  Differentialgleichung : 
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ß) dx  z=  Q(u)du 

setzt,  wenn  man  femer  für  die  durch  u^  und  u^ 

bezeichneten  Grenzwerte  der  von  x  abhängigen 
Variablen  u  nach  der  Gleichung  a). : 

y) «*  =  Ö^W 

und 

setzt,  angedeutet  durch: 

/b  pG{b) 

f\G{x)\dx  =   lf{u),%{u)du 

a  G(a) 

(siehe  die  Erkl.  890). 

Erkl.  390.  Kommen  in  einem  allgemein  durch 
I  f^G(x)^dx  angedeuteten  Vorgang,  in  wel- 

a 

chem  nach  der  Erkl.  B89  die  Grösse  x  in  der 
durch  die  Gleichung: 

«i) X  =  ®(u) 

ausgedrückten  Beziehung,  welche  sich  aus  der 
Gleichung: 

o) G(x)  =  u 

durch  Auflösen  derselben  nach  x  ergibt,  eine 
Funktion  von  u  ist,  dieser  Integrationsvariablen 
X  bezw.  derem  Differential  dx,  welches  die  durch 
die  Gleichung: 

ß) dx  =  Q{ü)du 

ausgesprochene  Bedingung  zu  erfüllen  hat,  in 
dem  Intervalle  von  a  bis  h,  in  welchem  sie  von 
u  abhängig  ist,  verschiedene  Bedeutungen 
zu,  hat  z.  B.  in  dem  Intervall  von  a  bis  c  die 
Integrationsvariable  :r  [d.i.  ®(u)]  eine  andere 
Bedeutung  als  in  dem  Intervall  von  c  bis  d, 
findet  dasselbe  in  dem  Intervall  von  d  bis  h 
(vielleicht  auch  noch  in  anderen  Intervallen,  ehe 
die  Integrationsvariable  x  ihren  letzten  Wert  b, 
ihren  Endwert  erreicht)  statt,  so  bleibt  es  dahin 
gestellt,   ob  nicht  auch  in   diesem  Intervall 

der  Differentialfunktion  f[G (x)] ,dx  verschie- 
dene Bedeutungen  zukommen,  und  man  hat  in 
Kücksicht  darauf,  wie  in  den  Anmerkungen  37 

und  38  angedeutet  ist,  jene  durch  /  f[G(x)].dx 

a 

angedeutete  Integration  wie  folgt  zu  zerlegen: 

1).  .  .Jf[G(x)]dm  =Jf[G{x)]dx+J'f[G(x)]dx+ff[G(x)]dx 

a  a  c  c 

y*Gib) 
f(u) .Q{u).du  angedeute- 

ö(a) 

ten  Vorgang,  wenn  in  den  Intervallen  von  a  bis  c, 
c  bis  d  und  von  d  bis  b  nach  der  Gleichung  a^). 
die  Grösse  x  solche  Bedeutungen  hat,  welche 
bezw.  durch: 
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«lO rc  =  0i(m) 

ai*) X  —  ®j(m) 

«i') 0?  =  ®3(u) 

aasgedrQckt  seien,  wenn  also  das  Differential  dx 
der  Grösse  x  in  jenen  Interyallen  solche  Be- 
deutungen hat,  welche  nach  diesen  Gleichungen, 
bezw.  nach  der  Gleichung  /?).  durch: 

/9i).     ...     da?  =  9i(u)dtt 

ft)-     •    •    •     da?  =  02  («)<*«♦ 
und  durch: 

A).     ...     da?  =  ös(tt)du 
ausgedrückt  seien,  wie  folgt: 

y»ö(ft)  f*G{fi)  pOid)  pG{b) 

m,^{u)du  =  Jf(u),Q,(u)du+Jf{u),q,(u)du+Jf{u).Q,(u)du 

0(a)  <?(a)  Gie)  G{d) 

2u  zerlegen  und  die  einzelnen  auf  der  rechten 
Seite  dieser  Gleichungen  stehenden  Yorgilnge 
zu  untersuchen,  bezw.  deren  Resultate  zu  be- 
stimmen. 


/' 


Anmerkung  46.    Wie  in  der  Anmerkung  81  gezeigt,  wird  eine  allgemein  durch   /  f(x)dx 

angedeutete  Integration  ausgeführt,  indem  zunächst  das  zu  Jf(x)dx  gehörende  unbe- 
stimmte Integral  F{x)-^C  aufgesucht  wird.  Ist  nun  zu  diesem  Zwecke  die  Ein- 
führung einer  neuen  Variablen  u  erforderlich,  so  kann  man,  da  diese  mit  der  Variablen 
X  stets  in  einer  durch  eine  Gleichung  ausgedrückten  Beziehung  steht,  in  welcher  die 
Variable  x  eine  Funktion  von  u  und  umgekehrt  u  eine  Funktion  von  x  ist,  jene  an- 
gedeutete Integration,  in  welcher  x  die  Integrationsvariable  ist,  nach  den  in  den  Erkl. 
387  und  889  aufgestellten  Regeln  stets  so  transformieren,  damit  jene  Grösse  u  die 
Integrationsvariable  wird,  wie  durch  die  Auflösungen  der  in  dem  folgenden  Abschnitt 
enthaltenen  Aufgaben  gezeigt  ist. 


Anmerknng  47.  Der  Studierende  sei  hier  am  Schlüsse  dieses  Abschnitts  nochmals  auf 
Folgendes  besonders  aufmerksam  gemacht,  indem  dies  zum  Verständnis  der  Integral- 
rechnung, zum  Verständnis  der  Lösungen  in  dem  folgenden  Abschnitt  von  wesentlicher 
Bedeutung  ist: 

1).    In  jedem  allgemein  durch.  J^f{x)dx  oder  durch  f{x),fdx  angedeuteten 

Vorgang  ist  mit  der  Grösse  x  in  dem  Differentialkoeffizienten  f{x)  des  Differentials 

oder  der  Differentialfunktion  f{x)dx  zugleich   auch  die  Integrationsvariable   fdx 

ihrem  Wert  und  ihrer  Bedeutung  nach  bestimmt,  indem  (siehe  die  Anmerk.  16 
und  die  Antworten  auf  die  Fragen  22  und  25)  jener  Vorgang  lediglich  darin  besteht, 

dass  die  Integrationsvariable /* dos  zu  der  Grösse  x  in  dem  Differentialkoeffizienten 

f{x)  wird;  umgekehrt  ist  durch  die  Bedeutung  des  Differentials  dx  die  Bedeutung 
der  Grösse  x  bestimmt. 

2).  In  Rücksicht  auf  das  unter  1).  Gesagte  wird  auch  die  Grösse  x  in  dem 
Differentialkoeffizient  f{x)  als  Integrationsvariable  bezeichnet,  wie  in  der  Erkl.  845 
angedeutet  ist. 

8).    Ist  in  einem  allgemein  durch  j  f{x)dx  angedeuteten  Vorgang  die  Inte- 

a 

grations variable  x  eindeutig,  d.  h.  ändert  sie  ihre  Bedeutung  nicht,  dann  kann 
auch  das  Differential  f{x)dx  in  jenem  Vorgang  seine  Bedeutung  nicht  ändern  und 
die  in  jenem  Vorgang  entstehende  Grösse  ist  eine  solche,  deren  Differential,  deren 
Bildungseinheit  jenes  Differential  f{x)dx  ist;  ändert  hingegen  die  Integrationsvariable 
ihre  Bedeutung,  ist  sie  in  jenem  Vorgang  zwei-  oder  mehrdeutig,  dann  bleibt 
€S  dahingestellt  (und  im  weiteren  zu  untersuchen  übrig),  ob  das  Differential  f{x)dx 
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0 

seine  Bedeutung  ändert,  ob  die  in  jenem  Vorgang  entstehende  Grösse  eine  solche  ist, 
die  ajns  verschiedenartigen  anderen  Grössen  gebildet  (zusammengesetzt)  ist. 

4).    In  einem  allgemein  durch  j  f{x)dx  angedeuteten  Vorgang  kann  die  Inte- 

grationsvariable  x  eine  Grösse  sein,  welche  unabhängig  von  einer  anderen  Grösse 
ist;  sie  kann  aber  auch  nach  dem  in  der  Erkl.  385  erweiterten  Begriff  ein^  Integrals 
eine  solche  sein,  welche  in  einer  durch  eine  Gleichung  ausgedrückten  Beziehung  ab- 
hängig von  einer  anderen  Grösse,  eine  Funktion  von  einer  anderen  Grösse  ist.  Findet 
letzteres  z   B.  in  der  durch  die  Gleichung: 

a) ic  =  ®(tt) 

ausgedrückten  Beziehung  statt,  dann  muss  das  Differential  dx  der  Grösse  x  die  dnrcb 
die  Differentialgleichung: 

ß) dx  —  g(«).(i« 

ausgesprochene  Bedingung  erfüllen,  wenn  die  Gleichung  ß).  die  durch  einmalige 
Differentiation  aus  der  Integralgleichung  «).  abgeleitete  Differentialgleichung  ist 

5).    In  einem  allgemein  durch   1  f(x)dx  oder  durch  J  f(x)dx    angedeuteten 

Vorgang  bezeichnen  a  und  b  bezw.  —  a  und  —h  die  positive  Integrationsvariable 
X  bezw.  die  negative  Integrationsvariable  x  für  besondere  ihr  beigelegte,  durch  a 
und  b  gekennzeichnete  Werte.  Ist  in  jenem  Vorgang  die  Integrationsvariable  x  eine 
Funktion  von  einer  andern  Grösse  ti,  so  bezeichnen  (siehe  auch  die  Erkl.  384)  a  und 
b  bez^.  —  a  und  —6  die  Integrationsvariable  x,  wenn  dieselbe  als  Funktion  von 
jener  andern  Grösse  u  positiv  bezw.  negativ  ist  und  ihr  die  durch  a  und  b  mar- 
kierten Werte  als  Funktion  von  u  zukommen. 


3).  Aufgaben  zur  Einübung  in  dem  Aufsuchen  bestimmter  Integrale 

durch  Transformation. 

Anmerkung  48.  Die  in  diesem  Abschnitt  angeführten  Integrationen  sind  in  zwei  Haupt- 
gruppen eingeteilt.  ,  ,  v    t  ^ 

Zu  der  ersten  dieser  Gruppen,  Aufgabe  557  bis  572,  gehören  solche  Inte- 
grationen, zu  deren  Lösungen  solche  Variablen  eingeführt  sind,  von  welchen  die 
Integrationsvariablen  eindeutige  Funktionen  sind,  in  welchen  also  die  Integrations- 
variablen und  damit  die  zu  integrierenden  DifFerentialfunktionen  eindeutig  sind. 

Zu  der  zweiten  dieser  Gruppen,  Aufgabe  573  bis  592,  gehören  solche  Inte- 
grationen, zu  deren  Lösungen  solche  Variablen  eingeführt  sind,  von  welchen  die 
Integrationsvariablen  mehrdeutige  Funktionen  sind,  in  welchen  also  die  Integra- 
tionsvariablen mehrdeutig  und,  was  dahingestellt  bleibt,  die  zu  integrierenden  Diffe- 
rentialfunktionen (je  nachdem)  eindeutig  oder  mehrdeutig  sind. 


a).  Integrationen,  zu  deren  Ausführungen  solche  Variable  ein- 
geführt Bind,  von  welchen  die  Integrations variablen  eindeutige 

Funktionen  sind. 

'  Aufgaben:  Lösungen: 

Man  soll  die  in  nachstehenden  Aufgaben 
angedeuteten  Integrationen,  welche  durch 
Einführung  anderer  Variablen  u  gelöst 
werden,  so  transformieren,  damit  diese 
Grössen  u  die  Integrationsvariablen  sind. 

rR'?^      f dx Setzt  man  (siehe  Anmerkung  46)  zur  Aus- 

i    ^  führung  der  durch  /  ^ ^  dx  angedeur 

teten  Integration: 
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a) x  =^  sinu 

so  muss  nach  dieser  Gleichung: 

ß) dx  =  cos  u, du 

gesetzt  werden,  d.  h.:  wird  infolge  der  nach 

der  Gleichung  a).    auszuführenden   Subsli- 

Erkl.  391.   Nach  den  Auflösungen  der  Auf-  tution  die  Grösse  x  als  eine  Funktion  von 

gaben  582  und  555  hat  man:  einer  andern  Variablen  u  dargestellt  oder 

a)    für  den  Fall,  m  welchem  n  eme  (ganze  ^^^^^  gj^g  Funktion  von  einer  andern  Va- 

posiüve)  gerajie  Zahl  ist:  ^^^^^^^  ^  ^^^^^^^^  ^^  ^^^^  ^^  Differential 

l\         /!L_?Ü__  dx  =  ^^  derselben  die  durch  die  Gleichung  ß). 

J  y\~^x^  ausgedrückte    Bedingung    erfüllen,    bezw. 

0  durch  ein  solches  ersetzt  werden,  welches 

(n— l)(tt— 3)...5.3.1  n    ^j^ge  Bedingung  erfüllt,  und  man  hat: 

und                           n(n— 2)(n--4)...6.4.2  .2                  ^n                           ^.^n^ 

„  —, — — ^  dac  =  .  cos  u  d u 

Z  Vi  — a;»                Vi— sin' M 

^fC*u.du  =  ^^'^^  ^°  Rücksicht  darauf,  dass: 

0  Vi  —  Ä*^'  M  =:   cos  U 

(n — l)(n  — 3)...5.3.1       n    ig^. 


w(n— 2)(n— 4)...6.4.2      2  ^           ^          :,               n     ^ 

^         ^^         ^  a).        dx  =  8in  u,du 

b).  für  den  Fall,  in  welchem  n  eine  (ganze  V^ — ^' 

poaitiTe)  ungerade  Zahl  iat:  j^^^  hiernach  die  DifferentialfunkÜon: 


0 


«" 


2).  .  .      --^_^^dx  =  ^.^^^^^dx 


x^ 


Vi  — «2 


(n— i)(n— 3)...6.4.2  in  welcher  in  der  durch  die  Gleichung  a). 

^^  ^(n^^)  (n^^4)7r5T37r  ausgedrückten  Beziehung  die  Variable  x  als 

^  eine  Funktion  von  der  Variablen  u  betrach- 

y/2  tet  wurde,   durch  die  Differentialfunktion 

sitC^u  du  =  mi^u.du  ersetzt  ist,  so  erhält  man  (wenn 

(n-i)(n-3)... 6.4.2'  "^^  ^^^  ^""^"^  J ^f^-^ ^"^  angedeutete 

n  (n  ^  2}  (n — 4) . . .  5 . 3 . 1  Integration ,  in  welcher  x  die  Integrations- 

Beachtet  man,  dass  (siehe  die  Auflösungen  variable  ist,  so  transformieren  will,  da- 

der  Aufgaben  532  und  555)  die  Gleichungen  1).  mit  die  Grösse  w,  von  welcher  x  eine  Funk- 

und  la).,  ebenso  die  Gleichungen  2)  und  2  a).  tion  ist,  die  Integrationsvariable  wird)  nach 

m  die  Beziehung  zu  emander  gebracht  werden  j      -o^i    ng».  ' 

können,  welche  durch  die  Gleichung:  .  o  /. 

/*!     x^  ,  /»•*i 

.*=«♦*«  hrf^^i        ^      sin'^u.du 

bezw.  durch  die  Gleichung:  o  *{ 

u  =  arc  (sin  =  x)  ^n^  in  Rücksicht  darauf,  dass  nach  der  aus 

ausgedrückt  ist,  so  ergibt  sich  aus  den  Glei-  der  Gleichung«),  sich  ergebenden  Gleichung: 
chungen  1).  und  la).,   ebenso   aus   den   Glei-  v        ,.        ^«^z«--«       ^\ 

chungen  2).  und  2a).  die  Gleichung:  «i)'  •  •  "  =  ^'^^^^^^^  =  ^^ 

n 

-  - =^^-dx  =    Isin^u.du  ,  . 

Yl  —  x^  J  und  für: 

(Vergleiche  biemit  das  Besultat  In  der  Auttösung        ^1)-  •  •  ^o   =F  «»"C  («W  =  0)  d.  i.  =  0 
der  Aufgabe  557.) 


sich  für: 

TT 

y),  . ,  w^  =  arc  (sin  =  1)  d.  i.  =  -^ 


ergibt: 


n 


/    x*"  r^ 

— dx  =   I  sin^xi>.du 
„    Vi  — a;2  J 


A).  .  .  ,  y 


0    '  0 

(siehe  die  Erkl.  391). 


424  Integralrechnung  I.  —  1.  Teil. 

558).     /-g dx Setzt  man  (siehe  Anmerkung  46)  zur  Aus- 

a  y(x  —  mY                                      führung  der  durch  A3 'da?  angedeu- 
teten Integration:       v  («  —  *") 
a^) X  —  m  =  M 

Erkl.  392.     Beachtet  man,   dass  nach  der  also* 
Erkl.  393: 

_2  8_  «) «  =  "  +  »» 

a).  ,  .fu    ^du  =  d.Yu-^C  so  muss  nach  dieser  Gleichung: 

ist,  80  erhält  man  in  Rücksicht  darauf,  für  eine       ß)      dx  =  du 

positive  Integrationsvariahle  und  wenn  die  Diffe-  ^^^^^^^  ^^^^^^^  ^  ^.  j^^  .^  ^^^  Gleichung 

rentialfunktion  u  ^  du  ia  dem  ganzen  Inter-  «)•  die  Grösse  x  eine  Funktion  von  derVa- 
vall  von  a — tn  his  h — m  eindeutig  und  posi-  riahlen  ti,  so  muss  das  Differential  dx  der- 
tiv  ist  nach  der  in  der  Anmerkung  31  aufge-  seihen  die  durch  die  Gleichung  ß).  ausge- 
stellten Formel  A).:  drückte  Bedingung  erfüllen,  und  man  hat: 

h).  ,.fu-hu  =  U^üJ„.„.  *^-  •  •  ^=r'"  =  ^-'^ 

,     i-m  V(x^my          V^^ 

oder:       ^^^  __  ^ 

^ 3 oder  =  tt    ^du 

c],  .  .  i u    **du  =  'öV^b  —  m  —  3 Va  —  m 


Da  hiernach  die  Differentialfnnktion: 


a —  m 

BUemach  und  nach  der  Gleichung  A).  in  der  — dx 

V 


Auflösung  der  Aufgabe  558  ist  somit:  "r. r, 

8  8  V(«  — »«r 

1).  /-  l dx  =  3V^6^^^  — 3V^^^  in  welcher  die  Grösse  x  in  der  durch  die 

/  A- Gleichung  «).  ausgedrückten  Beziehung  eine 

a  V  (a?  —  ^r  Funktion  von  u  ist,  durch  die  Differential- 

(e  e  6    6  Er  .  8  4).  funktiou  uT^.du  orsctzt  ist,  so  erhalt  man 

nach  der  Erkl.  387: 


^^       1  ,  /*"*-# 


Erkl.  398.  Nach  der  in  Antw.  auf  Frage  23  f— — dx  =    f  u    ^,du 


aufgestellten  Integrationsformel  1).  ist:  J  ^r- -z 


/ 


_  2 

—  2  u     ^ 


+  1 


«a 


u^^du  =    " (.  c  ™<^  i^  Rücksicht  darauf,  dass  nach  der  aus 

__  2       ,    '  der  Gleichung «).  sich  ergebenden  Gleichung: 


Q 

oder:  «i) «  =  a?  —  m 

/*-2  „  ,V   .   ^  sich  für: 

a).  .  .    lu    ^  du  ^  zVu+C 

J  ß) Mj,  =  5  — m 

und  für: 

y) tl^  =  a  — f» 

Erkl.  394.    Hat  man  die  durch:  ..  ^ 

ergibt: 


dx                                         ^  J*^^ 

2  A).  .  .  f— dx  =z  Ju'"^.du 


angedeutete  Integration  auszuführen  und  führt  V(*~^) 

man   dieselbe   aus   indem   man,   wie   in   dem  (siehe  die  Erki.  892) 

Abschnitt  F.  1).  gezeigt,  zunächst  die  durch: 

/- dx  angedeutete  Integration  aus- 

führt,  so  erhält  man  (siehe  Erkl.  395): 
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^)j-^ — ^ dx  =  [3\^a5-:^]^ 

«  V{x  —  m)« 
oder: 

8  8 

b).   P^ ^ dx  =  3V^&^;^— sy^S^^Tä 

[7ergleiohe  hiennit  die  Gleichung  1).  in  der  Erkl  892.] 

ErkL  395.    Führt  man  die  durch: 

angedeutete  Integration  aus,  indem  man,  wie 
in  der  Auflösung  der  Aufgabe  558: 

«) X  —  in  =  t« 

oder  hiernach: 

«i) a?  =  i«  —  m 

und  nach  dieser  Gleichung: 

P) dx  —  du 

setzty  so  erh&lt  man: 

a).  .  .  /-g dx  =    Ag oder  =    CuT'^  du 

Da  nun  nach  der  Erkl.  893: 

b) fu^^du  =  3V'5"+C 

ist,  so  erhält  man: 

r        1  ^ 

c).  .  .   /-3 (la?  =  8V«"+C 

oder  nach  der  mittels  der  Gleichung  a).  auszu- 
führenden Bücksubstitution: 

-j da;  =  3  VaJ  — m  +  0 

V^(a:  — wj)' 

'^'  y  ^**^^ Setzt  man  (siehe  Anmerkung  46)  zur  Aus- 

0  führang  der  durch  fe^^dx  angedeuteten  In- 

tegration: 

Erkl.  396.  Da  nach  der  in  Antw.  auf  Frage  23       "*^ a  «  =  t* 

aufgestellten  Integrationsformel  6:  also: 


a).  .  ./eV  du  =  c**  +  C  «).......  ar  =  il 

ist,  80  ist,  wenn  dte  Diiferentialfunktion  e^  du  ^^  ^^^^  ^^^^  ^.^3^^  Gleilung: 

in  dem  durch  /  e" .  dti  angedeuteten  Vorgang  .                         ,           1 

J                                      '  ß) ao:  =  — du 

0  a 


426  Integralrechnung  I.  —  1.  Teil. 

von  dem  Wert  0  der  Integrationsvariablen  u  gesetzt  werden,  d.  h. :  ist  in  der  Gleichnsg 

bis  zu  dem  Wert  2a  derselben  eindeutig  und  «).    die   Grösse  x  eine  Funktion   von  der 

positiv  ist,  nach  der  in  der  Anmerkung  81  Variablen  w,  so  muss  das  Differential  dx 

aufgestellten  Formel  A).:  derselben  die  durch  die  Gleichung  ß).  aus- 

/^^  r  ^-i^o  gedrückte  Bedingung  erfüllen,  und  man  hat: 

0  a).  .  .  e*" dx  =  e*.  —  du  oder  =  — .«"du 

oder:  a  a 

/2a 
e^du  =  e^*^^e^  oder  =  e^"  — 1  Da  hiemach  die  Differentialfunktion  c**^x, 

^  in  welcher  die  Grösse  a?  in  der  durch  die 

^^    ,    ,.        ^,  .  ,  ,  ,     ^,  .  ,  Gleichung  «).  ausgedrückten  Beziehung  eine 

Nach  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  A).  Funktion  von  u  ist,  durch  die  Differential- 
m  der  Auflösung  der  Aufgabe  559  ist:  ^ 

^2  1      /*2»  2  a        funktion  "-♦e*'rf«<  ersetzt  ist,  80  erhält  man 

d).  .  .y  e'^'-dx  oder  —  .y  e"* du  =  ^—^  nach  der  Erkl.  387: 

wenn  die  nach  der  Gleichung:  /  i^",dx  =   /        -  •e**.dtt  od.  = -— •  /e^du 

u  0  Ho  % 

a  und  in  Rücksicht  darauf, .  dass  nach  der  aas 

von  u  abhängige  Grösse  x  für  alle  Werte,  welche  ^®^  Gleichung  «).  sich  ergebenden  Gleichung: 

ihr  als  Funktion  von  u  in  dem  Intervall  von       «) i^  =;  (j^a« 

0  bis  2  zukommen,   ihre   Bedeutung  nicht  ,   '.        *         * 

ändert.  sich  für: 

y) Uj  =  a.2  oder  =  2a 

und  für: 

7i) Wo  =  ^'^  ödßr  =  ^ 

ergibt: 

/2  1  /»2  a 

C*'  da?   =   —  •   /    e"  du      (•.  Erkl.  S96), 

0  0 


/a      1 
— r-T-T  d^ Beachtet  man,  dass 

0  1         _   1  1 

a  +  hx^   "   a'  h^^^, 

'    a 

ErkL  S97.  Da  nach  der  in  Antw.  auf  Frage  28                                   1  1 

aufgestellten  Integrationsformel  18:  <>"ör  =  — . ^r=z     r,- 

a).  .  .  /yq—r^w  =  arc {ig  =:  u) -\-  C  "^V  ^    »"*/ 

1  ist,  und  setzt  man  zur  Ausführung  der  durch 

ist,  so  ist,  wenn  die  Differentialfunktion- -du     P     \ 

yäb  1  -j-  M*         /  ^  da:  angedeuteten  Integration  (siehe 

_  i_dM  angedeuteten  Vor-  Anmerkung  46): 

gang  für  eine  positive  Integrationsvariable  u  von       ai) y    —  •  a;  =  w 

dem  Wert  0  bis  zu  dem  Wert  V<*^  derselben     , 

eindeutig  und  positiv  ist,  nach  der  in  der  *"^'  . 

Anmerkung  31  aufgestellten  Formel  A).:  x  ^  1  /  « 

v^  __         " ^  ^' 

/*     1       ,         r      ,.         »1^"*         80  muss  nach  dieser  Gleichung: 


oder: 


^) (2a; 


=Y'.i. 


i 
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V^  gesetzt  werdeo,  d.  h.:  ist  in  der  Gleichung 

/*     1       -               /         ^r~^\  <*)•  die  Grösse  x  eine  Funktion  von  der  Va- 

^^'  •  V  1+«'        ^  ^''^^^  =  y  aö;  -  ^g^iijlg^  ^^  gQ  ^^gg  ^^g  Differential  dx  der- 

0                                         arc  («flr  =  0)  gelben    die   durch   die   Gleichung  ß),   aus- 

oder  da:  gedrückte  Bedingung  erfüllen,  und  man  hat: 

arc  (tg  =  0)  =  0 

ist:  a 


).  .  .  — r-r-T^x  =  — j— — i.  V  T-'du 


Nach  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  A).       ^*  *^*«™*^^  ^^^  Differentialfunktion: 
in  der  Auflösung  der  Aufgabe  560  ist:  1  , 

.         /***    1        ,       ,       r_  1 ,    _       in  welcher  die  Grösse  x  in  der  darch  die 

^^'  '  'J~ir+bx^^  J  l+u2"^"  -       Gleichung  «).  ausgedrückten  Beziehung  eine 

0  0  Funktion  von  u  ist,  durch  die  Differential- 

—j — ~  *  arcitg  ^  Vöb)  funktion  -  r^z^^-:, irdu  ersetzt  ist,   so 

y/ah  Yah      l  +  w« 

▼enn  die  nach  der  Gleichung:  ®r^^^  ™*^  °*^^  ^^^  ^^^-  ^^'^' 

«) a?=   y/    -.ti  / —  dx  ==  I  —r 1—; — rd^ 

^     f>  J   a-\-hx^  •/    yj^ah      1-|-«*' 

yon  u  abhängige  Grössen;  für  alle  Werte,  welche 

ihr  als  Funktion  von  u  in  dem  Intervall  von  -y  z*"^  ^ 

0  bis   a  zukommen,   ihre  Bedeutung  nicht  oder  =  — 7=r- •  /  ,— 7 — ^du 

ändert.  Vaft    ^  1+«' 

und  in  Rücksicht  darauf,  dass  nach  der  aus 
der  Gleichung  a).  sich  ergebenden  Gleichung: 

«1) "  =  v^-^ 

sich  für: 

y).  . . .  u^  =   V/  — .  a  oder  =  V^a6 

und  für: 

7i). . . .  Uq  =    y   — .  0  oder  =  0 

ergibt:  y_ 

0  "^  0 

(siehe  die  Erkl.  897). 


561).    —  •  /  Va'~  Ä'.(?a: Setzt   man    zur    Ausführung    der    durch 

^  /  y^^  —  x^.dx  angedeuteten  Integration 

(siehe  Anmerkung  46): 

a) X  =  a.sinfp 

so  muss  nach  dieser  Gleichung: 

ß) dx  =  a,co8  (p,d(p 

gesetzt  werden,  d.  h.:  ist  in  der  Gleichung 
a).  die  Grösse  x  eine  Funktion  von  der  Ya- 


a 
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Erkl.  898.    Den  Ausdruck:  riablen  qp,  so  muss  das  Differential  da;  der- 

,/-2 j-^T"      /./»•  selben  die  durch  die  Gleichung  ß).  ausge- 

ya  -a  sin  (p,a.cos(p  drückte  Bedingung  erfüUen,  und  man  hat: 

kann  man  wie  folgt  vereinfachen:  

»^  \  1 — —  oder  nach  der  Erkl.  398: 

a.y  a^(l  —  8in^(p).cos(p 

oder  =  a*Y^^^V-^^^V  ®"®'  ^^  a^,co8^(f       ^  ^  t'     t- 

Da  hiemach  die  Differentialfnnktion: 

V^a'  —  «' .  d« 
.  ^"^^  ^^<:    ^^'J^t  ^  **'  AuflöBong  der  ^  ^^j^^^^  ^^  Q^^g^^  ^  j^^  ^^^  ^„„^  ^^ 
Aufgabe  869  gezeigt  Mt:  Gleichung  «).  ausgedrttckten  Beziehung  eine 

\         /!./»i..  /!/«  —  ^  /«j_  ^  MM^m-i-O      Funktion  von  u  ist,  durch  die  Differential- 
,).  .  .Jco8^<p.dv  -  -^-<p+-8in2^  +  C      ^^^^^.^^  a2,co8^^:d<p  ersetzt  ist,  so  erhält 

ist,  seist,  wenn  die  Differentialfunktion  CO«' y.dy  inan  nach  der  Erkl.  387: 

.     ,        ^      V    r^,      ^  ^    w      17        1.  r\a^-^x^.dx  =  -.  fa^.cos^tp.d(p 

m  dem  durch  lco8^(p,d<p  angedeuteten  Vor-    a   J  a  J 

gang  fOr  eine  positive  Integrationsvariable  in  ^Va 

dem  Intervall  von  0  bis  ~  eindeutig  und  po-  oder  =  ahj  co8^(p.dtp 

sitiv  ist,  nach  der  in  der  Anmerkung  31  auf-  *'« 

gestellten  Formel  A).,  in  Bücksicht  auf  jene  und  in  Rücksicht  darauf,  dass  nach  der  aus 

Gleichung  a).:  der  Gleichung  a).  sich  ergebenden  Gleichung: 

b).  .  .  J C08'^<p,d(p  =  |^2-y  +  :j-««n2yJ  gj^j^  ^^^. 

oder:   ^    ^  r).  .  .  •  Va  =  ^^  (*»**  =  ^) 

c).  .  .  ^L^.dy  =  r^.^+i.,m2.|l-  oder  =  arc(m  =  1)  d.  i.  =  f 

ry-0  +  ^.«tn2.o"|  yj..  .  .  yo  =  «^<J  («^«  = -j) 

oder,  da:  ^  -■ 

•   o    ^  ^A^^  «.-  A  oder  =  arciain  =  0)  d.  i.  =  0 

«tn  2 .  -^  oder  «n  tt  =  0  ^  ^ 

A  ergibt:  ^ 

^°**     fiin  2.0   oder  «inO  =  0  ^  ^ 

*®''  ^  A). .  .  —  •  /  V«'— «'•^«  =  ah.Jco8^(p.df 

C08^(p.d(p  =  -.-  (■*«J»«  d^«  E'"-  3«»). 

0 

Nach  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  A). 
in  der  Auflösung  der  Aufgabe  561  ist: 

n 

1).  .  .  — /  y^a'  — a?'.<fa:  oder  ah.  1  cos'^tp.dtp  =  a&^-j- 

*  0  0 

wenn  die  nach  der  Gleichung: 

a) 0?  =  a.8in<p 

von  (p  abhängige  Grösse  x  für  alle  Werte,  welche 
ihr  als  Funktion  von  (p  in  dem  Intervall  von 
0  bis  a  zukommen,  ihre  Bedeutung  nicht 
ändert. 
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562).     /  Ya^  —  x^.dx Analog  wie  in  der  Auflösung  der  vorigen 

m  Aufgabe  561  erhält  man: 

arcfwH  =  ^) 

ya}  —  x^.dx  =  a^.  jcoa^u.du 

arc  l  9in  =  —  ) 

wenn:  ^        "       . 

a) dß  =  a.sinu 

gesetzt  wird,  nach  welcher  Gleichung: 

/})....     dx  =:  a,eo8u,du 
und 

«i) 14  =  arc  («tn  =  — \ 

ist. 


;r 


/.2  1 

^^')*    /  g  -t-  6"^Q3»^  ^^ S®^*  ™*°  (siehe  Anmerkung  46)  zur  Aus- 

®  ftlhrung  der  durch  / —  --^ — ^-dx  ange- 

/    ck  ""^  0  cos  X 
deuteten  Integration  nach  der  Erkl.  255: 


Krkl.  400.  Da  nach  der  Auflösung  der  Auf- 

«?»be827:  a).    .    .    .     cos^ x  ^  ^  .  Vt" 

— -^-i =-  du  =  ^d  hierin: 

1                A            l/"«     \  oder: 

ist,  80  ist,  wenn  die  Differentialfunküon:  l^  ™^ss  nach  dieser  Gleichung  oder  nach 

der  Gleichung  a).,  aus  welcher  sich  durch 

_„  ._i ^,1  einmalige    Differentiation    die  Differential- 

a+b+a.u^  gleichung: 

in  dem  durch  f  ^^^]^^^^^  •  du   angedeute-  -^^ .  d«  =  du 

0 

ten  Vorgang  von  dem  Werte  0  der  Integrations-  ergibt,  ftlr:        j^?  =  co«'ir  du 

variablen  bis  zu  dem  Werte  oo  derselben  ein-  ,        .      t.,,  ,.,^        rj-     tt* 

deutig  und  positiv  ist,  in  Rücksicht  auf  jene  ^aer   m   Rücksicht    auf  die   ümformungs- 

Gleichung  a).  nach  der  in  der  Anmerkung  31  gleichung    a).    und    die    Substitutionsglei- 

auf gestellten  Formel  A).:  chung  «i).: 

K\         f^      i j,^  ß).     ...     dx  =  -^r— — =-du 

0  gesetzt  werden,  d.  h.:  ist  in  der  Gleichung 

[1                (             \  f~^     \l°°  ^'  d^®  Grösse  x  eine  Funktion  von  der  Va- 

77-=^-  -  -  •  arcl  «^  =  M .  y    --^     I  1  riablen  t*,  so  muss  das  Differential  dx  der- 

Va(a  +  6)          \                    a-1-o/Jo  g^iben  die  durch  die  Gleichung /J).  ausge- 

oder:  drückte  Bedingung  erfüllen,  und  man  hat: 

/cx)         1  «      w 

a-U6-4-rt  «2  ^"  "^  b).  .  .  — r-T"  -y-  da:  = 

Va(a  +  5)          \^             ^     «  +  W  '*  +  ^-1+m2 

V^-^^3:)^*'*'"K*^'=^*V-^iT)  oder  =  --.-=-1 .-.du 
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oder,  da:  Da  hiernach  die  Differentialfanktion: 

und  *"'  ^  a-^hco8^x 

arc  («^  =  00)  =  ^-  in  welcher  die  Grösse  x  in  der  durch  die 

da  ferner:  V  /        2  Gleichung  o).  ausgedrückten  Beziehung  eine 

-   r— —  Funktion  von  u  ist,  durch  die  Differential- 

„,  '  y  ~ä+b  ~  ^  funktion  — r-^, ^du  ersetzt  ist,  so 

una  '  a  +  &  +  a .  tt* 

arc(tg  =  0)  =  0  erhält  man  nach  der  Erkl.  387: 


ist: 


^)-  •  •    / — TT  ^ -fdu  =      -  -«-Q  -  Z 


«     -       ..d« 


Nach  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  A).  0                                    «b 

in  der  Auflösung  der  Aufgabe  568  ist:  ^^  j^  Rücksicht  darauf,  dass  nach  der  ans 

^  der  Gleichung  a).  sich  ergehenden  Gleichung: 

1).  /*— n:    ^dx  od.  /°°.  ^^ =-(Jt*  =   «i) u  =  t^« 

1 ^ 

Va  (a  +  h)  '  2 

wenn  die  nach  der  Gleichung: 

a).    .    .    .   «  =  arc  (tg  =  m) 

von  u  abhängige  Grösse  o;  für  alle  Werte,  welche   ergibt: 
ihr  als  Funktion  von  u  in  dem  Intervall  von  n 

0  bis  -^  zukommen,  eindeutig  ist.  l\         P^      ^  j  f^       ^  Au 

(liehe  ErU.  400). 


y) 

«     =  tg-^  oder  =  oo 

und  für: 

Y 

yi) 

ttß  =  t^O  oder  =  0 

564).     j—  ^       jdx Setzt  man  (siehe  Anmerkung  46)  zur  Ans- 

^  ftthrung  der  durch   1—=^^==-  dx    ange- 

J  V* — * 

deutete  Integration: 

o^ don  ""^  — uX 

Erkl.  401.    In  Rücksicht  auf  das  in  der     ^'  '  '  Ya^  _  ^j'  1  /         /«\» 

Erkl.  408  Gesagte  kann  man  die  in  der  Auf-  a  y   1  —  (^— j 
lösung  der  Aufgabe  564  erhaltene  Gleichung  A).       j  t.-^^  . 


auch  in  der  Form  schreiben: 


M 

a 


X 
«i) —  =  f* 


'  ^r*-'  ^) a;  =  a.tt 


m  m 


<■  80  muss  nach  dieser  Gleichung: 

ß) dx  =^  a.du 

gesetzt  werden,  nnd  man  hat: 

b).  .  .  --7=^_^=zr(i«  =  p •a.du  oder  =  —.. .  du 

Ya^  —  x^  aV^l— «»  Yl  —  u^ 

Analog  wie  in  den  Auflösungen  der  vorher- 
gehenden Aufgaben  557  bis  563  gesagt, 
erhält  man  nach  der  Erkl.  387: 


Aafgaben  zur  Einübung  in  dem  Aufsuchen  bestimmter  Integrale  durch  Transformation.     431 


/M       1  /»«»    1 


du 


m 


m 


oder,  da  nach  der  Gleichung  «).: 


ist: 


«^  a=  —  und  t««  =  — 


'^)- •  •  rir  —       -  ^^  =    fr  -^^ 


m 


m 
a 


(liehe  die  Erkl.  401). 


-^^^  da;  oder  I  ctgx.dx    .    .    .       Setzt  man  (siehe  Anmerkung  46)  zur  Aus- 
führung der  durch    f-^^^"^ 


8inx 


dx   oder   der 


duich  fctgx.dx  angedeuteten  Integration: 


«i) 8%nx 

Erkl.  402.  Die  in  Auflösung  der  Aufgabe  565     . 
aufgestellte  Gleichung  A).  kann  man  auch  in 
Rücksicht  auf  die  Erkl.  403  in  der  Form: 


u 


9inb 


I —. —  dx  oder   1  ctgxdx  =  /  — d 
I  8%nx  J     ^  J    X 


X 


%%na 


schreiben. 


a).    .   .   .    a;  =  arc  (nn  =  u) 

so  muss  nach  dieser  Gleichung  oder  nach 
der  Gleichung  «i).,  ans  welcher  sich  durch 
einmalige  Differentiation  die  Differential- 
gleichung: 

cosx  ,dx  =  du 

ergibt,  für: 


dx  = 


'du 


a). 


eosx 

gesetzt  werden,  und  man  hat: 

cosx  ,  co«a5       1      r,       j  1    j 

—, —  dx  =  • du  oder  =  — du 

8%nx  u       cosx  u 

Analog  wie  in  den  vorhergehenden  Auf- 
gaben gesagt  wurde,  erhält  man  nach  der 
ErkL  387: 

1) /— ; — dx  =   /  — *du 

J  sxnx  J     u 


u^  =  sinh  und  i«^  =  nna 


oder,  da  nach  der  Gleichung  «i).: 

ist: 
i 

A).  .  .  /— .  —  dx  oder  /  ctgx  .  dx  =  /  —  »du 
J  stnx  J  ^  J    u 


sinh 


a 


Hna 


(Biehe  Erkl.  402). 


566).  Jf(n 


x-\-m)  dx 


Setzt  man  nach  der  Erkl.  389 

«i) nx-]-m  =  u 

also: 
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Erkl.  403.    Für   den   besonderen   Fall,         .  u—m 


X  = 


n 


dass  in  der  durch  die  Gleichung:  ") 

"i) w  =  nrc  +  TO  gQ  jjj^gg  jjj^jjjj  ^i^er  Gleichung: 

(in  AnflOsiuig  der  Aufgabe  566) 

ausgedrückten    Beziehung    die   GrOsse  u  eine       ß) dx  =  — »du 

solche  Grösse  bedeutet,  welche  mit  xgleich-  ^ 
artig  ist,  welche  dieselbe  Bedeutung  als  die  gesetzt  werden,  d.  h.:  ist  in  der  Gleichung 
Grösse  x  hat  (was  z.  B.  stattfinden  wird,  wenn  „).  ^ie  Grösse  x  eine  Funktion  von  der  Va- 
ti in  jener  Gleichung  aX  em  Vielfaches   der  Labien  u,  so  muss  das  Differential  dz  der- 
Grösse  Ä  ist  und  wenn  m  die  Grösse  a;  für  einen  ,,        j.     j      «o»^«»  j-^***^*^"««  «-*  u^i 
bestimmten  Wert  derselben  darstellt),  kann  man  l^^^V^  ^i?  jl^rch  die  G  eichung  ß),  ausge- 
in  Rücksicht  darauf,  und  weil  der  Wert  der  drückte  Bedingung  erfüllen,  und  man  hat: 
Grösse  x  (deren  Bildungseinbeit  oder  Differen-  i 
tial  dx  ist)  in  der  Bezeichnung  durch  x  ganz  a).  .  .  .  /(nx-^-m^dx  =  f{u) — du 
unbestimmt  gelassen  ist,  somit  auch  der  Wert  ^ 
der  in  jener  Beziehung  von  x  abhängigen  Grösse  q^^j.  __  J_ .  ^/^\  ^^ 
u  (deren  Bildungseinheit  du  ist)  in  dieser  Be-  n    '^  ' 

Zeichnung  durch  t«  ganz  unbestimmt  gelassen  Tk«  v:^..  ^  i.  j*     tv*^    ^  a-  i^    i  x> 

ist,  weU  ferner  in  dem  durch               ^  '    ^»  hiernach  die  Differentialfunküon: 

y*b                                             -      ^nb-^m  f(nx-\-m)dx, 

finx-\-w)dxhezw,mdemä^Tch-.Jnu)du  ^^  ^^^^^^^  ^j^  q^^^^^  ^  .„  ^^^  ^^^^^  ^j^ 

a                                                      na-{-m  Glelchung  a),  ausgedruckten  Beziehung  eine 

angedeuteten  Integrationsvorgang- der  Wert  der  Funktion  von  u  ist,  durch  die  Differential- 

Integrationsvariablen  x,  bezw.  der  Integrations*  üli**^      1     ^/  \  j       -*a»a              i.«i* 

variablen  «  durch  die  dem  Integralzeichen  bei-  fonktion  -.fiu)du  ersetzt  ist,   so  erhalt 

gefügten  oberen  und  unteren  Grenzbezeichnungen  j^^ji  nach  der  Erkl.  389: 

bestimmt  sind,  statt  der  durch  u  bezeichneten 

Grösse  die  durch  x  bezeichnete  Grösse,   statt  /.^                              A*b 

dem  Differential  du  jener  Grösse  u  das  Oiffe-  1  f(nx-\-m)dx  =   /   —'f{u)du 

rential  dx  dieser  Grösse  x  setzen  und  somit  die  •/                               J     ^ 

in  der  Auflösung  der  Aufgabe  566  aufgestellte  ^                                "a 

Formel  A).  auch  in  der  Form  schreiben:  .     /**'» 

/,ft                                     ^nb-\-m  oder  =  —  I  f{u)  du 

f(nx-\-m)dx  =  —'Jf{x)dx  **  «^ 

a                                   »a+m  ^^^  ^  Rücksicht  darauf,  dass  nach  der  aus 

Die  Richtigkeit  dieser  Aussage  kann  man  der  Gleichung«),  sich  ergebenden  Gleichung: 
auch  wie  folgt  rein  analytisch  darthun  (siehe 

Erkl.  386):  «i) w  =  nx  +  w 

Es  ist  sich  für: 

/^nb-\-fn 
f(u)du  =  [2^(u)]     ;^"  y) u,  =  nh  +  m 

na-fm                                   ""  ^^    fÜr: 

oder  =  F{nh'^fn) — F{na-^fn)       yj u^  =  na-^-m 


und 

tnb-\-m 


ergibt: 


nx)dx  =  \F(x)r'^"'  r^  1       /^*+« 

'W  L      ^   ^Jna+m  /  f  (flX  4- m)  dx   =   ~ '/ f(u)  du 

na-f-m  y  ♦*    ^ 

oder  =  F(n6+m)  — F(na+w)  **        «.  .    .,   ^  .,  ..«     '*.!t'^ 

^         '       ^  \         I       /  (Siehe  die  Erkl.  403  u.  -404). 


Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergibt  sich, 
dass  es  für  das  Resultat  gleichgültig  ist, 
ob  man  u  und  du  durch  x  und  dx  ersetzt 
oder  nicht. 

ErkL  404.  Wird  in  der  in  der  Erkl.  403 
aufgestellten  Integralgleichung : 

/,b  ,         ^nb-^-m 

f{nx  +  m)  dx  =  —>  j f(x)dx 

n  Ha-\-m 
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•'  Stuttgart  1889. 
Verlag  von  Julius  Maier. 


Dag  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfart  a,  M>  1881. 

PROSPEKT. 

Dieiei  Werk,  welchem  kein  ftknllches  sar  Seite  steht,  enchemt  monatlich  in  8—4 
Heften  in  dem  biUlir^n  Preise  Ton  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgr^^blete  der  Mathematik  |  Physik) 
Meehanik,  matlu  Geographie ,  Astronomie ,  des  Maschinen- ,  Strassen- ,  Eisenbahn«, 
Briloken«  nnd  Hoehbanes,  des  konstrnktlTen. Zeichnens  etc.  etc.  nnd  iwar  in  ToUstiadig 
gelöster  Form)  mit  yielen  Figuren 9  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwiekelnng  der 
benntsten  SStnO)  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  di^  L(hrang 
Jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grossere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sieh  In  ihrer  Gesamtheit  erg^bisen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngelSsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  besüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
flberlassen  bleiben,  und  cugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Losungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  fOr  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsreneldi- 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erkllmngen  Aber  das  betrelTende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwisBen- 
schaftlichen  ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealsehnlen  I.  nnd  11.  Ord.,  gleich* 
berechtigten  höheren  Bllrgerschnlen,  Privatschnlen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien, Schnllehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerkschnlen, 
Gewerbescbnlen,  Handelsschulen,  techn.  Yorbereitnngsschnlen  aller  Arten,  gewerbliehe 
Fortbildnngssehnlen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  und  Forstwissensehallssebnlen, 
Mllitärschnlen,  Torbereltnngs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Einjährig-Frei- 
willige- nnd  Offliiers-Examen,  etc. 

Die  Sehlller,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  nnd 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Schritt  fBr  Schritt  gelüste,  Aufgaben- 
sammlung Immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  eta 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  llberans  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgefahrt 

Dem  Lehrer  soU  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stfltze  fOr  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  mm  AnfUfoen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
fibrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  yoU- 
ständige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lnst^  Liebe 
und  Terständnis  fflr  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Anfhrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  aUen  Berwlis« 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet  —  Wflnsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfisaaer, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  beracksichtigt 

Stattgart  Die  Yerlagshandliiiig. 
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a) a  =  0 

und 

ß) *  =  1 

gesetzt,  so  nimmt  diese  die  speziellere  Form: 

/►l  -y         /»n-fm 

f(nx  +  fn)dx  =  —-  1  f(x)dx 

0  m 

oder  die  Form: 

f(x)dx  =  n  .  I  f  {nx-\-m)  dx 

m  *0 

an. 
Setzt  man  weiter  in  dieser  Gleichung: 

y) m  =  a 

J).    .    .    .    n-|-w  =  5 
also  hiernach: 

i) «  =  6  —  fn  d.  i.  =  &  —  a 

so  erh&lt  man  die  weitere  Integrationsformel: 

4)   .  .  ff{x)dx  =  (b-^a)  ff[{b-a)x+a]dx 

a  0 

Mittels  dieser  Integrationsformel  kann  ein  In- 
tegral, dessen  Grenzen  durch  a  und  b  markiert 
Bind,  auf  ein  anderes  Integral  zurückgeführt 
werden,  dessen  Grenzen  durch  0  und  1  markiert 
sind,  wenn,  wie  in  der  Erkl.  403  gesagt,  nx-^m 
und  X  solche  Grössen  vorstellen,  welche  sich 
nur  ihrem  Werte  nach  unterscheiden,  ihrer 
Bedeutung  nach  aber  gleichartig  sind. 

567).     I  eos(fn-\-nx)dx Nach  der  in  der  Aaflösang  der  Aafgabe 

^  566  aafgestellten  allgemeinen  Integralglei- 

chnng  A).  ist: 

C08{m-\'nx)dx  =  —  1  co8U,du 

welche  Gleichung  man  auch  nach  der  Erkl. 
403  in  der  Form: 

C08(fn-{'nx)dx  =        '  /  cosx.dx 

a  na-{-in 

schreiben  kann. 

h 

±tn)dx*) Setzt  man  nach  der  Erkl.  389 : 

a  a^) X  ±,Tn  =:  U 

also  * 

*)  In  dem  dnroh  die  Aufgabe  568  angedeuteten  Vor-  '  

gang  Bollen   die  Vorzeichen  +  nicht  sugleich   gelten,         «) Ä  =  M  -I-  I» 

«B<l«....oU  .inm.l  der  du«h/A,  +  m)d»,   .In    ^O  ^USS  nach  diCSCr   GleichUDg: 

a  ß) dx  =  du 

Kleyer,  Integralrechnung!,  I.Teil.  28 
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,  ^     .     ,   /»J,        ,  ,  A    .  ^    xr      gesetzt  werden,  d.  h.:  ist  in  der  Gleichung 

andermal  der  durch  /fix  —  tn)  dx  angedeutete  Vor-       x     j.      /n    „  .        -r-i      t  ..•  •.       -rr 

•^  a).  die  Grösse  x  eine  Funktion  von  der  Va- 

gang  bestehen.    In   der  Aufgabe  563  und   deren  Auf-    fiablen   U,    SO   mUSS   daS  Differential  dx  der- 
lösung  Bind  diese  beiden  Vorgänge  nur  gemeinsam     selben    die    durch    die   Glelchung  ß).    aUSge- 

dargeste  t.  drückte  Bedingung  erfüllen,  und  man  hat: 

Erkl.  405.   Die  in  Auflösung  der  Aufgabe  568   a).   .   .   .    f{x±m)  dx  =  f{u)  .du 
erhaltene  allgemeine  Gleichung:  d^  hiernach  die  Differentialfunktion: 

f(x±m)dx  =  ff(u)du  f(x±fn)dx, 

^  a-h«»  ^°  welcher  die  Grösse  x  in  der  durch  die 

!  .    -n*  1  .  1-.  j    *  r"*j  V  j  Gleichung  «).  ausgedrückten  Beziehung  eine 

''n'^enTAÄJr^^^^^  Funktion  von  u  iit,  durch  die  Differential- 

die'^Differentiale  dx  und  du  übereinstimmen,'  f'inktion  A")  f«*  ersetzt  ist,  so  orh&lt  man 

nach  der  Erkl.  403  auch  in  der  Form:  nach  der  Erkl.  389: 

f(x±m)dx  =      f{x)dx  Jf(x±m)dx  z=z  Jf{u)du 

schreiben.  ^in^  jn  Rücksicht  darauf,  dass  nach  der  aus 

,     „  , ,  ,    ,.    ^      der  Gleichung  a).  sich  ergebenden  Gleichung: 

Erkl.  406.    In  der  Erkl.  405  wurde  die  In-  ö   /     ^      ö  ö 

tegrationsformel:  «i) u  —  x  +  m 

r^  y^**^  sich  für: 

a).  .  .  .   If(x±m)dx  =    1  f{x)dx 

aufgestellt;  nach  dieser  Formel  kann  man  die 

Regel  aufstellen:  Ti) ««  =  *  ^  ♦** 

Regel«    „Ein  in  dem  allgemein  durch  ergibt: 

JJ^^^^^  A).  .  .  .  If{x±m)dx  =  I  flu) du 

angedeuteten    Vorgang    entstehendes    Integral  ^  a^m 

stimmt  seinem  Wert  und  seiner  Bedeutung  nach  (Siehe  die  Brki.  405  big  408.) 

mit  einem  solchen  Integral  überein,  welches  in 

dem  allgemein  durch  J  f{x — m)  dx  oder  in  dem 

h  —  m 

allgemein  durch  f  f{x-^  m)  dx    angedeuteten 

a  —  m 

Vorgang  entsteht,"  oder: 

h 
„Ein  allgemein  durch  J'f{x)  dx  dargestelltes 

■    a 

Integral  bleibt  seinem  Wert  und  seiner  Bedeu- 
tung nach  ungeändert,  wenn  die  Grösse  x 
in  dem  Differentialkoeffizienten  f{x)  um  einen 
bestimmten  Wert  w  vergrössert  (bezw.  ver- 
kleinert) wird,  dann  aber  die  Grenzwerte  b  und 
a  um  denselben  Wert  verkleinert  (bezw.  ver- 
grössert) werden,  symbolisch  angedeutet  durch : 


y) ,  •    tij  =  6  ±  m 

und  für: 


f{x)dx  =   j  f{x-\'m)dx 

a  a  —  m 

bezw.  durch: 

ytb  pb-{-m 

f(x)dx  =   /  f(x  —  m)dx 

a  a-{-  m 


Aufgaben  zur  Einübung  in  dem  Auf  suchen  bestimmter  Integrale  durch  Transformation.     435 


Erkl.  407.    Soll  die  durch 

8 

angedeutete  Integration  ausgeführt  werden,  so 
kann  man  unter  anderm  nach  der  in  der  Erkl. 
406  aufgestellten  Hegel: 


ß 


(3a:'  — 4a: +  3)  da;  =  /(3(a;  +  4)«— 4(a;  +  4)  + 3)  cJaj  d.  i.  =  /(3aj2+20a;+85)Äa: 

8  8  —  4  4 

setzen  (siehe  Erkl.  408). 


dun 


Erkl.  408.    Führt  man  die  durch 

.14 

(3a:'  — 4«  + 3)  da; 

"8 
ebenso  die  durch 

•10 

(ßx^+20x-\-Sh)dx 

4 

angedeutete  Integration  aus,  so  erhält  man, 
unter  der  Voraussetzung,  dass  für  eine  positive 
Integrationsvariable  die  Dififerentialfunktionen 
in  den  Integrationsintervallen  eindeutig  und 
positiv  sind,  und  in  Rücksicht  darauf,  dass: 

a).  .  ./(3a;'  — 4aj  +  3)(ia;  =  a;^  — 2a;'  +  3a;+ C 

und 

b). .  ./(3a;'+20aj+35)da;  =  a;»  +  10a;'  +  35a?  + C 

ist,  nach  der  in  der  Anmerkung  31  aufgestellten  n 

Formel  A).: 

/14  j^ 

(3a;'  — 4a: +3)  da;  =  [a:»  — 2a:'+3a:] 

oder  =  (143— 2. 14'  + 3. 14)  — (8»  — 2.  8' +  3. 8)  ^^^er  =  1986 
bezw. 

.10 


(3  a:'H- 20  a; +35)  (Ja;  =  [a;9+10ar'  +  36a?] 


oder  =  (10»+10.10'+35.10)  — (4»+10.4'+35.4)  oder  =  1986 
nämlich  in  beiden  Fällen  dasselbe  Resultat. 


569).    j  f{rnx)dx Ganz  analog  wie  in  der  Auflösung  der 

4  Aufgabe  568  gezeigt,  erhält  man,  wenn: 

«i) mx  -=  u 

Erkl.  409.  In  der  Auflösung  der  Aufgabe  569    also: 

wurde  die  Integrationsformel :  .  u 

a) a?  =  — 


a 


f{mx)dx  =  —'  j  fipc)  äx  und  hiernach: 

aufgestellt;  nach  dieser  Formel  kann  man  die  ~~  m  " 

Kegel  aufstellen:  gesetzt  wird: 
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Beg^el.    „Ein  in  dem  allgemein  durch  ^  ^b 

r^  1).  .  .  If(m.x)dx  =    /f(u)—du 

Jf(x)dx  y  -la 

angedeuteten    Vorgang    entstehendes    Integral  .  1      frr  \  ;t 

stimmt  seinem  Wert  und  seiner  Bedeutung  nach  ^^^^  =   w" "  /  '  ^"^ 

mit  einem  solchen  Integral  überein,  welches  in  «^ 

dem  allgemein  durch  ^  ,     ,      r,,  .  , 

m.ft  oder  nach  der  GleichnDg  «i).: 

f(m.x)dx  =  —.Jf(u)du 


^'ff(-^)^'' 


tn 
oder  in  dem  allgemein  durch 


a  ma 

A  welche  Gleichung  auch,  wenn  m  in  der  Glei- 

/'^  chnng  Ai).  ein  Yielfaches  der  Grösse  x  be- 

f{m.x)  dx  deutet,  nach  der  Erkl.  403  in  der  Form: 

B).  .  .  /  f{m.x)  dx  =: /  f{x)  dx 


m 

angedeuteten  Vorgang  entsteht,'^  oder: 

,b 


ma 


„Ein  allgemein  durch  ff(x)  dx  dargestelltes  geschrieben  werden  kann  (siehe  Erkl.  409). 


Integral  bleibt  seinem  Wert  und  seiner  Bedeu- 
tung nach  ungeändert,  wenn  die  GrGsse  x  in 
dem  Differentialkoeffizienten  f(x),  sowie  das 
ganze  Integral  durch  eine  bestimmte  Zahl  divi- 
diert (oder  mit  einer  bestimmten  Zahl  multi- 
pliziert) wird,  dann  aber  die  Grenzwerte  h 
und  a  mit  jener  Zahl  multipliziert  (bezw. 
durch  jene  Zahl  dividiert)  werden,  symbolisch 
angedeutet  durch: 

b  m.b 

a  tn.a 

bezw.  durch: 

/>b  /*m 

f(x)  dx  =  m  .  I  f{m .  x)  dx 


m 


coamx.dx Nach  der  in  der  Erkl.  409  aufgestellten 

DactoI    liof    man* 


Regel  hat  man: 


/<7t  1  /»».TT 

cosmx.dx  ==  —Jcosxdx 
auigesieiiien  iniegrauoDBionDei  o  isi:  0  m.O 


a) I  cos  X  .  dx  =  sin  X  -\-  C  oder  = /  ( 

0 
Ist  die  Differentialfunktion  eosx^dx  in  dem  ^^j^j^^  jj^^j  ^^^^ 

/mn 
cosx.dx  angedeuteten  Vorgang  ein- 

0 

deutig  und  positiv,  so  erhält  man  nach  der  in 
Anmerkung  31  aufgestellten  Formel  A).  und  in 
KQcksicht  auf  die  Gleichung  a).: 


cos  X  dx 
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b) I  cosx  .dx  =  Isinxj 


0 

oder: 


cos  x,dx  =  «in  w  71  —  sin  0 


0 

oder,  da  sinO  =  0  ist: 


'^ / 


tnn 

cos X  ,dx  =  sinmn 


0 

Nach  dieser  Gleichung  geht  die  Gleichung  A). 
in  der  Auflösung  der  Aufgabe  570  über  in: 

costnx.  dx  = sinm  n 

tn 

0 


.00 


571).     I cosmx.dx Nach  der  in  der  Erkl.  409  aufgestellten 

'q  Regel  hat  man: 


»00  ^  jMt.CO  -  r.00 

A). 

"^0  ^m.O  0 


/,oo                                 -  >»m.oo  ^         /•<» 

cosmx.dx  = I cosx.dx  oder  =  — •  1  cosx.dx 


nn 
c 


572).     j cos^cx.dx Nach  der  in  der  Erkl.  409  aafgestellten 

«/  Kegel  hat  man: 

nn  nn    ^ 

cos2cx,dx  =  "ö—  I cosx.dx  oder  =  -q—  j cosx.dx 

0  0.2e  0 


b).  Integrationen,  zu  deren  Ausführungen  solche  Variable  ein- 
geführt sind,  von  welchen  die  Integrations variablen  mehr- 
deutige Funktionen  sind. 

Aufgaben:  Lösungen: 

Man  soll  die  in  nachstehenden  Aufgaben 
angedeuteten  Integrationen,  welche  durch 
Einfahrang  anderer  Yariablen  u  gelöst  wer- 
den, so  transformieren,  damit  diese 
Grössen  u  die  Integrationsvariablen  sind. 

dx Setzt  man  (siehe  Anmerkung  46)  zur  A  us 

m  führung  der  durch    /  -—^~:^^=r:=^  dx   ange- 

J   y  oP-  —  x^ 

deuteten  Integration: 

Ol) a'  --  a:'  =  « 

also: 
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SO  muss  nach  dieser  Gleichung: 

Erkl.  411.    Zur  Auflösung  der  Aufgabe  573  X 

inirde  für  x  eine  solche  Grösse  u  eingeführt,       ß) dx  =^  ± — -j. — du 

von  welcher  die  Grösse  x  nach  der  in  jener  2  ya^  —  u 

Auflösung  enthaltenen  Gleichung:  ^ 

X                              .  1/— :; o<lör  =  hP —            ■  du 

«)...,    a?  =  ±  y  o'  —  u  2  V  a'  —  w 

eine  zweideutige  Funktion  ist.  In  jener  Auf-  gesetzt  werden;  d.  h.:  wird  infolge  der  nach 
lösung  wurde  gezeigt,  dass  die  Differentialfunk-  jer  Gleichung  «).  auszuführenden  Substitu- 
tion:-—:^::=da;  stets  dieselbe  bleibt,  einer-  tion  die  Grösse  x  als  eine  Funktion  von 
Va2  — a?'  einer  andern  Variablen  u  dargestellt  oder 
lei,  welche  Bedeutung  der  Grösse  x  als  Funk-  durch  eine  Funktion  von  einer  andern  Va- 
tion  von  u  nach^ Gleichung  «).  zukommt.  Sind  riablen  u  ersetzt,  so  muss  das  Differential 

indemdurch/-^^—^— da:  angedeuteten  Vor-  ^^  derselben  die  durch  die  Gleichung/?). 

J  Ya^JT^         ^  ausgedrückte  Bedingung  erfüllen,  es  muss 

gang  m,  n  sofche  Werte  der  nach  Gleichung  «).  fo  in  dem  angedeuteten  Integrations^^^^^ 

von  u  abhängigen  Grösse  x  und  stellt  a»  eine  ^^^  Differential  dx  die  durch  die  Gleichung: 

solche  Grösse  dar,  dass  das  vorstehend  Gesagte  ^  n                   dx  — ^ du 

in  dem  ganzen  Integrationsintervall  von  m  bis       '^^^ "~        21/^0^  —  » 

n  stattfindet,  dann  kann  jener  Vorgang  nach  ,         ...     ,      ...     ^/., 

der  Auflösung  der  Aufgabe  573  ersetzt  werden  ^^^  »^^^  die  durch  die  Gleichung: 

durch  den  durch:  .  .                    j            ,            1           j 

aJ-fi«  P%) ax  =  +  -^=rau 

\      r  _\  2  ya^  —  u 

"~"2 'y**    ^'du  ausgedrückte  Bedingung  erfüllen. 

»'  -  »»3  Hieraus  ergibt  sich,  dass  der  Integrations- 
angedeuteten  Vorgang,  welchen  man  auch  in  Rück-  variablen  x  als  Funktion  von  u  in  jenem 
sieht  auf  das  in  der  Erkl.  403  Gesagte  durch:  angedeuteten  In tegrations Vorgang  eine  zwei- 
es _  ,^i  fache  Bedeutung  zukommt,  und  es  bleibt  zu- 
1.    ^  nächst  zu  untersuchen  übrig,  ob  auch  infolge- 

dessen  die  Differentialfunktion  — t:^.^^^:^^  dx 


-i-ß 


darstellen  kann. 


X    ^ ,  dx 


Vä 


2_a.2 


in  jenem  Vorgang  eine  mehrfache  Bedeu- 
tung hat. 

Beachtet  man  zu  diesem  Zweck,  dass  man 
nach  jener  Substitution  für  die  gegebene 
Differentialfunktion  einmal: 

Ya^^u  1  1 

^——ax  =  -^ ^,r-~^ du  oder  = ^=^dis 

Ya^'-x^  Yu  2V^a2-t*  2\^tt 

ein  andermal: 

X                           Yä^-^      ,             1           j        j                      1       j 
dx  = 1 y^zz-.rdu  oder  = z=-du 


X 


V^a2  — a:»  Yu  2  V^a«  —  t*  2^0" 

erhält;  dass  also  für  jede  Bedeutung,  welche 
nach   der  Gleichung  a).  der  Grösse  x  zu- 

X 

kommt,  die  Differentialfunktion  ,^--— -  da? 


V"a^- 


X 


2 


dieselbe  ist,  dass  also  diese  Differential- 
funktion, in  welcher  in  der  durch  die  Glei- 
chung a).  ausgedrückten  Beziehung  die  Va- 
riable X  als  eine  Funktion  von  der  Variablen 
u  betrachtet  wurde,  nach  jener  Substitu- 
tion   stets    durch    die    Differentialfunktion 

-,— -  du  ersetzt  ist,  in  welcher  u  in  der 

2Yu 
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durch  die  Gleichung  a).  ausgedrückten  Be- 
ziehung eine  Funktion  von  x  ist,  so  erhält 
man  nach  der  Erkl.  387: 

r^"       ^           ji             /•"'•      1       ^        j  1     /*"'*— Ir^ 

I  ^r-  -  ^~—  ax  =    I ^:^du  oder  =  — ^   /     u    ^  du 

J  V^a'  — Ä»  J       2Yu  2/ 

und  in  Rücksicht  darauf,  dass  nach  der  aus 
der  Gleichung  «).  sich  ergebenden  Gleichung: 

«i) u  =^  a^  —  ar' 

sich  für: 

und  für: 

ri) Wm=  «'  —  »»' 

ergibt: 


a*  —  »• 


^>---/75t^-''"  =  — ä-/"  ^•'"* 


(siehe  die  Erkl.  411). 


00 

574).   Jf{ax  +  ~)dx Setzt 


man  nach  der  Erkl.  389: 


0  ^  b 

«i).  aa:+  -  =  u 

also  (siehe  Erkl.  412): 

Erkl.  412.    Löst  man  die  Gleichung:  «) x  =  -g*^  ±  g  "V^«**  — 4a6' 

a) ax-{ =  u  so  muss  nach  dieser  Gleichung: 

in  Bezug  auf  a?  auf,  so  erhÄlt  man  der  Reihe      /J).    .  .  .  t^^as  =  -„  -  (  1  ±—  -  z^-rr     -  I  dt« 
nach:  ^^  \         Vu^  —  ^ahJ 

ax^  +  h  z=  nx  gesetzt  werden  (siehe  Erkl.  413);  d.  h.:  ist 

ax'  —  ux  =  —  5  infolge    der  nach   der   Gleichung  «).   aus- 

^               5  zuführenden  Substitution  die  Grösse  x  eine 

^^  — ä  ^  ~  ~  a^  Funktion  von  der  Variablen  u,  so  muss  das 

Differential   dx    derselben    die    durch    die 

^2  —  _"  a-  _j_  (-"-V  =  _ -^-  -|-  (---)'  Gleichung  ß),  ausgesprochene  Bedingung  er- 

a          \2a/             a       \2a/  füllen,   es  muss  also  in  dem  angedeuteten 

/        t«  y           h        u'  Integrationsvorgang  das  Differential  dx  die 

\^""  2ä/    ~  ""V^^fö»  durch  die  Gleichung: 

mithin:  1    /                  t*           \ 

2a  —    »^  4a* 

oder:  und  auch  die  durch  die  Gleichung. 

■»••'  =  ^±iV=^.ir  „. . . .,_  ,V(.-^;,1-^,)^. 

ausgedrückte  Bedingung  erfüllen. 

Hieraus  ergibt  sich,  dass  der  Integrations- 
variablen X  als  eine  Funktion  von  u  in 
der  durch  die  Gleichung  a).  ausgedrückten 
Beziehung  in  jenem  angedeuteten  Vorgang 
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Srkl.  413.    Aus  der  Integralgleichung: 

a).  .  .  .  a-  =   «^  ±i  TT—  Vu^  —  4 a6 

2a       2a  ^ 

erhält  man  durch  einmalige  Differentiation: 

2a         —  2a     2    y^w«  — 4a6 
oder: 


l)) 


.  .  .  d«  =  7^  I  1  -t-  —7 I  du 


ErkL  414.    Aus  der  Gleichung: 

a).    .    .    .     -^r-'Yü^^^4^b  =  0 
2a 

erhält  man: 

ti»  —  4a6  =  0 

«2  =  4a& 

u  =  yi^ 


eine  zweifache  Bedeutung  zukommt,  und 
es  bleibt  zunächst  zu  untersuchen  übrig,  ob 
auch  infolgedessen  der  Differentialfunktion 

f(ax+  jdx  in  jenem  Vorgang  eine  mehr- 
fache Bedeutung  zukommt 

Beachtet  man  zu  diesem  Zweck,  analog 
wie  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  573  ge- 
schehen, dass  man  nach  jener  Substitution 
für  die  gegebene  Differentialfunktion: 

'^    2a  \^         V«*-4a&  / 

erhält,  dass  es  hiernach  unbestimmt  bleibt, 
ob  die  Differentialfunktion: 


f(a«  +  A) 


dx 


mithin : 

b).    . 


u  =  2Y^b 


Erkl.  415.    In  dem  durch: 

Jf^ax  +  lyx 

0 

angedeuteten  Vorgang  stellt  die  Integrations- 
Tariable  x  eine  solche  Grösse  dar,  welche  in  dem 
Integrationsvorgang  positiv  und  kleiner  als 

Y   —  ist.   Da  nun  nach  der  in  der  Auflösung 
der  Aufgabe  574  aufgestellten  Gleichung: 

a).  .  .  .  Ä  =  —    ±   —  Y^i^'^fäb 

2a       2a 

die  Grösse  x  eine  Grösse  ist,  welche  positiv 

und  kleiner  als  \/  ist,  wenn  von  dem  be- 
stimmten Wert: 

u  =  2Yab 

ab,  für  welchen  x  =  \/  —  ist,  der  Ausdruck 
\      '     a 

o-K«*'  —  4 ab  eine  negative  Grösse  dar- 
stellt (also  das  Vorzeichen  —  hat),  wenn  also: 

a).  ,  ,    x  =  ^     —  -      Vm'  — 4a6 
2a        2a 

ist,  und  da  dieser  Grösse  a?  das  Differential: 


mehrdeutig  ist,  so  lange  der  allgemein 
durch  „f*'  dargestellte  Vorgang,  welchem  u 
unterworfen  ist,  durch  keinen  besonderen 
Vorgang  ersetzt  ist,  welcher  weiter  unter- 
sucht werden  kann,  d.  b.  so  lange  der 
durch  f{u)  allgemein  dargestellte  Ausdruck 
nicht  durch  irgend  einen  besonderen 
Ausdruck  in  u  ersetzt  ist  (wie  in  der  Auf- 
lösung der  Aufgabe  573),  so  muss  in  Rück- 
sicht auf  diese  Allgemeinheit  angenommen 
werden,  dass  die  Differentialfnnktion: 


f(ax  +  l) 


dx 


für  ein  solches  x,  das  in  der  durch  die 
Gleichung  a),  ausgedrückten  Beziehung  eine 
mehrdeutige  Funktion  von  u  ist,  eben- 
falls mehrdeutig  ist,  und  die  weitere  Lö- 
sung der  Aufgabe  würde  [in  Kücksicht 
darauf,  dass  wenn  nach  vorstehendem  in 
jenem  Integrationsvorgang  die  Differential- 
funktion/"(a  2; -| jdx  mehrdeutig  ist 

und  doch  in  demselben  ein  einziges  Inte- 
gral entstehen  soll,  die  notwendige  und  hin- 
reichende Bedingung  dafür  erfüllt  ist,  wenn 
es  Differentiale  gibt,  welche  den  einzelnen 
in  jenem  Vorgang  entstehenden  Integralen  ge- 
meinschaftlich zukommen,  welchen  also  jede 
der  in  Frage  kommenden  Bedeutungen  bei- 
gelegt werden  können,  siehe  die  Anmer- 
kungen 36,  37  und  42]  darin  bestehen,  zu 
untersuchen,  für  welche  Werte  der  Varia- 
blen X  als  Funktion  von  u  in  der  durch 
die  Gleichung  «).  ausgedrückten  Beziehung 

dem  Differential /*(aa? -j jdx  jede    der 

in  Betracht  kommenden  Bedeutungen  bei- 
gelegt werden  kann. 
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,    _    1    A u         \  Beachtet  man  zu  diesem  Zwecke,   dass 

ß).,.    X  —  ^^y        ^^___^__^    M  ^^^  stetig  veränderliche  Grösse  nnr  dann 

ihre  Bedeutung  ändern  kann,  wenn  eine 

entspricht,  so  hat  man,  wenn  jener  Integrations-  Bildungseinheit,   ein  Differential  derselben, 

Vorgang,   in  welchem  die  Integrations variable  ^it  welchem  sie  einen  bestimmten  kon- 

eme  solche  Grösse  rr  ist,  welche  die  vorstehen-  gtanten  Wert  erreicht  bezw.  überschreiten 

den  Bedingungen  erfüllt,  so  transformiert  wird,  _.,        -«^d^j^«*    ««.m«j««*  j       r 

dass  in  derselben  die  Grösse  u,  von  welcher  i  ^.^^^'  ««^?«  Bedeutung  ändert,  dass  ferner 

eine  Funktion  ist,  die  Integrationsvariable  wird,  ^mem  Differential  jede   Bedeutung  bei- 

nach  der  Erkl.  889:  gelegt  werden  kann,   wenn  es  =  0  wird. 

_  Beachtet  man  weiter,  dass  ein  Differential 

V  ^  f(ax  +  ~)  dx  =  0  wird,  sobald  d»  =  0 

/'  /           h\  '  \      ^    x/ 

fiax-{'  —  \dx  =  ist,  dass  ein  dx=:0  wird,  sobald  die  Grösse  x 

0  [einerlei,  welche  Bedeutung  sie  als  Funktion 

w    r-  von  u  nach  Gleichung  a).  hat]   und   damit 

V  ^  die   rechte  Seite   der  Gleichung  «).   einen 

yf(  V   ^   -A — \d  konstanten  Wert  hat,  so  bleibt  hiernach 

'  ^"^    2a    l         Yu^~^^4ab  /    **  ZQ  untersuchen  übrig,  für  welche  Werte  der 

^^  Grösse  u  die  rechte  Seite  der  Gleichung  a). 

"n/r  zu  einer  konstanten  Grösse  wird. 


Da  nun  für: 

0 


oder  =  ^  -• //•(w)-(  1 r— ^^ \du  1     ,^ 

also  nach  der  Erkl.  414  für: 
b) u  =  2Yab 


Erkl.  416.    In  dem  durch:  ^*«  Gleichung  «).  ^ergeht  in: 

2Yab    .  . 
6\  ,  c).  .  .  .  X  =  d  1 


/'  /  Ä\  c).  .  .  .  a?  =  — ö d  1.  =    V    -- 


V 


da  nach  dieser  Gleichung: 

d) d«  =  0  

angedeuteten  Vorgang  stellt  die  Integrations-  ist,  somit  für  den  konstanten  Wert  A/  — 
variable  x  eine  solche  Grösse  dar,  welche  in  dem  ^  ^  *^     a 

Integrationsvorgang  positiv  und  grösser  als  der  Variablen  x  das  Differential: 

y     -  ist.   Da  nun  nach  der  in  der  Auflösung  f  1^x4-  —  |  dx  =  0 

der  Aufgabe  574  aufgestellten  Gleichung: 

wird,  so  hat  man  einen  Wert  der  von  u 

a)  .     X  =  — -^  ^-  Vtt»  —  iah  abhängigen  Variablen  x  gefunden,  für  wel- 

2a       2a  eben  das  Differential: 

die  Grösse  x  eine  Grösse  ist,  welche  positiv  f(ax4-^-^dx  =  0 

n  /"  6  \  X' 

und  grösser  als  \/  —  ist,  wenn  von  dem  be- 

^     ö  wird,  einerlei  welche  Bedeutung  der  Grösse 

stimmten  Wert:  a?  nach  Gleichung  «).  zukommt,  für  welchen 

u  =  2Va&  also  dem  Differential: 

V^b~  f\f^x-\ )  dx 

—  ist,  der  Ausdruck  ^  x/ 

'-Yu^--4ah  eine  posHive  Grösse  dar-  jede  der  Bedeutungen  beigelegt  werden  kann, 

^a  '^  welche  demselben  zukommen,  wenn  x^  bezw. 

stellt  (also  das  Vorzeichen  +  hat),  wenn  also:  dx  die  durch  die  Gleichungen  «).  und  ß). 

^         j ausgesprochenen  Bedeutungen  haben;  man 

Ol). .  .  «  =  2 — ho  -  V«**—  4a&  hat  somit  einen  Wert  der  von  u  abhängigen 

*         ^  Variablen  x  gefunden,  für  welchen  das  Dif- 

ist,  und  da  dieser  Grösse  x  das  Differential:  ferential: 
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entspricht,  so  hat  man,  wenn  jener  Integrations- 
Yorgang,  in  welchem  die  Integrationsvariable 
eine  solche  Grösse  x  ist,  welche  die  vorstehen- 
den Bedingungen  erfüllt,  so  transformiert 
wird,  damit  in  demselben  die  Grösse  «,  von 
welcher  x  eine  Funktion  ist,  die  Integrations- 
variable  wird,  nach  der  Erkl.  389: 

a).  .  •//'(««  +  —)<'»  = 


f\ax-\-^dx 

wenn  in  demselben  x  die  nach  Gleichong 
«).  durch: 

2a    '    2a 

aasgesprochene  Bedeutung  hat,  identisch 
ist  mit  dem  Differential: 


f  (-* + \) 


b 


U 


/}(«)  •  }-  l'  1  +  -  /  -  "—  ^^  du 


"   'b- 


V 


a 


M 


oder  =  ^L.y>(«).(l  +  ^^^-).u 

Y 


—  I  dx 
X  / 

wenn  in  demselben  x  die   nach  Gleichung 
a).  durch: 

ausgesprochene   Bedeutung  hat,  und  man 
kann  nach  der  Anmerkung  35: 

00 

A). .  .  I  f{ax-\ j  dx  = 


b 

n 


dx 


Erkl.  417.  Aus  der  in  Auflösung  der  Auf- 
gabe 574  aufgestellten  Gleichung  BJ.  ergibt 
sich  durch  Umformung: 

00 

a).  .  .    If\ax  +  ^^dx  = 

0 
2  Väb  2  Vc7b 

ff(u)  .  du  -  ff(u) .  -   ;-"-_-z-  du  + 
J  <^  yw  — 4ao 


1 
2a 


f(u)du+    f{u).-   -/-      -^-du 


2Vab 


2Vab 


Vi 

ff(ax-^^)dx+ff(ax+l) 

setzen.  « 

Will  man  die  auf  der  rechten  Seite  dieser 
Gleichung  angedeuteten  Integrationen,  in 
welchen  die  Grösse  x  die  Integratioosvariable 
ist,  so  transformieren,  damit  die  Grösse 
u,  von  welcher  nach  der  Gleichung  «).  jene 
Grösse  x  abhängig  ist,  die  Integrations- 
variable  wird,  so  erhält  man  nach  den 
Erkl.  415  und  416: 

00 

B)...ff(ax-\-^)dx  = 

0 

Vi 


u 


oder  durch  Yertauschung  der  Grenzwerte  in 
dem  ersten  und  zweiten  Integral  in  der  Klammer 
rechts  (siehe  Erkl.  68): 


1+    ,^"^         \du 
Yu^  —  4ab  ) 


b 


1 

2a 


00 

0 

ypo                        00 
nu)du+  ff(u).-     "--  -rftt+ 
•/     Y  u^  —  4  ab 


und  in  Rtlcksicht  darauf,  dass  nach  der  ans 
der  Gleichung  a).  sich  ergebenden  Gleichung: 

aj. ,  .  u  =  ax-| 


00 


/po                        00 
f{u)du+  ffiu)^    -       J^   -^    rfu 
J V  u^  —  4a6 


iVith 


2  Va6 


X 

sich  für: 

oder  =  2  V^aft 
und  für: 
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and  hieraus  erhält  man  durch  Vereinfachung:  .  a  •    ^     j 

7i). .  .  t«o  =  a.O-f-  /x   oder  =  oo 

0  yzh     ^00  =  «•QoH oder  =  oo 

00  00 


2^"»  B.)  ..//'(aa;  +  -^-)(Ja!  = 


oder: 

.00  .  .  0 


1  /  M  ^ 


2Va6 

oder  nach  der  Erkl.  417: 

00 

C)..  .Jf(ax  +  --)dx  = 


•  /  rw  •  -T— -3z^- — -  du 


_     V 

2Vab 


575).     /^(^+— j«*^ Analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  574 

*5  ^  gezeigt,  erhält  man: 


00 

576).    I f\-2x''\)^^ ^®^^*  ^^^  ^^^^  ^®^  ^^^'  ^®^' 

1  x^ 

also,  siehe  Erkl.  418: 
Erkl.  418.    Löst  man  die  Gleichung:  a) a-  =  ud:  V^m*— u 

ß  )        ^    ^      _^L.  -  =  M  ^^  °^°'*^  ^^^^  dieser  Gleichung  (s.  Erkl.  419): 

in  Bezug  auf  x  auf,  so  erhält  man  der  Reihe       ^) dx  =  il  ±-7       -=—  \  du 

nach:    *                   '  .             V         2Vu»~u; 


a*    =    2t4Ä  —  t* 

a:'  —  2ux  =  —  w 


Verfährt  man  im  weiteren  ganz  analog 
wie  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  574  aus- 
führlich gesagt  ist,  und  beachtet  man,  dass 
aj'  —  2m«4-w*  =  u'  — u  die   nach  Gleichung  «).    von   u  abhängige 

{x^uy  =  u^  —  u  Grösse  x  einen  und  denselben  konstanten 

-r-j Wert  hat   [einerlei  welche  Bedeutung  ihr 

jjj.., .  ,             a?  —  1*  —  ±  V  "  —  w  als  Funktion  von  u  nach  Gleichung  «).  zu- 

^   "*"  kommt],  wenn: 

—  '  a) Vu*— M  =  0 


wenn  also  nach  dieser  Gleichung: 
b) t|2  =  t* 


i 

2    — 
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ist,  was  stattfindet,  wenn  u  =  1  ist,  indem: 

c) P  =  1 

Erkl.  419.    Aus  der  Integralgleichung:  ist,  go  erhält  man,  ganz  analog  wie  in  der 

a)     .    .        a;  _,  „  -h  Yu^—u  Auflösung  der  Aufgabe  574  gezeigt  ist: 

erhält  man  durch  einmalige  Differentiation:  ..  /*j,/    x^    \  ,     _    /V(  ^da^ 

1  ^      \2x — 1'  ^     ^2x  —  1/ 

oder: 


a).  .  .  da:  =  |  1  :h . i  dw 

V  2Yu^-u) 


f'iS^)" 


1 

Will  man  die  auf  der  rechten  Seite  dieser 

Gleichung   angedeuteten   Integrationen,  in 

welchen    die    Grösse    x   die    Integrations- 

variable  ist,    so   transformieren,   damit 

Erkl.  420.    Aus  der  in  der  Auflösung  der  die  Grösse  ti,  von  welcher  nach  der  Glei- 

Aufgabe  576  aufgestellten  Gleichung  B^).  ergibt  chung  «).  jene  Grösse  x  abhängig  ist,  die 

sich  durch  Umformung:  Integrationsvariable   wird,    so  erhält  man, 

/fo        ^  i  analog  wie  in  den  Erkl.  415  nnd  416  für 

fij^ZTi)^^  =  /fW'dM—  die  Aufgabe  574  gesagt  ist: 

1  00  -°° 


B)...ff(-^-£^)dx:= 


00 
00 


ff(u) .  — J-^^i  du  +  fmdu  +  1 


/2u  — 1 


2  V«'  —  u  Y 

r*co      /  2u  — 1     \  , 

oder  durch  Yertauschung  der  Grenzwerte  in  dem  /  /*(").(  1  +        r      —^  Ja** 

ersten  und   zweiten  Integral  in  der  Klammer  \  \         *  y  u^—u  / 

rechts  (siehe  Erkl.  68):  ^^^  ^  Rücksicht  auf  die  Gleichung: 


u  = 


^  ^  nach  welcher  sich  fflr: 


/ 


1  '  1  7).  .  .  .  Wj    =  = oder  =  oo 

2«-l  '^         2.i— 1 

'  ^    2V^u»-«  fttr: 
1  ^     _li_     .     ^ 

und  hieraus  erhält  man  durch  Vereinfachung:       ^^'"  '  '   "'        "2.1  —  1 

00  00  und  fflr: 

<=VK2£ri>^  =  2./A«)-2-^^'-^'««       „)..  .  .  «„  =  -2-?i^  oder  =  co 

^  ^  ergibt: 

oder: 

1  1  ^ 

ir 


B.)--/r(d":;T)'^*  = 


1 


00 

2m  — 1 


1  ^ 


2Y 
oder  nach  der  Erkl.  420: 


i+—-r-=r)du 


Aufgaben  zur  Einübung  in  dem  Auffinden  bestimmter  Integrale  dnrch  Transformation.     445 


■ff 


577).     /(«»  — 6a:  +  18)daj 


Erkl.  421.    Aus  der  Gleichung: 
a).    .    .    .    «'  —  6«+ 13  =  u 
erhält  man  die  Grösse  x  wie  folgt: 
«»— .  6x  =  u—  13 
ajt  —  6«  +  3'  =  u  —  13  +  3» 
(ä  —  3)»  =  u  —  4 

mithin:  x^Z  =  ±Vü^ 

b).    .    .    .    a?  =  3±V^u  — 4 


Setzt  man  nach  der  Erkl.  389: 
«i)-   «*  — 6x4-13  =  u 
also,  siehe  Erkl.  421: 

a) Ä  =  3±Vtt"-^ 

so  muss  nach  der  aus  dieser  Integral- 
gleichung durch  einmalige  Differentiation 
sich  ergebenden  Differentialgleichung: 

1 


«. 


da?  =:  ^ 


du 


ErkL  422.    Die  durch 


J  V^«-4 


an- 


2V'tt— 4 

gesetzt  werden. 

Verfährt  man  im  weiteren  ganz  analog 
wie  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  574  aus- 
führlich gesagt  ist,  und  beachtet  man,  dass 
die  nach  Gleichung  «).  von  u  abhängige 
Grösse  einen  konstanten  Wert  8  hat  [und 
zwar  einerlei  welche  Bedeutang  ihr  als  Funk- 
tion von  u  nach  Gleichung  a).  zukommt], 
wenn: 

a).    .    .   .   V^u— 4  =  0 

wenn  also  nach  dieser  Gleichung: 

b) t*  =  4 

ist,  so  erhält  man,  ganz  analog  wie  in  der 
Auflösung  der  Aufgabe  574  gezeigt  ist: 


gedeutete  Integration  kann  man  wie  folgt  aus- 


ttOiren: 


/_!*-.  -du  =:   /u,(u  —  4)''i .du 
Vu  —  4  J 


Setzt  man: 

«)....    Yu — 4  =  t? 

also: 

«i) M  =  r*  4-  4 

und 

ß).  .  .  .  du  =  2v  ,dv 
so  erhält  man: 

J  Yu-'A  J     V^v' 

oder  =  2  .y(t?'  +  4)  (ii; 
mithin: 

1).  /*-    -"_    -dtt  =  2.  /r'.dt?  +  2.  A.eiv 


A).  .  .  /(o;*  — 6a; 
1 


+ 13)  dx  = 


6a: +13)  da?  + 


8 


6a;  + 18)  dx 


Will  man  die  auf  der  rechten  Seite  dieser 
Gleichung  angedeuteten  Integrationen,  in 
welchen  die  Grösse  x  die  Integrations- 
variable ist,  so  transformieren,  damit  die 
Grösse  u,  von  welcher  nach  der  Gleichung 
a).  jene  Grösse  x  abhängig  ist,  die  Inte- 
grationsvariable wird,  so  erhält  man,  analog 
wie  in  den  Erkl.  415  und  416  für  die  Auf- 
gabe 574  gesagt  ist: 


/< 


(»' 


6» +  13)  da;  = 


Da  nun: 


oder  =  2  ,fv'^dv  +  8/d i? 


u.. 
oder: 


-_-_ --d 

2V"m  —  4 


w+y«-+ 


Ml 


zrz IT  du 

2V^M-4 
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Gx+lS)dx  = 


—  rt  •  /  — du  -|-  —-  I ——-  -du 


/ 


2) 
und 

8) y  ^^'  =  V 

ist,  80  erhält  man: 

a)-  At"^;^^^"  =^  2~  +8.r  +  C  und  in  Rücksicht  auf  die  Gleichung: 

,  ,     ,  .     ,      ,  a.).  ..M  =  «*  —  6« +13 

oder  nach  der  mittels  der  Gleichung  a),  aus-         ,        ,  , 
zuführenden  Rücksubstitution:  i^ach  welcher  sich  für: 

u  ri/ÜITIV  r).  ..tt,  =  3'  — 6.3+18  oder  =  4 

\/^M  — 4  3         ^  für: 

8 .  V^ir^+  C      n). . . Wi  =  P  —  6.1  + 13  oder  =  8 

J  Yu^4  L         8         "T'  72).  ..Wj  =  7»  — 6.7  +  13  oder  =  20 

/L_^_^.     -.  4].V«— 4-+ C  ergibt: 

y  Yi^Z:4  B^).,.J(x^  —  6x+ld)dx  = 

mithin:  "^    ^  ^  -,i-  /        **    -rZti  +  -L  / *^ iii 

b).   /^A^_-d«=2\^t7=4.(?4--^    +C 

J    yu  —  4  \    ö    /  oder  nach  der  Yertauschung  der  Grenzwerte 

in  dem  ersten  Integral  rechts: 

C).  .  .  /(x^'-6x  +  lS)dx  = 
1 

1  r  /»8   tt      ,       /»Äo  u      ,  1 

Erkl.  423.    Führt  man  die  durch:  ^  •  I    /-> ^«*  +  /— ^ d« 

2  Ly  Yr^_4        y  Y^^4     j 

y  (x'  —  6«  +  13)  cf a:  ^.^  ^^^^  ^^.^^j.  ^^  ^^^  ^^^  rechten  Seite 

^  dieser  Gleichung  angedeuteten  Integrationen 

angedeutete  Integration  aus,  indem  man  voraus-  ausführen,  so  beachte  man,  dass  nach  der 

setzt,    dass   für   eine   positive   Integrations-  Erkl.  422: 

variable  in  dem  ganzen  Intervall  von  1  bis  7  r      u  /«£-U8\ 

die  Differentialfunktion  eindeutig  und  posi-  c).  .  .   /                du  =  2V«*— 4  (~5— 1+^ 

tiv  ist,  so  erhält  man  in  Rücksicht  darauf,  dass:  J  V«  — 4                              ^    3    / 

/'  ar*  ißt,  und  dass  in  den  Integrationsintervallen 

(x'~6a:+l3)da;  =  -^~3rp»  +  13a;+C  von  4  bis  8  bezw.  von  4  bis  20  die  Diffe- 

u 
ist,  nach  der  in  der  Anmerkung  31  aufgestellten   rentialfunktion  -  /  du  eindeutig  und 

Formel  A).:  Vw  — 4  

^^  positiv  ist,  da  sowohl  u  als  auch  yu—i 

/]^2     fi*..-i.^<^^/7<y.  —  r*^      Q   5  I  10  1      °^^  ^*s  Differential  du  positiv  ist,  dass 
[X       OÄ-t-  löjax  -  1^  g--3a;2_^i3a7j      ^^  ^^^^^  ^  Rücksicht  auf  die  Gleichung 

^  .  ..3  .  c).   nach  der  in  der  Anmerkung  31  auf- 

d.  i.  =  y~  _  3 .  72  +  13 .  7 j  —  gestellten  Formel  A). : 

oder:  (-^-8.  P+ 13.  l)  ßx^~6x+l^)dx  =. 

P-6.+  13)cf.  =  7(i3^-21  +  13)-  '  i'^\[y^^^[^ 


(-8-^  +  ^^)  oder:  [^"-' -^r 
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f[x^-Qx-\-n)dx  =  T.^^^^i-—  J(x^'-Gx+lS)dx  = 

'i  1 

1  —  9  +  39 


6 

144 


oder: 

oder  =  *-"  oder  =  48  fJ  2      a      i  ,o^  j  o    1^    ,    .    28 

3  f  (x^  —  Qx-\-  13) dx  =  Z' -  -  +  4.-5- 

1 
mithin : 


1).  .  .   /(a:^  —  Qx  +  13)  dx  = 


erhalt. 


48 

^  (liehe  die  Erkl.  428). 


)78).    j  co8x.dx Beachtet  man,  dass: 

n  O  +  TT 


/« 


*^ 2   -       2 

Erkl.  424.    Hat  man  eine  allgemein  durch    .^,  ,       ,       .      .tt         i«4TKrx 

ist,  dass  also  der  durch  -^  markierte  Wert 

nx)dx  angedeutete  Integration  auszuführen   ^^g  arithmetische  Mittel  zwischen  den 

.,_.^  ,,,      ...       .  darch  0  und  n  bezeichneten  Grenzwerten 

und  erreicht  die  Integrationsvanable«  in  diesem  jg^.     ^^^  betrachtet  man  die  Integrations- 
angedeuteten   Integrationsvorgang    einmal    den  °  ^ 

Wert  c  und  ist  diese  Grösse  x  in  dem  Inter-  variable  x  in  dem  Intervall  von  0  bis  -^ 

vall  von  a  bis  c  in  der  durch  die  Gleichung:       ,       .       ^     ,   .  .,,,,. 

als  eine  Funktion  von  u  m  der  durch  die 

«) «  =  c-tt  Gleichung: 

ausgedrückten  Beziehung,  in  dem  Intervall  von         .  .  i^ 

c  bis  h  aber  in  der  durch  die  Gleichung:  "^ ^  ^    2       ** 

«i) a?  =  c  +  t*  ausgedrückten  Beziehung,  in  dem  Intervall 

ausgedrückten  Beziehung  eine  Funktion  von  ^on   ""-  bis  n  als  eine  Funktion  von  u  in 
M,  erfüllt  also  das  Differential  dx  jener  Grösse  2 

a;  in  dem  Intervall  von  a  bis  c  nach  der  Inte-  der  durch  die  Gleichung: 
gralgleichnng  a).   die    durch   die   Differential- 
gleichung: „^).     ...      a:  =    2  -hu 

ausgedrückte  Beziehung,  in  dem  Intervall  von  ausgedrückten  Beziehung  (wie' es  gewöhnlich 

c  bis  h  nach  der  Integralgleichung  aj.  die  durch  *>«,  je»    gomometnschen    Funktionen    ge- 

die  Differentialgleichung:  schiebt),   so  erhält  man  m  Rücksicht  dar- 

-  X  j         j  auf,  dass: 

/Ji) dx  =  du 

ausgedrückte  Beziehung,  so  ist  nach  der  Erkl.   b). .  .  co^i-^ — u)  =  — cosi  ^--1"^) 
383  (analog  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  574  \  2         /  \l         / 

%^^^%^)'  ist,  nach  der  in  der  Erkl.  424  aufgestellten 


/•&  nc  pb  Regel: 

f(x)dx  =  j  f{x)dx-^  I  f{x)dx  pn 

a  a  c  A).  .    .        lc08X,dx   = 

und  nach  der  Erkl.  387,  wenn  man  jene  Ya-  o 

nable  u  einführt: 

f(x)dx  =  lf(c-^u),  —  du+lf{c-^'U).-}rdu 


0 


a  v„  u, 
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und  in  Bücksicht  darauf,  dass  nach  der  aus 
der  Gleichung  a).  sich  ergebenden  Gleichung: 

«i).  ...      t*  =  c  —  X 
sich  für: 

7).    .    .    .     u^-=-  c-^c  oder  =  0 
und  für: 

7i)-  •     •    •    w^  =  c  —  a 

ergibt,  dass  sich  femer  nach  der  aus  der  Glei- 
chung a^).  sich  ergebenden  Gleichung: 

«/).      .    .      1*  =  a;  —  c 
sich  für: 
<f).    .    .    .    «^  =  6  —  c 

und  für: 
<fi).  .    .    .     «c  =  c  —  c  oder  =  0 

ergibt : 

yiß  /»O  a5  —  c 

/•(x)  (?rc  =    //^(c  —  tt) .  —  (2m  + //*(c  +  m)  .  +  dl* 

a  c —  a  0 

oder,  da: 

/■(c  —  u) .  —  dt*  =  —  /*(c  —  t*) .  dt* 
und 

-f(c  — «).dt*  =  — //(c  — t*).du  d.i.  nach  der  Erkl.  68  =    //^(c  — m).(Iu 

c —  a  c —  a  0 

ist: 

f{x)dx  =    lf{c  —  u),du+lf(e-^u),du 

a  0  0 

Für  welche  Gleichung  man  auch,  da  die 
Grössen  x  und  u  nach  den  Gleichungen  a).  bis 
ßi).  gleichartige  Grössen  sind,  wie  in  der 
Erkl.  403  angedeutet,  die  Gleichung: 

f{x) dx  =    I f{c  —  x),dx-\-  I  f(c -\-x)  .dx 

a  0  0 

setzen  kann. 

In  dem  besonderen  Falle,  in  welchem  in 
der  Gleichung  A^).: 

a).    .    .    .      c  —  a  =  b  —  c 

ist,  in  welchem  also: 

,  a  +  h 

*i) ^  =  —i- 

nämlich  gleich  dem  arithmetischen  Mittel 
zwischen  a  und  b  ist,  in  welchem  ferner: 

b).    .     .    .    /-(c-w)  =  f(c  +  u) 

bezw. : 

C).      .      .      .      f(c  —  U)    ^   — /^(C+M) 

oder: 

Ci).  .    .    .    /^(c  +  m)  =  —  f(c  —  u) 

ist,  geht  die  Gleichung  Aj).  über  in: 
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Preisgekrönt  in  Frankfairt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Diesei  Werk,  welchem  kein  äknlichefl  zar  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  8-^ 
Heften  sa  dem  billigroii  Preise  Ton  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten nnd  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik,  Physik, 
Mechanik,  math«  Geographie,  Astronomie,  des  Maschinen*,  Strassen-,  Eisenbahn> 
Brücken-  nnd  Hoehbanes,  des  konstroktiTon  Zeichnens  etc.  etc.  nnd  zwar  in  Tollstftndig 
gelöster  Perm,  mit  Tlelen  Pigoren,  Erkllmngen  nebst  Angabe  nnd  Entwiokelnng  der 
benntiten  S&tse,  Pormeln,  Regeln  in  Prägen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  LOsnng 
jedermann  yerst&ndlich  sein  kann,  besw.  wird,  wenn  eine  grossere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergftnien  nnd  alsdann  anch  alle 
Teile  der  reinen  nnd  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  yorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngelQsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benatit 
werden  können.  —  Die  Losungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  dei 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTeneich- 
nis,  Berichtigongen  und  erUUitenide  Erkllmngen  über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  snnftchst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealschnlen  I.  nnd  II.  Ord.,  gleieh- 
berechtlgten  hSheren  Bürgerschulen,  PriTatschnlen,  Gymnasien,  Realgymiiaaien,  Pro- 
gymnasien,  Schnllelirer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  BangewerkschnleD, 
Gewerbesclinlen,  Handelsselinlen,  teehn.  Torbereitnngsschnlen  aller  Arten,  gewerbliche 
Portbildnngssehnlen,  Akademien,  üniTersitäten,  Luid-  nnd  Porstwissenschaflsschalen, 
Mllitftrschnlen,  Torbereitnngs-Anstalten  aller  Arten  als  s.  B.  für  das  EiiJUuig-Frei- 
willige-  nnd  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  nnd 
naturwissenschaftlichen  Fftcher,  werden  durch  diese,  Schritt  für  Schritt  gelüste,  Aufgaben- 
sammlung inimerwfthrend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  nnfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  de^ 
jenigen  Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  sacl 
die  überaus  grosse  Pmchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensamnünng  eine  krXftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  TeilOs  der  mathematischen 
Disziplinen  —  nun  Anflüsen  TOn  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  e^ 
übrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  h&uslichen  Arbeiten  eine  voll- 
st&ndige  Anleitung  in  die  H&nde  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  in  lüsen,  die  ge- 
habten Begeln,  Pormeln,  S&tze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zn  rerwerten.  Lnst,  Liebe 
und  Terstftndnis  für  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  und  Pachgenossen  aller  Art,  Militürs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  znr  AnffHschnng  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  aUen  BenfB- 
sweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertnngen  und  weiteren  Porschnngen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Aof- 
gaben  werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Eedaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfuser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  nnd  wird  deren  Erledigoni 
thunlichst  berücksichtigt 

stattgarb  Die  Yerlagsbandluiig. 
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f{x) dx  =  2.  I f{c -\-  u)  du  oder  auch  =  2  //"(c  —  ii)  du 


0  i 


bezw.  über  in: 

»ß  /»ö  —  c  /»5  —  c 


f{x)dx  =  I  -f{c+tt)dU'^/ f^c+u)duo^er  mch=  /f(c--it)dU'^l  -^f(C'-u). du 

a  0  0  V  0 

Beachtet  man,  dass  in  dem  in  der  Gleichung 

f(c-]-u)du  angedeuteten  Vor- 

0 

gang  nach  der  Gleichung  «i).: 

ist,  dass  also  hiernach  in  der  durch  die  Gleichung: 

u  =  X  —  c 

ausgedrückten  Beziehung  die  Grösse  u  eine 
Funktion  von  x  ist,  und  dass  nach  der  sich 
hieraus  ergebenden  Differentialgleichung: 

du  =  dx 

das  Differential  du  die  durch  diese  Gleichung 
ausgedrückte  Bedingung  erfüllen  muss,  so  kann 
man  nach  der  Erkl.  889: 


/*^  —  ^  p'b  —  c 

f(c-\-u),du  =  2.lf(x).d; 


und  in  Bücksicht  darauf,  dass  sich  nach  jener 
Gleichung: 

X  =  c  -{-  u 

für:  ^B  —  c  ^  c  +  b  —  c  oder  =  b 

und  für :  Xq  =  c-\-0  oder  =  c 

ergibt: 

p6  —  c  po 

3).  .  .  2.  lf(c-\-u).du  =  2 .  /f(x)  dx 

0  c 

setzen,  oder,  was  sich  in  derselben  Weise  er- 
gibt, für: 

pc —  a  pe 

3a).  ..  2.lf(c  —  u).du  =  2.  If(x)dx 

0  « 

setzen;   die  Gleichung  B).   geht  in   Rücksicht 
darauf  über  in: 

y»6  p6  pc 

f{x)  dx  —  2.  If{x)  dx  oder  =  2  .  1  f{x)  dx 

a  c  a 

Beachtet  man  femer,  dass  die  in  der  Glei- 
chung BJ.  durch: 

pö  —  c  pb  —  c 

/  —  /"(c -f-  m)  dt*  und  durch    1  f{c-]-u)du 

0  0 

bezw.  die  durch: 

y*c —  a  pc  "  a 

f{c  —  tt)  du  und  durch  /  —  f{c  —  u)du 

0  0 
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angedeuteten  Vorgänge  entgegengesetzte 
Resultate  ergeben,  dass  also  deren  Summe  =  0 
ist,  so  geht  in  Rücksicht  darauf  die  Gleichung 
Bi).  über  in: 


Ci) f{x)dx  =  0 


jf{x)dx  = 


a 


Nach  dem  vorstehend  Gesagten  kann  man  die 
Regel  aufstellen: 


Regel:    Ist  in  einem  allgemein  durch: 

f(x)dx 


ß' 


angedeuteten  Vorgang  die  Integrationsvariable 
X  in  dem  Intervall  von  a  bis  c  in  der  durch 
die  Gleichung: 

a).     ...      «  =  c  —  tt 

ausgedrückten  Beziehung  eine  Funktion  von  der 
Variablen  u,  ist  ferner  in  dem  Intervall  von  c 
bis  5  die  Integrationsvariable  x  in  der  durch 
die  Gleichung: 

ausgedrückten  Beziehung  eine  Funktion  von  y, 
und  ist  der  durch  c  markierte  Wert  der  von  u 
abhängigen  Variablen  x  das  arithmetische 
Mittel  von  den  durch  a  und  b  markierten 
Werten,  ist  also: 

/J).      .    .    .      6=2- 

80  ist  für  den  Fall,  in  welchem: 
r).      .    .    f{c  —  u)  =  /"(c  +  tt) 

ist: 

f(x)dx  =  2,Jf(x)dx  oder  =  2./f(x)dx 

a  e  a 

für  den  Fall,  in  welchem: 

ri).    .    .    f{c-u)  =  -^f{c  +  v) 
oder: 

yi).   .   .   fic+u)  =  -fic-u) 

ist,  ist: 


11) 


. .  .  //■(«)  d«  =  0 


a 


(Siehe  die  Aufgaben  578  bis  584.) 


579).   Jsinx.dx '    .       Beachtet  man,  dass: 


.                            n          0  +  ;r 
a) =  — -  ' 

^  2  2 


TT 


ist,  dass  der  durch  ^  markierte  Wert  das 

arithmetische  Mittel  zwischen  den  durch 
0  und  n  bezeichneten  Grenzwerten  ist,  nod 
betrachtet  man  die  Integrationsvariable  ^ 
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Erkl.  425.    Da  nach  der  Integrationsformel   .     ^^^  t«*«,««ii  «/*«  a  k;«  ^     ™i«  :«  j« 
10  in  Antw.  auf  Frage  23:  ^^  dem  Intervall  von  0  bis  -g-,  wie  m  der 

AuflOsnng  der  vorigen  Aufgabe 

Funktion  von  u  in  der  durch  die  Gleichung: 


a).  .    .  fsinx .  dx  =  ^'cosx  +  C  Auflösung  der  vorigen  Aufgabe  678,  als  eine 


ist,  80  hat  man  nach  der  in  der  Anmerkung  81 

aufgestellten  Formel  C).,   da  in   dem  ganzen       a) o?  =  -^ — u 

Intervall  von  0  bis   ^    f^r  ^"i®  positive  In-  •...,.  t»    .  i            .      •« 

2                  "  ausgedrückten  Beziehung,  m  dem  Intervall 

tegrations variable    x    die    Differentialfnuktion  ;r    i..           ,       .       ^     w. 

9%nx.dx  positiv  und  eindeutig  ist:  von  ^  bis  n  als  eine  Funktion  von  u  m 

n                                   n  der  durch  die  Gleichung: 


2.  /«nrc.  (2a;  =  2  . 1  —  cosa?  I  ff^).      .    .    .     a;  =  — --{-« 

0  ^ 

oder:  ausgedrückten  Beziehung,  so  erhält  man  in 

n  Rücksicht  darauf,  dass: 

2 . 1 sinx .  dx  =^  2  .  (—  cos ^ co80\   h). .  .  siny^^uf  =  sin  y^  +  «) 

0 

^  ist,  nach  der  in  der  Erkl.  424  aufgestellten 

oder,  da  cos~u-  =  0  und  cosO  =:  1  ist:  Regel: 

n 

y'2  A).  .  .     Isinx.dx  =  2.1  sinx.dx 

sinxdx  =  2 .  -|-  1  oder  =  2  *^  «j 

0  (tieho  Erkl.  485). 

580).    I  sivC'x.dx Analog  wie  in  der  Auflösung  der  Auf- 

0  gäbe  579  gesagt  ist,  erhalt  man  in  Rück- 

sicht darauf,  dass: 

I  . 

"'»(f-")  =  **■*•  (2+**) 

ist,  dass  also  anch: 

«v(-J_«)  =  «n-(f4-«) 

sein  muss,  nach  der  in  der  Erkl.  424  auf- 
gestellten Regel: 

n 


A) jsin^x.dx  =  2,/  sin**  x,dx 


&Si).  leo8^**x,dx Analog  wie  in  der  Auflösung  der  Aufgabe 

0  578  gesagt  ist,   erhält  man  in  Rücksicht 

darauf,  dass: 

a) cosy-^—uj  =  —  co«|^y  +  mJ 

ist  und  dass,  wenn  2fi  eine  gerade  posi- 
tive Zahl  darstellt: 

b).  .  .  [_  CO*  (I  +  u)]  =  ^eos  ( J  +  «)] 

oder  =  cos^^l^-^u) 
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ist,  mithin  nach  diesen  Gleichongen: 

ist,  nach  der  in  der  Erkl.  424  aufgestellten 
Regel :  ^ 

A) jcoB^^'xAx  =  2,fcos^''xdx 


582).   Jcoa*^'^  x.dx Analog  wie  in  der  Auflösung  der  Aufgabe 

0  578   gesagt  ist,    erhält  man  in  Rücksicht 

darauf,  dass: 

a).  .  .  .   cos  (y  —  m)  =  — CO»  (y  +  ttj 

ist  und  dass,  wenn  2n-h  1  eine  ungerade 
positive  Zahl  darstellt: 

b).  .  .  [^_cos(-J+u)J"^'=  -^^cosC^  +u)]'"^'  oder  =  -cos^-+^  (^  +  u) 

ist,  mithin  nach  diesen  Gleichungen: 

c).    coa2"+i(j-u)  =  -co.2n-fi(j_^^) 

ist,  nach  der  in  der  Erkl.  424  aufgestellten 
Regel: 

cos^^-^^x.dx  =  0 


588).  f 


2n 

8in    xdx Beachtet  man,  dass: 


0  ,  0-h27r 

*) ^  =  —2  - 

ist,  dass  der  durch  n  markierte  Wert  das 
arithmetische  Mittel  zwischen  den  durch 
0  und  2  TT  bezeichneten  Grenzwerten  ist,  und 
betrachtet  man  die  Integrationsvariable  x 
in  dem  Intervall  von  0  bis  tt,  wie  in  der 
Auflösung  der  Aufgabe  579,  als  eine  Funk- 
tion von  u  in  der  durch  die  Gleichung: 

a) X  =  71  —  u 

ausgedrückten  Beziehung,  in  dem  Intervall 
von  71  bis  2  TT  als  eine  Funktion  von  u  in 
der  durch  die  Gleichung: 

ausgedrückten  Beziehung,  so  erhält  man  in 
Rücksicht  darauf,  dass: 

b).    .    .     8in(7i  —  1«)  =  —  sin  {n  -j-  u) 

ist,  dass,  wenn  2n  eine  gerade  positive 
Zahl  bedeutet: 
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c).  .  .  [— «tn(7r4-t«)]  "  =  +[sm(7r-|-u)l       oder  =  sin^^  (n-^u) 

mitbin  : 

d).    .    .  sin^^'in—u)  =  sin^^'in  +  u) 

ist,  nach  der  in  der  Erkl.  424  aufgestellten 
Kegel  zunächst: 

0  0 

Beachtet  man  weiter,  dass  nach  der  Auf- 
lösung der  Aufgabe  580: 

n 

2).  .  .  I siv?''* x,dx  =  2.  / sin^** x.dx 

0  0 

ist,  so  erhält  man  nach  den  Gleichungen 
1).  und  2).: 


8iv?'^x,dx  =  A»  1 8%n^**x,dx 

0  0 


/2;r 
8%n^**'^^x.dx Analog  wie  in  der  Auflösung  der  vorigen 

0  Aufgabe  583,  erhält  man  in  Kücksicht  dar- 

auf, dass,   wenn  2n+l  eine  ungerade 
Zahl  darstellt: 

Erkl.  426.    Nach  der  in  der  Auflösung  der    [—8in{n  +  u)]  *       =  -^  [sin  {n  +  u)]^""^^ 

Aufgabe  584  aufgestellten  allgemeinen  Formel  ,  .  qmj.i 

ist  z.  B,  wenn:  oder  =  —  wn**-t-i(;r+ u) 

n  =  0  ist,  die  Gleichung  d).  in  voriger  Auflösung 

also:  2n-|-l  =  1  l^i^r  durch  die  Gleichung: 

ist:  «tn^"+^(7r  — M)  =  —  sin^**+^  (n  +  u) 

„X  f^      ,         ^  ersetzt  ist,  nach  der  in  der  Erkl.  424  auf- 

a).    .    .    .    Jstnx.dx^O  gestellten  Regel: 

/27l 
8in^*'-^^X,dx  =  0      («lehe  die  BAI.  429). 

0 


TT 

^  2 


585).    Icos** 

^   n 


x.dx Beachtet  man,  dass: 

~  Y  "^  T 

ist,  dass  der  durch  0  markierte  Wert  das 
arithmetische  Mittel  zwischen  den  durch 

—  ^-  und  +  ^-  bezeichneten  Grenzwerten  ist, 
und  betrachtet  man  die  Integrationsvariable 
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X  in  dem  Intervall  von  0  bis  ^  als  eine 
Funktion  von  u  in  der  durch  die  Gleichung: 

o) X  =0  +** 

ausgedrückten  Beziehung,  in  dem  Intervall 
von  0  bis  —  -^  als  eine  Funktion  von  u  in 

der  durch  die  Gleichung: 

«i) a;  =  0  —  tt 

ausgedrückten  Beziehung,  so  erhält  man  in 
Bücksicht  darauf,  dass: 

b)  .  .  co«(0+u)  =  co8(0  —  tt) 

ist,  dass  also  auch: 

bi).    CO«'*  (0  +  tt)  =  coÄ^CO  — ti) 

ist,  nach  der  in  der  Erkl.  424  aufgesteUten 
Regel: 

71  7t 

cos^x.dx  =  ^.jco^xdx 

2 


586).     j-zj— äx Nach  den  Anmerkungen  37  und  42  besteht 

J_ya^-x^  +a    j 

der  durch  /-  ,     i^eZ »angedeutete Vor- 

J    Va'  —  x^ 


—  a 


Erkl.  427.    In  dem  durch: 

—  0 


gang  aus  zwei  Vorgängen,  in  dem  einen 
derselben  ist  die  Integrations variable  ne- 
gativ, in  dem  andern  ist  sie  positiv. 
Ist  die  Integrationsvariable  x  eine  Funk- 
tion von  einer  andern  Grösse,  so  soll  sie 
in  jenem  Vorgang  als  solche  einmal  ne- 

/gativ,  ein  andermal  positiv  sein. 
1 1 ^^  Setzt  man,  siehe  Anmerkung  46,  zur  Aub- 

-a       y  1  —  (— )*  führung  der  durch   /    ,___^=^-  dx    ange- 
angedeuteten Vorgang  [siehe  die  Gleichung  A).  deuteten  Integration: 
in  Auflösung  der  Aufgabe  586]  stellt  die  Inte-  |  I  ^ 

gratioDS variable  x  eine  solche  Grösse  dar,  welche  a).  dx  = ^  dx 

als  Funktion  von  u  in  der  durch  die  Glei-  \d^  —  x^ 

«^""•8=  und 

OL)»     ,    .    »      X  ^=^  a ,u  X 

ausgedrückten  Beziehung  eine  negative  Grösse       "i/   •         •    *   "ö"  ""  ^* 
ist  und  deren  Differential   dx  die  durch   die  also: 
Gleichung : 

ß).     ,    .    .    dx  =  a.du 

ausgesprochene  Bedingung  erfüllen  muss.  «^  "'"^s  nach  dieser  Gleichung: 

Kach   der  Erkl.  887  hat  man  somit,   wenn       ß) dx  =  a.du 

jener  Integrationsvorgang  so  transformiert  ^  ^         ,         ..         .,.i.,       ,          v 

wird,  damit  die  Grösse  «,  von  welcher  die  ne-  «esetzt  werden;  d.  h.:  wird  infolge  der  nach 

gative  Grösse  x  abhängig  ist,  die  Integrations-  Gleichung   «).    auszuführenden    Substitution 

variable  wird:  die  Grösse  x  als  eine  Funktion  von  u  be- 


a 


v^-& 
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—  0 


1 


a).  .  .  / ~ 

-■"  V'-C) 


-     dx  = 

2 


oder: 


ß--    - 

Ja     Vi  — m' 


H 


'  G'du 


—  a 


—  0 


w 


—  0 


b).   / > dx  =  /  —r-  -^—  du 


—  a 


und  in  Rücksicht  darauf,  dass  nach  der  Glei- 
chung a).: 

Ott).     .     .     .     M  =   -  - 

a 

ist,  und  dass  sich  hieraus  für: 

—  0 


7).      . 
und  für: 

J).      . 

ergibt: 


w-o  = 


«-a  = 


a 


a 


—  0 


oder  =  —  0 


oder  =  —  1 


-0 


trachtet,  oder  durch  eine  Funktion  von  u 
ersetzt,  so  muss  das  Differential  dx  der- 
selben die  durch  die  Gleichung  ß),  ausge- 
sprochene Bedingung  erfüllen. 

Aus  den  Gleichungen  a).  und  ß),  ergibt 
sich  zunächst,  dass  die  Grösse  x  als  Funk- 
tion von  u  eine  positive  Grösse  ist;  soll 
sie,  um  der  Aufgabe  zu  genügen,  auch  ne- 
gativ sein,  so  muss  u  eine  solche  Grösse 
seiu,  damit  x  als  Funktion  von  u  sowohl 
positiv  als  auch  negativ  sein  kann. 

Nach  vorstehendem  hat  man  sowohl  für 
eine  positive  als  auch  für  eine  negative 
Variable  x: 

b).  .  .  - , dx  = —--_—.  -  '  du 

Ya^^x^  a     Vi  — w* 

Beachtet  man  im  weiteren,  analog  wie  in 
der  Auflösung  der  Aufgabe  574  gesagt,  dass 


wenn  in  dem  durch 


J   Va2  — x' 


dx  ange- 


—  a 


1) 


O  v._(^7 


dx  =  I  —-.^=zzdu 


Erkl  428.    In  dem  durch: 


4-a 


+  0 


V>-(?) 


—  dx 


angedeuteten  Vorgang  [siehe  die  Gleichung  A). 
in  Auflösung  der  Aufgabe  586]  stellt  die  Inte- 
grationsyariable  x  eine  solche  Grösse  dar,  welche 
als  Funktion  von  u  in  der  durch  die  Glei- 
chung : 


«)• 


X  =  a  .  u 


ausgedrückten  Beziehung  eine  positive  Grösse 
ist  und  deren  Differential  dx  die  durch  die 
Gleichung: 

ß),     .    .    ,    dx  =  a .  du 

ausgesprochene  Bedingung  erfüllen  muss. 

Nach  der  Erkl  387  hat  man  somit,  wenn 
jener  Integrationsvorgang  so  transformiert 
werden  soll,  damit  die  Grösse  m,  von  welcher 
die  positive  Grösse  x  abhängig  ist,  die  Integra- 
tionsvariable  wird: 


deuteten  Vorgang,  in  welchem  also  die  In- 
tegrationsvariable X  als  Funktion  von  u  in 
der  durch  die  Gleichung  a),  ausgedrückten 
Beziehung  einmal  eine  negative,  ein  ander- 
mal eine  positive  Grösse  ist,  in  welchem 
also  die  Integrationsvariable  ihre  Beden- 
tang ändert,  infolgedessen  auch  das  Dif- 
ferential — /-  -- -  dx  seine  Bedeu- 
Ya^  —  x'^ 

tung  ändern  wird  (was  dahingestellt 
bleibt),  eine  stetige,  eine  ununterbrochene 
Grösse,  ein  einziges  Integral  entstehen 
soll,  dieses  nur  dann  stattfinden  kann, 
wenn  die  notwendige  und  hinreichende  Be- 
dingung erfüllt  ist,  dass  eine  Bildungs- 
einheit, ein  Differential  ->  -  -  ^    «i«  des 

Integrals,  welches  entsteht,  wenn  die  Inte- 
grationsvariable a;  als  Funktion  von  ii  ne- 
gativ ist,  identisch  ist  mit  einem  Diffe- 
rential -  ^  -    .    ~  dx  des  Integrals,  welches 

entsteht,  wenn  die  Integrationsvariable  x 
als  Funktion  von  u  positiv  ist.  Beach- 
tet man  weiter,  dass  einem  Differential 
jede  Bedeutung  beigelegt  werden  kann, 
wenn  es  =  0  wird,  dass  ein  Differential 

— >      -_       dx  (in  welchem  x  als  Funktion 

von  u  negativ,  bezw.  positiv  ist)  =  0  wird, 
sobald  dx  z=\^  ist,  dass  das  Differential  dx 
der  von  einer  andern  Grösse  u  abhängigen 
Grösse  a;  r=  0  wird,  wenn  diese  Grösse  u 
eine  konstante  Grösse  ist,  dass  schliess- 
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1 


dx  = 


+  0 


/   - .     ,  • ü' du 

J  a     Yi  —  u^ 

"4-0 
b).  / -     _     dx  =  l-zr-  — ä'^ 


oder: 


+  « 


4-0 


und  in  Rücksicht  darauf,  dass  nach  der  Glei- 
chung a).: 

«l).      .      .      .      M   = 


a 


ist  und  sich  hieraus  für: 


und  für: 
ergibt : 

+  0 


**+«=     a 


-  +0 


«  +  0  =  - 


a 


oder  =  -j-  1 


oder  =  -j-O 


V'-(iy 


d«  =  /    ,_   _.-  du 

y  Vi  — w' 


Erkl.  429.    Ist  in  dem  durch: 


tt' 


angedeuteten  Vorgang,  siehe  die  Gleichungen 
ß).  und  C).  in  Auflösung  der  Aufgabe  586,  in 
IV  el ehern  die  Integrationsvariable  u  in  der  durch 
die  Gleichung: 


«i)- 


a 
tt  =  — 

X 


ausgedrückten  Beziehung  eine  Funktion  von 
der  negativen  Grösse  x  und  auch  eine  Funk- 
tion von  der  positiven  Grösse  x  ist,  in  dem  In- 
tervall von  0  bis  1  für  die  Integrations variable  ti, 
welche  eine  Funktion  von  der  negativen  Grösse 

X  ist,  die  Diflferentialfunktion  —  r-  -         du 

eindeutig  und  negativ;  ist  ferner  in  dem 
Intervall  von  0  bis  I  für  die  Integrationsvariable 
Uj  welche  eine  Funktion  von  der  positiven 

Grösse  x  ist,  die  Diflferentialfunktion  — ,  -  -  —^du 

eindeutig  und  positiv,  so  hat  man  in  Rück- 
sicht darauf,  dass  nach  der  in  Antwort  auf 
Frage  23  aufgestellten  Formel: 


lieh  diejenigen  Differentiale  ->-    _     (h 

identisch  sind,  in  welchen  die  von  u  ab- 
hängige positive  Grösse  x  die  nämliche 
Grösse  ist,   als  die  von  u  abhängige  nega- 
tive Grösse  ^,  so  bleibt  hiemach  im  weiteren 
zu  untersuchen  übrig,  für  welche  Werte  der 
Variablen  u  die  von  dieser  Grösse  abhängige 
negative   Grösse  x  die  nämliche  ist  als 
die  von  dieser  Grösse  u  abhängige  positive 
Grösse   x  oder    es    bleibt  zu  untersachen 
übrig,   für  welche  Werte  der  Variablen  « 
die    rechte   Seite   der   Gleichnng  «).  eine 
Grösse  darstellt,  die,  bezw.  deren  Differen- 
tial, sowohl  eine  negative  Grösse  als  auch 
eine  positive  Grösse  ist. 
Die  Untersachnng  ergibt,  dass  für: 

y) «  =  0 

die  Gleichung  a).  übergebt  in: 

<r) a?  =  0 

und  dass  hiernach: 

«) dx  =  0 

ist;  da  diesem  Differential  dx  =  0  jede 
Bedeutung  beigelegt  werden  kann,  einer- 
lei ob  X  als  Funktion  von  u  positiv  oder 
negativ  ist,  so  hat  man  nach  vorstehendem 
für  die  Grösse  u  einen  Wert  gefanden,  für 

welchen    dem    Differential     ,^-  -=-^^dx 

Ya^  —  x^ 

jede  der  Bedeutungen  beigelegt  werden  kann, 
welche  es  hat,  wenn  die  Variable  x  als  Funk- 
tion von  u  negativ  bezw.  positiv  ist,  und 
man  hat  nach  Anmerkungen  37  und  42: 

/H-«  1 
A)  .  .  i—p==rdx  = 

—  a 

Will  man  die  auf  der  rechten  Seite  dieser 
Gleichung  angedeuteten  Integrationen,  in 
welchen  die  Integrationsvariablen  Funktionen 
von  u  und  als  solche  negativ  bezw.  posi- 
tiv sind,  so  transformieren,  damit  diese 
Grösse  u  die  Integrationsvariable  wird,  so 
erhält  man  nach  den  Erkl.  427  und  428: 
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ist,  nach  den  in  der  Anmerkung  31  aufgestellten 

Formeln  F).  und  A).:  f^^  \_  -du 

-fi    '  ^    ,  J  Vi-w^ 

/'     1  r       .        1""^  +0 

,/  yi^r"ü2        ~       L  ~     J_o  welche  Gleichung  man  auch  nach  den  An- 

"■^  merkungen  37  und  42  in  der  Form: 


[aro(8in=iu)\  ^.  /-f «  1  ,  /•+!  1 


und  hiernach  oder  direkt  nach  der  in  der  An-  — «  —  i 

merkung  43  aufgestellten  Formel  A).:  schreiben  kann  (siehe  die  Erkl.  429). 


r"^  1  r  1+^ 

.    /  — du  =  I  arc  (sin  ==  u)  I 

y^vi— u^       L  j-i 


2) 
oder: 


^  .    _.      du  =  arc  {ßin  r=  4- 1)  — 
—  1  '  arc  («n  =  —  1) 


/ 


mitbin,  da:       . 

arc  («n  =  +  1)  ==  -  - 

und  _ 

71 


ist: 

+  1 


arc  (m  =  —  1)  =  —  o 


Vergleiche  hiermit  das  Besaltat  in  der  Auflösung 
der  Aufgabe  541. 

587).     /    ^-'^dx Setzt    man    zur  Ausführung    der    durch 

—  00  /— _ ^dx  angedeuteten  Integration: 

J  a^ -\- X* 

a).  .  .  — ,  ~ — 7.  aa?  =  -  ^  .  -        — r-^ .  ax 

'  a^-\-  x^  a^     1  j_/^  I 

und  '   \ a  / 

Krkl.  430.   Analog  wie  in  der  Erkl.  429  für  a:  _ 

die  in  Auflösung  der  Aufgabe  586  erhaltenen       "i' a   ~"  ^' 

Gleichungen  B).  und  C).  gezeigt,  erhält  man  in   also: 

Kücksicht  darauf,  dass  nach  der  in  Antw.  auf       ^\      ^  __  ^  i^ 

Frage  23  aufgestellten  Formel  18).:  i  *  j.  /-i  .  v 

^  so  muss  nach  dieser  Gleichung: 

a).  .  .     i  ^du  =  arc(tg=  u)  +  C  ß) dx  ^  a.du 

J5^.      ^      '  **  gesetzt  werden.     Ganz  analog  wie  in  der 

4-00  Auflösung  der  Aufgabe   586   gezeigt,    er- 

n    1      /"    1      ^  1    r  .w.^        ^l"^°°    hält  man: 

^)—-lriidu  =  —'\arc{tg=u)\ 

oder,  da:°°  ^^'   J  a^  +  o:^"  ^"^  =7  V^ '  Z    ,   10^^  ^^  "^ 

arc(«^  = +00)  =  +-2  ^^  ^«^ 

und 


arc  itg  =  —<x)  =  —  -^- 
ist:  ^ 


/;"  .+(IF" 
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J-°o  und  jiach  erfolgter  Transformation: 

oder--""-  y«'  +  «'  y  «'     1-i-t*» 

(siehe  die  Erkl.  481).  +<^ 

J  a^     1+«» 

-j ^  d«   ange-  .q^  _q 

_5)  "*■'*'  g.       /•_  J ,  ^1     r     1 

deutete  Integration  kann  man  mittels  der  in  der  ^^'    J  a^^x"^  aj   \-\-u^     " 

Erkl.  424   aufgestellten  Regel  auch  wie  folgt  —  oo  —  oo 

ausführen.  ^  oo 


r.+^.  oder:  -^o 


,                         ^           —  00+00  ,                                            o/l 

a) 0  = 2        -  ^^®'-                                     4-0 

ist,  dass  der  durch  0  markierte  Wert  das  arith-  /*      1                     1      /*     i 

metische  Mittel  zwischen  den  durch  ^  oo  und  C).     1  ~T^r~~2^^  ^  —  I  \  j^   ^  -äu 

4-  00   bezeichneten    Grenzwerten   ist .   und   he-  J   ^  ~T^                 Äyi-j-tt 


Beachtet  man,  dass:  1    /*     1 

a  /  1+v' 

+  00 

C).     /     ,   ,     3  dg  =  - 

-}-  00  bezeichneten   Grenzwerten   ist ,   und   be-  J_^  ~r^  ^    _  oo 

trachtet  man  die  Integration svariable  x  in  dem 

Intervall  von  0  bis  -h  oo  als  eine  Funktion  von  (»*«»»«  ^^^  ^'k*-  ^^o  und  48i). 

u  in  der  durch  die  Gleichung: 

a).       .     .     .     «  =  0  -{-  M 

ausgedrückten  Beziehung,  in  dem  Intervall  von 
0  bis  —  00  als  eine  Funktion  von  u  in  der 
durch  die  Gleichung: 

«i).    .    .    .    a;  =  0  —  u 

ausgedrückten  Beziehung,  so  erhält  man  in 
Rücksicht  darauf,  dass: 

.. ^1 _     1    _ 

^'  •  •  rt2-f  (0+.U)'  ■"  a^-|-(0  — tt)2 

ist,  nach  der  in  der  Erkl.  424  aufgestellten  Regel: 

4-00  00 

—  00  0 

Beachtet   man,   dass  man  analog  der  Auf- 
lösung der  Aufgabe  320: 

/l  1 

a2  -ü  x^  äx  =  --.  arc  {ig  ^x)'^C 

erhält,  dass  also: 

2  •  /  -  ö-  r    •»  ^^  =  2  •         'arc{tg  —  x)\ 
J  a^  +  a:'  L«  \ 

0  " 

oder: 

/oo 
.         -     dx  =  2'    -  \arc  (tg  =  oo)  — 
a^-\-x^  a  ^ 

'^  arc  (f^  =  0)] 

ist,  so  erhält  man  in  Rücksicht  darauf,  und  da : 

arc  (tg  =  oc)  =    ^ 

und 

arc(tg=  0)  =  0 
16t: 
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00 

2  •  /    ,  , — ^  ^«  =  2  .  -    .  ^    oder  = 

0 

mithin:  ,^ 

2) f^      dx  =  ^ 

—  00 
[Vergleiche  hiermit  die  Oleichoog  2).  in  dez  Erkl.  430.] 


d88).    --'  lYa^  —  x^,dx Setzt  man,  siehe  die  Anmerkung  46  und 

^  *La  die  Auflösung  der  Aufgabe  586,  zur  Aus- 

führung der  durch  /V^a^  —  x'^.dx  angedeu- 
teten Integration: 

Erkl.  482.     Setzt  man  in  dem  Differential       «) x  =  aMntp 

Va^-x^.dx  für:  ^^  ^^^^  ^^^^i  dieser  Gleichung: 

X  =  a.sintp 

und  für:  ,  ß) dx  =  a,co8w.dw 

dx  =  a.cosff  ,d(p 

80  erhält  man-  gesetzt  werden. 

Aus  den  Gleichungen  «).  und  ß),  ergibt 

V^a^— ar'.da?  =  Va*  —  a^ ,sin'^(p,a.cos(f.d(p  sich  zunächst,  dass  die  Grösse  o:  als  Fun k- 

Q^er:  ^^^^  ^^^  V  eine  positive  Grösse  ist;  soll 

L sie,  um  der  Aufgabe  zu  genügen,  auch  ne- 

Ya^^x'^ .  dx  =  a^ .yi  —  sin^tp . cosif , d(p  gativ  sein,  so  muss  (f  eine  solche  Grösse 

oder,  da:  sein,  damit  x  als  Funktion   von  (p  sowohl 

yX— ^in^tt  =  C08W  positiv  als  auch  negativ  sein  kann.   Nach 

vorstehendem  hat  man  sowohl  für  eine  po- 

V a'  —  x^.dx  =  a' . co8<p . costp .  dtp  sitive  als  auch  für  eine  negative  Variable  x, 

mithin:  wie  in  der  Erkl.  432  gezeigt  ist: 

a).    Va»  — Ä^.doJ  =  a^  .cos'^ip.dtp  a).    Va*  — a;'.(2«  =  a'.cos'y.dy 

Yerfthrt  man   im  weiteren  ganz  analog 

wie  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  586  aus- 

Erkl.  433.    In  dem  durch:  führlich  gesagt  ist,  und  beachtet,  dass  für: 


/' 


—  0  V  71 

7) ip  •=z 


sich  aus  der  Gleichung  «).: 

angedeuteten  Vorgang  [siehe  die  Gleichung  A).  .    n 

in  Auflösung  der  Aufgabe  588]  stellt  die  Inte-       *) *  =  a.sm  ^ 

grationsvariable  x  eine  solche  Grösse  dar,  welche  ^      _       i     ^      _ 

als  Funktion  von  w  in  der  durch  die  Glei-  .,,  .               ^^^^  -  "'^  ^^®^  "  ^ 

chung :  mithin : 

a).      .    .    .    o:  =  a.  siw</)  *) aa?  =  0 

ausgedrückten  Beziehung  eine  negative  Grösse  ergibt,  und  dass  diesem  Differential  dx  =^  0 

ist  und   deren  Differential  dx  die  durch  die  und  somit  auch  den  Differentialen: 

Gleichung:  

a\                  j                         j  Vö'  —  x"^ .  dx 
ß).     ...  ax  =  a,  cos  (p.  dtp 

ausgesprochene  Bedingung  erfüllen  muss.  in  welchen  dx  =  0  wird,  jede  Bedeutung 

Nach  der  Erkl.  387  und  in  Rücksicht  auf  ^eigelegt  werden  kann ,   einerlei  ob   x  als 

die  Gleichung  a)    in  der  Auflösung  der  Auf-  Funktion  von  y  positiv  oder  negativ  ist, 

gäbe  588  hat  man  somit,  wenn  jener  Vorgang  so  erhält  man,  analog  wie  in  der  Auflösung 

so  transformiert  wird,  damit  die  Grösse  u,  der  Aufgabe  586  gesagt  ist: 
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von  welcher  die  negative  Grösse  x  abhängig  +<* 

ist,  die  Integrationsvariable  wird :  ^\        P_  ,  Cxfa^ x'  da;  = 

a).   lya}  —  x^.da?  =   /  a^  ,cos^(p  .dtp  __q  ,^ 

y - «  -  .  r  /Va^'^r^. <l flc  +fVa^-xK dx] 

h),jYa^  —  x'^^dx  =  a^.Jco8^(f>.d(f  Will  man  die  auf  der  rechten  Seite  dieser 

—  a  ip_  Gleichung   angedeuteten  Integrationen,  in 

j  •    T>«  1  .  vx  j       r    j      *     1.  j     m  .  welchen  die  Integrationsvariablen  x  Fank- 

und  m  Rücksicht  darauf,  dass  nach  der  Glei-  ♦;^^««    „^^    ^      °a    «lo    »r^i^v^^   ««»«♦;.. 

chunir  «">  •  tionen   von   y   und    als    soicne   negativ 

^"  /  ^\  bezw.  positiv  sind,  so  transformieren, 

«i)-  '  '  (p  =  arc  [sin  =  ^  j  damit  die  Grösse  (p  die  Integrationsvariable 

ist  und  sich  für:  "^^^^^  ^^  erhält  man  nach  der  £rkl.  433: 


B). 


/V^a*  —  x^.dx  = 


—  a  TT 

—  a\  ^A _    .  4- 


und  für:  arc(8in=^  -0)   oder  =  -0 

cT).    y_^  =  arc^Äin  = )  oder  =  r-    /»-o 

^  ah,l   I CO'"* 

ergibt:  «»"^  (^^'^  =  - 1)  «^«^  =  -  T  - 1 

1). /Va^-x». da;  =  a' .  /co5»</) . dy  «^er  nach  den  Anmerkungen  37  und  42: 


ah,l   1  co8^<p.d{p-\'  f  co8^(p.d(f  \ 


In  ganz  derselben  Weise  erhält  man  für  den  a  J  ^  '  j        ^ 

Va»  —  Ä» .  da;  angedeuteten  Vorgang,  (•****®  ***«  ='"•  *^>-        ^ 


+0 

in  welchem  die  Integrations variable  x  eine 
solche  Grösse  ist,  welche  als  Funktion  von  u 
in  der  durch  die  Gleichung: 

a).      ,     .    .    X  =  a .  sin  (p 

ausgedrückten  Beziehung  eine  positive  Grösse 
ist: 

2).  /  Va'  —  a;' .  dar  =  ^*  •  /  cos'y .  d</) 
-fo  4-0 


Erkl.  434.     Nach  der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 402  oder  der  Aufgabe  434  ist: 

/l  1 

cos'' (p.d(p  =  ^(p  -{-       sin2(p  '\-  C 

Ist  nun  in  einem  durch: 


/ 


TT 

+  2 


cos'^ip .  d(p 


4-0 

angedeuteten  Vorgang  die  Integrationsvariable 
ip  als  Funktion  von  der  positiven  Grösse  x 
in  der  durch  die  Gleichung: 


«i).  .  .  .    y  =  arc  (sin  =  — ^ 
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f 


ausgesprochenen  Beziehung  (siehe  Erkl.  438) 
in  dem  ganzen  Intervall  von  0  bis  -^  eindeu- 
tig und  positiv,  so  hat  man  nach  der  in  der 
Anmerkung  31  aufgestellten  Formel  A).: 

71  71 

Ist  femer  in  dem  durch: 

0 

C08^  <f  ,d(p 
71 

angedeuteten  Vorgang  die  Integrationsvariable 
(p  als  Funktion  von  der  negativen  Grösse  x 
in  der  durch  die  Gleichung: 

«,)....    <p  =  arc  (sin  =  — j 

ausgesprochenen  Beziehung  (siehe  Erkl.  438) 
in  dem  ganzen  Intervall  von  0  bis  -^  eindeu- 
tig und  negativ,  so  hat  man  nach  der  in  der 
Anmerkung  31  aufgestellten  Formel  F).: 

2).  .  .   I co8^(p  ,d(p  =  — I  o" y -|" x  ^^ ^ ^y*  I 

~'2 

In  Kücksicht  auf  die  Gleichungen  1).  und  2). 
nnd  die  Gleichungen  C).  und  B).  in  der  Auf- 
lösung der  Aufgabe  558  hat  man: 

3).  .  .  ah .  I cos'^tp ,d(p  =  —  ah  A  „-<p+  -«m2y  I        -^ah.  1  -^  (p-\--^8in2<p  1 

~  2"  • 

hieraus  oder  auch  direkt  nach  der  in  der  An- 
merkung 43  aufgestellten  Formel  A).  erhält  man: 

y»     2  p  2  1  1"^  2 

C08'^(p.d(p  =  ah.l  n  (p  +  -7-8in2(p\ 


71 

oder:  ^ 


71 


.  .  ah.  leos'^fp.dtf  =  a&  .    y.  +  y +  "2^  .sm(+ ti)    —  a6  1  ^ 2  +  4  '**^^~^M 


5). 

""  2 

mithin,  da: 

«n(4-7r)  =  0 
und 

sin  (—  tt)  =  0 

ist: 


7t 


eos^tp.dtp  =  a&.-j--(- a6  .-^  oder  =  a5-  ^ 

71 


ß 
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/■(«'  + 2 ax). Ja? Setzt  man,  siehe  Anmerkung  46  und  die 

-  00  Auflösung  der  Aufgabe  586,  zur  AusfflhruDg 

der  durch: 

ff{x^-\-2ax),dx 

Erkl.  435.    Löst  man  die  Gleichung:  angedeuteten  Integration: 

aj.    .    .    x'^-\'2ax  =  u  aj.    .    .      x»  +  2aa;  =  « 

in  Bezug  auf  x  auf,  so  erhält  man:  ^Iso,  siehe  Erkl.  485: 

^'  +  2«^  +  «'  =  «*  +  «'  «) a.  =  _a±\^ii+5^ 

\^'T<^)    =  w  +  o gQ  jjjjjgg  jjj^^jj  dieser  Gleichung: 

mithm:  ^  ~  ___  « dx  ^  ± -^    -     .du 

a).    .     .    .    05  =  — a±\Au  +  a2  2Vti  +  a2 

gesetzt  werden. 

Aus  den  Gleichungen  «).  und  ß),  ergibt 

«  1.1    M0%i*     T    j       j     1.  sich  zunächst,  dass  die  Grösse  o;  als  Fank- 

Erkl.  436.    In  dem  durch:  ^.^^  ^^^  ^  ^^^^  positive  Grösse  und  anch 

/•/'*2_i  o     \^  als  Funktion  von  u  eine  negative  Grösse 

r[x  ^iax)ax  jg^^  j^^gj^  ^^  Differential  rfa?  nach  Glei- 

""°°  chung  /J).    sowohl   positiv   als  negativ 
angedeuteten  Vorgang  [siehe  die  Gleichung  A).  \^^     Nach  vorstehendem  hat  man: 
in  Auflösung  der  Aufgabe  589]  stellt  die  Inte- 
grationsvariable X  eine  solche  Grösse  dar,  welche  v^,,,«        ,            /v.            1           j 
als  Funktion  von  u  in  der  durch  die  Gleichung:  »)•   f{x^+^ax)dx  =  Au).±— ^— ^»dH 

verfährt  man  im  weiteren  ganz  analog 
ausgedrückten  Beziehung  eine  negative  Grösse  ^^ie  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  586  aus- 
ist, deren  unterer  (erster)  Grenzwert  durch -a  führlich  gesagt  ist,  und  beachtet,  dass  für: 
markiert  ist  und  deren  Differential  dx  hiernach  d      d        i                         i 
die  durch  die  Gleichung:  y).    ,  ,  Yu-\-a^  =  0 

ß).     .    ,  dx  = -^_=^      du  also  für: 

yi) u  =:  -^a} 

ausgesprochene  Bedingung  erfüllen  muss.  .  ,            ,       m  •  i.           \ 

Nach  der  Erkl.  389  und  in  Rücksicht  auf  "^h  aus  der  Gleichung  a).: 

die  Gleichung  a).   in  der  Auflösung  der  Auf-       j) •,  .    a?  —  a 

gäbe  589  erhält  man  somit^  wenn  jener  Vorgang 

80  transformiert  wird,  damit  die  Grösse  «,  niithin: 

von  welcher  jene  Grösse  x  eine  Funktion  ist,       ^\ ^^  -.  q 

die  Integrationsvariable  wird: 

_  ^  ergibt,  und  dass  diesem  Differential  dx  =  ^ 

«\         r^i  1  \  o     \j  und  somit  auch  den  Differentialen: 
a).  .  ,  /  f{x^-f-2ax)dx  = 

/f{u)* - du  in  welchen  x  den  Wert  — a  hat  und  das 

J              2V^w  +  a2  Differential  dx  =  0  wird,  jede  Bedeutung 

oder:                         ^-^  beigelegt  werden  kann,    einerlei  ob  x  als 

y"**  Funktion  von  u  nach  Gleichung  «).  positiv 

f{x^  +  2ax)dx  =  oder  negativ  ist,  so  erhält  man,  analog 

—  00                                  ^—a  wie  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  586  ge- 


-l.r  m^au  ««8tist= 

*'-üo  A).  .  .  /f(x^+2ax)dx  =  j  f{x'i-i^2ax)dx^ 


und  in  Rücksicht  darauf,  dass  nach  der  Glei-  —  oo  —  oo 

chung  a).:  .  o^, 

aj).  .  ,   u  =z  x'^-\'2ax  j f{x^-\-^ax)dx 


ist  und  sich  hieraus  für: 


—  a 
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y).     u_  ^  =  (—  a)*  +  2a .  (—  a)  Will  man  die  auf  der  rechten  Seite  dieser 

,  -                                          oder  =  —  a*  Gleichung    angedeuteten   Integrationen ,   in 

^^  ^'  welchen  die  Integrationsvariablen  x  Funk- 
te). w_-ao  =  (— oo)*  +  2o.(     oo)  tionen  von  w  und  als  solche  negativ  bezw. 

gj.gjt^t.                                         oder  =  +  00  positiv  sind,  so  transformieren,  damit 

'     —  a  die  Grösse  u  die  Integrationsvariable  wird, 

1)   .  .  ff(x^  +  2ax)dx  =  so  erhält  man  nach  der  Erkl.  436: 

In  ganz  derselben  Weise  erhält  man  ftlr  den  ~"*                              ■'"°° 

durch   /  f(aj*  + 2 aa;)dx  angedeuteten  Vorgang,  ^J  y^^  f"^              ^J  Vu  -4-  a' 

_0  +00                                        — a'- 

in  welchem  die  Integrationsvariable  o:  eine  solche  ^j^e^  nach  der  ErkL  68: 

Grösse  ist,  welche  als  Funktion  von  u  m  der 

durch  die  Gleichung:                                   •  /•+<» 

i\                                   I  n/" — r — 9  / f(x^-\'2ax)dx  = 

—  CD 

ausgedrückten  Beziehung  eine  positive  Grösse,  x  oo                               +00 

deren  unterer  Grenzwert  durch  —  a  markiert  1      /*     f  («♦)                  l      /*    f{u) 

ist  und  deren  Di£ferential  dx  hiernach  die  durch  +  "ö"  •  / T7^ — F^T  ^** "H  o  *  /  ^r     .  "^^" 

die  Gleichung:  ^    7  Vw  +  a»              ^    y  Vw+a» 

äM.      .      .   dx   =   -| 7_  —  du  mithin» 

2VM  +  a»  mitüm.                                        ^^ 

ausgesprochene  Bedingung  erfüllen  muss:  q^    ff\x^+2ax)dx  =  2.^  .  f~[^^i__  du 

f(x^  +  2ax)dx  =  "°^                                      -a»        ' 

-f-OO  +00 

+ 1 .  A/1"U  du  oder  =   A-ffi,-.  du 

+  « 

590).     I  f\~^)^^ Setzt  man,  siehe  Anmerkung  46  und  die 

•La  Auflösung  der  Aufgabe  586,  zur  Ausführung 

der  durch: 


angedeuteten  Integration : 


Erkl.  437.    Aus  der  Integralgleichung: 

a),  .    .    .    X  =  ±.  Yp  .  u 
erhält  man  durch  einmalige  Differentiation:  «i)-    •    •    —r-  =  ** 


oder: 


also: 

*«). 

-     .     X 

dx  =  it y^—^  *p  '  du  

2Yp,u  *«).      .    .    .    Ä  =  ±iYp.u 

Yp^  ,  SO  muss  nach  dieser  Gleichung  (s.  Erkl.  437): 

dx  =  ZI  —    -^^ 'du  .— 

mithin:  2Yp-Yu  ^^      _     Ax=.±^-^^du 

_        Yv  ^  ^" 

~"       2V^M  gesetzt  werden.    Hieraus  ergibt  sich,  dass 

die   Grösse  x  als  Funktion  von  t«,   bezw. 

deren  Differential  dx  sowohl  positiv  als 

negativ  ist. 

Nach  vorstehendem  hat  man: 


—  0 
Erkl.  438.    In  dem  durch    I  f(--)  dx  an- 


—  a 

gedeuteten   Vorgang   [siehe   die  Gleichung  A).  \  p  /  2  y  «* 


a). .  .  i{—\dx  =  {{u).±^,.^du 
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in  der  Auflösung  der  Aufgabe  590]  stellt  die  Verfährt  man  im  weiteren  ganz  analog 
Integrationsvariable  x  eine  solche  Grösse  dar,  y^\^  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  586  aus- 
weiche als  eine  Funktion  von  u  in  der  durch  führlicher  gesagt  ist,  und  beachtet,  dass  fttr: 
die  Gleichung:                                                                            ° 

«)....   a  =  -v^^7t^  y) Vi>.w  =  0 

ausgedrückten  Beziehung  eine  negative  Grösse  ^^^  ^^'' 

ist,  deren  Differential  3a?  hiemach  die  durch       ^  ^ u  =  0 

die  Gleichung:  '             _ 

y  -  sich  aus  der  Gleichang  «).: 

ß).    .    .      dx  = 5-^  du  .X                   ^        f. 

ausgesprochene  Bedingung  erfüllen  muss.  mithin : 

Nach   der  Erkl.  389  hat  man  somit,   wenn  x                 dx  =z  0 

jener  Integrationsvorgang   so   transformiert       *' 

wird,   damit  die  Grösse  u,   von  welcher  jene  ergibt,  und  dass  diesem  Differential  ^x  =  0 

Grösse  x  eine  Funktion  ist,  die  Integrations-  und  somit  auch  den  Differentialen: 

variable  wird:  /    i\ 

r  ,a;2v              f              Vp  '  ^  p  / 

*^'  '    J  ^^7^  ^"^  =  Jfi^)  •  -  2  Yü  ^"^  i^  welchen  x  den  Wert  0  hat  und  das  Diffe- 

— «                     "_a  rential  da?  =  0  wird,  jede  Bedeutung  bei- 

oder:       ^^                                 ^  ^  ^  gelegt  werden  kann,  einerlei  ob  x  als  Funk- 

/'  /x'^\            —Vp      r/i^)  ^^^^  ^^^  ^  ^^^^  Gleichung  a).  positiv  oder 

^V«/^^  ~  "    9      •  /"v/^"^'*  negativ  ist,  so  erhält  man,  analog  wie  in 

^                   -       •/    VW  ^gj.  Auflösung  der  Aufgabe  586  gesagt  ist: 


— «  «_« 


+  o  -0. 


und  in  Rücksicht  darauf,  dass  nach  der  Glei-  p     x^  r       ^ 

chung  «).:  ^^  A).  .  Jf(-)dx  =.  J  f[S^)dx  + 


«i).   .     .    .    u  = 


—  a  — a 


P  3« 

ist  und  sich  hieraus  für: 


r).    .    .   w_o  =  —!!--  ode^"  =  ö  +0 


+0 

und  für*                        ^  ^^^^^  ™*"^  ^^®  ^'^^  ^®^  rechten  Seite  dieser 

(— a)*                a2  Gleichung   angedeuteten   Integrationen,  in 

«^).    .    •    **~«  =  — z —  oder  =  — -  welchen  die  Integrationsvariablen  x  Funk- 

gjgi^^.  tionen  von  w  und  als  solche  negativ  bezw. 

'  n^^^i              —Vv     rfM  positiv  sind,  so  transformieren,  damit 

1).  .  .  If( — \dx  =  — ^-^.  1-  ^d\i  die  Grössen  die  Integrations  variable  wird, 


a  a« 


i>  H-o  0 

In  analoger  Weise  erhält  man  fttr  den  durch  ß).        1  f(yL.\dx  = ^'''-  l~  -duA- 

■i-u  J  '^  P  ^  ^    J  Vu 

/  ^( — )  ^*  dargestellten  Vorgang,  in  welchem: 

a 
und 


p 

a2 


^ 

« J.  .     .     .    ic  =  +  V^P .  «  Yp 


^j).  .    .      da;  =  +    -  ^— du  oder  nach  der  Erkl.  68: 

2  V"  2: 

ist:  -f«  ,,-      i> 

»+"  ,  /."+«       1/-  Cr{^'^\A I  Vp   r/'W 

ai)».«  #(■      «w,-^  — -   > . ».», .   ,         - 
oder: 


r?N 


^   V^ 

i-^  "o  mithin: 
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Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


PROSPEKT. 


Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  S— 4 
Heften  zu  dem  hilligen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgrebiete  der  Mathematik ,  Phjslk, 
Mechanik  9  math.  €feographley  Astronomie  ^  des  Maschinen- ^  Strassen- ,  Eisenbahn-, 
Brücken-  nnd  Hochbanesy  des  konstrnktiTcn  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  TolistlBdig 
geUteter  Form^  mit  ylelen  Figuren^  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwickelnng  der 
benutitcn  Sätie^  Formeln ,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösong 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  In  ihrer  Gesamtheit  erganien  nnd  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapiteln 
angeordnet  —  yorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben ,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben}  des  Studierenden 
aberlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benatzt 
werden  können.  Die  Ldsnngen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-natunrisseD- 
schaftlichen  Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  und  II.  (hrdn^y  gleieh- 
berechtigten  höheren  Bürgerschulen^  Privatschulen ^  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien,  Schnliehrer«  Seminaren,  Poljtecliniken,  Techniken,  Baugewerkschuleoi 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Torliereltungsschulen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  und  Forstwissenschaftsschnleiy 
Militärschulen,  Torbereltungs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Einjährig- Frei- 
willige- und  Offtziers-Examen  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer  werden  durch  diese,  Sclirltt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung Immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  hab^n,  zugleich  aber 
auch  die  überaus  grosse  Frnchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschafti^n  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  StützK  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teils  der  miUhematischen 
Disciplinen  —  xum  AnflSsen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  kffne  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeitelk  ^^^  ^^^* 
ständige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  au  löse^ 
habten  Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anmwenden  und  praktisch  an  verwerten.  ^ 
und  Verständnis  für  den  Schulunterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werdf^* 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  jüWtärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  lur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  verge^^^ 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Be.^' 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapital  lebendige  Kraft  verleihen  ^^ 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Forschungen  g  '^ 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  ^' 
gaben  werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  'j/^^ 
verbreitet  —  Wünsche,  Fragen  etc,,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Yef^^f 
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und  in  BAcksicht  darauf,  dass  nach  der  Glei- 
chung a|).: 

ttj«). .     .     .  t*  =   — 


ist  und  sich  fttr: 

ri)-   •    -«-i-o  =  oder  =  0 

und  für: 

ergibt : 


(+a)»     ,  a' 

=  ^-J — ^  oder  =  — 

P  P 


-f  0 


0 


591).    Jf(ax^^)dx 


—  00 


Erkl.  430.    Löst  man  die  Gleichung: 
a).    .    .    . 


.    .    .    .    ax =  t« 

X 

nach  X  auf,  so  erhält  man  der  Reihe  nach; 

ax"^  —  &  =  u.x 

aas'  —  ux  =  h 

,       M  h 

x^ .«  =  — 


a 


a 


a        '\2a/        a'N2a/ 

(  ^  -  V—   4a&  +  ti» 
V       2a/  ""        4  a» 


mithin : 


za  2a 


u 


b).  .  .  .  a?  =  ö-±7r-V'4ad  +  M» 
,  2a       2a  ^  ' 

oder: 

b|).    .  .  0?  = 


2     V^^ 


—  a 


m-äu 


a> 


oder 


Setzt  man,  siehe  Anmerkung  46  und  die 
Auflösung  der  Aufgabe  586,  zur  Ausführung 
der  durch: 


Jf(ax^-\)dx 


angedeuteten  Integration: 


«1). 


ax =  u 

X 


1  [i*±lA4a6-hu»] 


ErkL  440.    Aus  der  Integralgleichung: 

a).  .  .  .  «  =  ö^- (MHtV4a&4"W*) 
erhält  man  durch  einmalige  Differentiation: 

2a  \^      —2     y^ab  +  u^  ) 


also,  siehe  Erkl.  439: 

a). .  .  Ä  =  2"  («*±V^4a5  +  tt2) 

so  muss  nach  dieser  Gleichung  (s.  Erkl.  440) : 

/?).      dx  =   -^     (l±     ^i-,::^\du 

2a  \        y4a&  +  «»  7 

gesetzt  werden.  Hieraus  ergibt  sich,  dass 
die  Grösse  x  als  Funktion  von  w,  bezw. 
deren  Differential  dx  zweideutig  ist,  dass: 

bezw.  deren  Differential: 

ist,  und  dass  auch: 

7i)-  •  •  *  =  2ä  (^  —  ViöT-Pw»") 
bezw.  deren  Differential: 


iab  +  u^  ) 


-    oder:  1    /  u  \ 

^       b).  .  .  d.  =   ; -  Fl  ±  .  -^^1-^1  du   ^•^-    '"  =  2a  (^  "  y4aer+  u^  )  '" 


e       Erkl.  441.    Aus  der  Gleichung: 

0 M±V^4aft  +  M»  =  0 

erhält  man: 

Kleyer,  Integralrechnung  I,  I.Teil. 


ist.    Nach  vorstehendem  hat  man: 
a).  .  .  f(ax  '-~)dx  = 

f{u) .  J-  (w  ±  V^4"^-H4'2")  (2u 
z  a 

30 
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,    .  w  =  TV^4a6  +  «'  Verfährt  man   im  weiteren  ganz  analog 

^  ®^*  ,    ,   y     ^  wie  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  586  aw- 

*) "    -  4ad  +  u'  führlich  gesagt  ist,  und  beachtet,  dass  für: 

Diese  Gleichang  kann  nur  bestehen,  wenn:        ,  _i_,/'i — ^-i ^ 

'  €) u±Y4ah-\-u^  =  0 

«   =  oo 

also  nach  der  ErkL  441  far: 
also:  «'  =  00 

f  ) u  =  oo 

ist;  denn  fOr  diesen  Wert  geht  dieselbe  über  in: 

.    ,   ,  sich  aus  der  Gleichung  a).: 

d.  1.:  00  =  00  *^ 

für  jeden  andern  Wert   für  u  wird  aus  der  "^i^^i^- 

Gleichang  a).  die  Gleichung:  u) dx  =  0 

^ab  =  0  ergibt,  und  dass  diesem  Differential  dx  =  0 

folgen,  und  dadurch  wird  eine  Bedingung  aus-  und  somit  auch  den  Differentialen: 
gesprochen,  die  in  der  Aufgabe  nicht  enthalten  /  ^  \  j 

ist,   indem  4 ab  irgend  eine  konstante  Grösse  f\^^ — x^) 

in  welchen  x  als  Funktion  von  u  den  Wert 

0  hat  und  das  Differential  d«  =  0  wird, 

Krkl.  442.    In  dem  durch:  j^^e    ^^j.    Bedeutungen    beigelegt    werden 

/r^  ,  .  kann,  welche  ein  solches  Differential: 

Äfltrg  »ufgiÄ?j%?irÄt^:  »»aben  wird  wenn.in  der  durch  die  Gleid..  rl 

grationsvariable  x  eine  solche  Grösse  dar,  welche  ausgedrückten  Beziehung  bezw.  in  der  dnrcJi 

als  eine  Funktion  von  u  in  der  durch  die  Glei-  die  Gleichung  n).  ausgedrückten  Beziehung 

chung:  eine  Funktion   von  u  ist,   so  erhält  man 

y)        fE  -  —(u^V4ab~Ä^^\  *^*^®«  ^^®  ^^  ^®'  Auflösung  der  Aufgabe 

ausgedrückten  Beziehung  eine  negative  Grösse  -|-oo  —  o 

ist  (indem  V4j&yu'^^^^^^^^  A).   ff(ax-^)dx  =   ff(ax^-)dx  + 

deren  Differential  dx  die  durch  die  Gleichung:         J     ^  x/  J     ^  ^^ 

1/  m\  ~°°  ""°° 

dl).     da;  =  -^-(l-~  v)^^  +00 

ausgesprochene  Bedingung  erfüllen  muss.  j  fy'^      x) 

Nach  der  Erkl.  389  und  in  Rücksicht  auf  die  *4-o 
Gleichung  a).  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  591  ^.„  ,.  .  ,  rechten  Seite  dieser 
erhält  man  somit,  wenn  jener  Vorgang  so  trans-  ^,  V  "^  ™*^  aie  aui  aer  recnten  öeite  aieser 
formiert  wird,  dass  die  Grösse«,  von  welcher  Gleichung  angedeuteten  Integrationen,  m 
jene  Grösse  x  eine  Funktion  ist,  die  Integrations-  welchen  die  Integrationsvariablen  x  Funk- 
variable  wird:  tionen  von  u  sind  und  als  solche  die  durch 
—0  die  Gleichungen  y).  und  ri).  ausgedrückten 
X  f^(  b\,  _  Bedeutungen  haben,  so  transformieren, 
K).  .  .j  ryax--  ^jax  ^  damit  die  Grösse  u  die  Integrationsvariable 

-00  wird,  so  erhält  man  nach  der  Erkl.  442: 

** —  00  J         ^  X  ^ 

oder:  ~  ^ 

0  4-00 


—  00  —  00  ^  »^  '  / 


+  00  +00 
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und  in  Rttcksicht  darauf,  dass  nach  der  Glei-  oder    durch    Zerlegung    der    Integrationen 

«hang  y,).:  rechts: 

*^                                      X 
ist  und  sich  hieraus  für:  

») «-0  =  «-O-ZTÖ-  ^^^"^  =  +°°  ~+oo  "+00 

0.  ..    u_^  =  a.-oo-~?^oder  =  -oo  -^^       Y4ab  +  u^  /^ 

ergibt:     _^  f^^  ^'  1 

1).  .  .ff{ax^^)dx  =  JJ^'^'Y^h-^'^^l 


—  00 


mithin  nacli  erfolgter  Yereinfachang: 


In  ganz  derselben  Weise  erhält  man  für  den  o^ef;  ^oo  —  oo 

^r^""  «)  "^^    angedeuteten   Vor-   cj.  .  .  ff(ax-^^)dx  =  --•  /}(u).(«u 
+0  zL  **    ' 

gang,  in  welchem  die  Integrationsvariable  x  eine  ~~  ^ 

solche  Grösse  ist,  welche  als  Funktion  Ton  u 
in  der  durch  die  Gleichung: 

y) «  =  ^(u  +  V4i6  +  u') 

ausgedrückten  Beziehung  eine  positive  Grosse 
ist,  deren  Differential  die  durch  die  Gleichung : 

<r) dx  =  ^-  (l  +—7 — =r-^  —^  du 

^  2a  \     '    y4a6  +  M'  / 

ausgesprochene  Bedingung  erfüllen  muss: 

+0  +0  ' 

+  00 

592).    I f[-^^j^\dx Setzt  man,  siehe  Anmerkung  46  und  die 

_oo  Auflösung  der  Aufgabe  586,  zur  Ausführung 

der  durch: 
Erkl.  443.    Löst  man  die  Gleichung:  /*  /    1  «t  \ 

in  Bezug  auf  x  auf,  so  erhalt  man  der  Reihe  angedeuteten  Integration: 
nach: 


i*' =  «•*+«  „.) J^  =  « 

•i^ X-hl 

««  — 2w.«  =  2m  *^^^»  ^^®^®  ®^^^'  ^^^• 


mithin : 
a).    . 


jji-.2u.aj  +  M*  =  2u  +  u'  «).    .  .  .  rc  =  m±Vm'+2m 

(a;  — u)'  =  2  m  4- M«  go  muss  nach  dieser  Gleichung,  s.  Erkl.  444: 

^-M=±V2ru+M^  ^1 

.     ^ ß).    .  .  dx  =\\±   -,AjL-^=-    du 

.    a;  =  M±\^2M  +  M»  L         V^m»  +  2mJ 


468 
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Erkl.  444.    Aas  der  Integralgleichiing: 

«).    .    .    X  —  u± Yü^'2ü 
erhält  man  durch  einmalige  DiJBferentiation: 

1 


dx  =  du-^ 


oder: 


2Yu^  +  2u 


[2udu  +  2du) 


ß),      da?  =  fl  -+-    -"-i^-1  du 


Srkl.  445.    Nach  der  Gleichung: 
a^j.     ... 


^ =    H 


ist  u  eine  Funktion  von  x;  soll  diese  Grösse 
ti  =z  CO  sein,  so  mnss  in  dem  Ausdruck  links 
der  Nenner  =  0  werden;  dieses  findet  statt  für: 

Erkl.  446.    Löst  man  die  Gleichung: 

fj).    .    .    .    Vm*4-2u  =  0 

nach  u  auf,  so  erhält  man: 

a) i*»  +  2m  =  0 

oder: 

mithin: 

1) ui  =  —  2 

Da  aber  auch  in  der  Gleichung  a).  u  ein 
Faktor  dieser  Gleichung  ist,  so  hat  man  als 
weitere  Lösung: 


a 


u  +  2  =  0 


2).    . 

•        .        * 

ttj  =  0 

Erkl. 

447. 

Aus  der  Gleichung: 

a).     . 

.      X 

=  n-»-V^ 

.«  +  2tt 

erhalt  1 

Daan: 

a). 

9           m 

.    für  tt  = 

0 

1).      . 

•           •     * 

.      .        X   = 

0 

b). 

•            • 

.     für  tt  = 

—  2 

erh&lt  1 

man: 

X  = 

X  = 

-2±V1= 

2)«  + 2.  — 2 

-2±VT: 

-4 

mithin: 

2).    . 

•        •        • 

.     iC  =  — 

2 

Erkl.  448.    In  dem  durch: 


/(Ä)-- 


gesetzt  werden.  Hieraus  ergibt  sich,  das$ 
die  Grösse  x  als  Funktion  von  «,  bezw. 
deren  Differential  (io;  mehrdeutig  ist,  dass: 

y).   .  .  .  a;  =  tt-|- Vtt'4-2tt 
bezw.  deren  Differential: 

d).   .  ,  dx  =  ( l -^ -^^^tL=A  du 

\         Yu^  +  2uJ 

ist,  und  dass  auch: 

yj).  .  .  .  as  =  tt — V^tt*4-2tt 

bezw.  deren  Differential: 

ist. 
Nach  vorstehendem  hat  man: 

^  \         Vu^  +  2uJ 

Verfährt  man  im  weiteren  ganz  analog 
wie  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  586  aus- 
führlich gesagt  ist,  und  beachtet,  dass  für: 

i).      Vtt«  +  2¥=  oo 

also  für: 

€,) tt    =    00 

sich  aus  der  Gleich,  ai).  nach  der  Erkl.  445: 

C) a:  =  -l 

mithin: 

^) da;  =  0 

ergibt,  dass  aber  auch  femer  für: 

fM).       VM'-f-2M    =    0 

also  nach  der  Erkl.  446  für: 

f^i) tt  =  0 

bezw.  auch  für: 

/ij) tt  =  —  2 

sich  aus  der  Gleich,  ce).  nach  der  Erkl.  447: 

fi) X  =  0 

mithin: 

^,) dx  =  0 

bezw. : 

fj) X  =  -2 

mithin: 


—  cx> 


angedeuteten  Vorgang  [siehe  die  Gleichung  A). 
in  der  Auflösung  der  Aufgabe  592]  stellt  die 


^2)- 


dx  =  0 


ergibt,   und  dass   [siehe   die   Gleichimgen 


/ 
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Integrationsvariable  x  eine  solche  Grösse  dar, 
welche  als  eine  Funktion  von  u  negativ  und 
grösser  als  2  sein  soll. 

Da  nach  der  Erkl.  452  die  einer  solchen 
Grösse  x  entsprechende  Variable  u  negativ 
ist,  so  muss  X  in  der  durch  die  Gleichung: 

«).     .    .    X  =  u±.  Vw'-f  2  m 

ausgedrückten  Beziehung  eine  Funktion  von  der 
negativen  Grösse  u  sein.  Beachtet  man  weiter, 
dass  wenn  u  negativ  ist,  die  Grösse  x  nur 
dann  eine  negative  Grösse  sein  kann,  welche 
grösser  als  Vi  ist,  wenn: 

X  =  11  —  y^tt*-|-2u 

ist,  so  ergibt  sich  hieraus,  dass  jene  Integrations- 
variable X  eine  Funktion  von  der  negativen 
Grösse  u  in  der  durch  die  Gleichung: 

ausgedrückten  Beziehung  sein  muss,  das  somit 
deren  Differential  dx  die  durch  die  Gleichung: 

y).     .     .dx=:(l -!*Z^i_-\du 

\         \^u»  +  2m/ 

ausgesprochene  Bedingung  erfüllen  muss.  Nach 
der  £rkl.  889  erhftlt  man  somit: 

—  2 


^). ,    ^i).    und  ^2)]    diesen   Differentialen 
dx  =zO  und  somit  auch  den  Differentialen: 


(Ä) 


dx 


in  welchen  x  als  Funktion  von  u  nach  den 
Gleichungen  f J.,  Ci).  und  fj).  die  Werte  —  1, 
0  und  —  2  hat  und  das  Differential  dx  =  0 
wird,  jede  der  Bedeutungen  beigelegt  wer- 
den kann,  welche  ein  solches  Differential: 


U  +  l/ 


dx 


haben  wird,  wenn  x  in  der  durch  die  Gleichung 
yY  bezw.  in  der  durch  die  Gleichung  rO* 
ausgedrückten  Beziehung  eine  Funktion  von 
u  ist,  80  erhält  man,  analog  wie  in  Auf- 
lösung der  Aufgabe  586  gesagt  ist: 

+  00 


A)..//(^*r)''-  = 


—  00 
—  2 


—  1 


—  00  —2 


dx  + 


—  00 
-0 


—  00 


/Kä) 


-}-oo 


dx 


—  00 


und  in  Rücksicht  darauf,  dass  nach  der  Glei- 
chung /}).: 


cf). 


u  =  ^^ 


x  +  l 
ist,  und  sich  hiemach  für: 


und  für: 
ergibt: 


tt       o    = 


~2 


—  "sr 


^.(-2)» 


-2-f  1 


oder  =  —  2 


-1  -fO 

Will  man  die  auf  der  rechten  Seite  dieser 
Gleichung  angedeuteten  Integrationen,  in 
welchen  die  Integrationsyariablen  x  Funk- 
tionen Yon  u  sind  und  als  solche  die  durch 
die  Gleichungen  7)-  nnd  n)-  ausgedrückten 
Bedeutungen  haben,  so  transformieren, 
damit  die  Grösse  u  die  Integrationsvariable 
wird,  so  erhält  man  nach  den  Erkl.  448 
bis  452: 

+  00 


u    _  = 


_  i.(-oo)»_ 


—  c» 


—  00  +  1 


=    00 


—  2 


—  00 


-2 

/a«).(i- 

—  00  ^ 

Erkl.  449.    In  dem  durch: 

—  1 


—  00 

Jm.{i- 


M-f-1 


1  + 


_.tl  +  l 


r\du 


—  2 


—  00 


00  ^ 


Vii2 + 2 


«+i 


V^M^ 


W_+l 

V2*'  +"2 
ji*  +  l 


)du 

)du 

J\du 
u] 


+ 


+ 


-h 


oder  Dach  veiterer  Zerlegung  der  rechts 
angedenteten  Integrationen: 
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angedeuteten  Yorganfr  [siehe  die  Gleichung  A)  +00                            _  2 

in  Auflösung  der  Aufgabe  692]  stellt  die  Inte-  /*  /  ^x^  \        _    frt  \fi    _ 

grationsvariable  x  eine  solche  Grösse  dar,  welche  J    \x-\-l  )        —    /flMja« 

als  Funktion  von  u  negativ  und  kleiner  als  2  "l-  00                            —  00 

(aber  grösser  als  1)  sein  soll.  >»— 2             ,  .                   /»— 00 

Da  nach   der  Erkl.  452    die  einer   solchen  /^(t*).—  -^         du^  /f{u)du-\- 

Grösse  x  entsprechende  Variable  u  negativ  J  ^       y^u2  4-2w            J^ 
ist,  so  muss  X  in  der  durch  die  Gleichung: 


—  00         '  —2 

.—  00        ..  ,  t  /»o 


a).    .    .    ar=u±VM'  +  2u  //"(w) . --^^=- du +/}(«).(? u-- 

auBgedrückten  Beziehung   eine  Funktion   von  —2         V  u  ^    u            ^ 

der  negativen  Grösse  u  sein.    Beachtet  man  ^0                   .                  ^00 

weiter,  dass  wenn  u  negativ  ist,  die  Grösse«  IfM' ^  du-\-  lf{n).du-]' 

nur  dann   eine  negative   Grösse   sein  kann,  J           Vu^4-2u            J 


welche  kleiner  als  2  ist,  wenn: 


w-f-I 


X  =  u  +  Yu^-^2u  ff^u),—-^^- — du 

ist,  so  ergibt  sich  hieraus,  dass  jene  Integrations-  0             V"  "r    *♦ 

variable  x   eine  Funktion  von   der  negativen      ,       j      1    it^  a. «^u«««  j««  ri,«««««  ;« 

Grösse  u  in  der  durch  die  Gleichung:  oder  durch  Vertauschung  ^er  Grenzen  im 

8.,  4.,  5.  und  6.  Gliede  rechts  (s.  Erkl.  68): 

ß),    .    .    x  =  u  +  Yu^+2u  _^^                          _^ 

ausgedrtlckten  Beziehung  sein  muss,  dass  somit  /*/./^l^'\j           Cti  \a 

deren  Differential  dx  die  durch  die  Gleichung:  j  f\^^J^)  ^^  "^  J'^^^  *"* "" 


y),      .      ,   dx  =    IIA-       . L-zrrr-  I  du  ^-2  ,,,T  /»-« 

ausgesprochene  Bedingung  erfüllen  muss  ^^        yu^-^2u  J^^ 

Nach  der  ErkL  389  erhält  man  somit:  ^—2  _.  .  /«oo 

—  00  '  ^  0 

fm  •  ,7^^  <«« + /a«)  <«« + 

J  Vm'  +  2u  J 


—  1 
a' 


)-/K^)^— 


"-1     .  ..^,        X  ^  V«'  + 


0 
00 


•/  V  m'  -h  2  tt 


und  in  Btkcksicht  darauf,  dass  nach  der  Glei-  0 

chong  ß).:  mithin: 

ist  und  sich  hiernach  für:  _oo 

*)     •    •  «-1  =  -t^  oder  =  _«  -2.fmy^än  + 

und  für:  -°° 

Vl*^-f2tt 


ö.    .    -^-2=  "^    o  .   1    oder  =  -2  2 . /}00  — t-V  rf« 

ergibt :  0 


—  i 


—  00 


»■■•/K#rr)-=/f'('+7-^)^" 


Erkl.  450.    In  dem  durch: 

-0 


/K.'^)  - 


—  1 

angedeuteten  Vorgang  [siehe  die  Gleichung  A). 
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in  Auflösung  der  Aufgabe  592]  stellt  die  Inte- 
grationsvariable  x  eine  solche  Grösse  dar,  welche 
als  Funktion  Ton  u  negativ  und  kleiner  als  1 
sein  soll. 

Da  nach  der  Erkl.  452  die  einer  solchen 
Grösse  x  entsprechende  Variable  u  positiv 
ist,  so  muss  X  in  der  durch  die  Gleichung: 

a).    ,    .    0?  =  M :+:  V***  +  2m 

ausgedrückten  Beziehung  eine  Funktion  von  der 
positiven  Grösse  u  sein.  Beachtet  man  weiter, 
dass  wenn  u  positiv  ist,  die  Grösse  x  nur 
dann  eine  negative  Grösse  sein  kann,  wenn: 

X  =  u  —  y^t«'-(-2t* 

ist,  so  ergibt  sich  hieraus,  dass  jene  Integrations- 
variable X  eine  Funktion  von  der  positiven 
Grösse  u  in  der  durch  die  Gleichung: 

/?).,.    ic  =  u  —  'V^m'  +  2m 

ausgedrückten  Beziehung  sein  muss,  dass  somit 
deren  Differential  dx  die  durch  die  Gleichung: 

y).    .    .dx=(l /*"^^      \du 

ausgesprochene  Bedingung  erfüllen  muss. 
Nach  der  Erkl.  389  hat  man  somit: 

"■••/K-Ä)^'=/«-)('-7ftW)'" 


ai 

und  in  Rücksicht  darauf,  dass  nach  der  Glei- 
chung /}).: 

und  sich  hieraus  für: 

1  .  ( 0)' 

«)•    •    •  w_o  =  -_Q  .  .    oder  =  0 

und  für: 

f).    .    .  «_j  =  ^_^..i^    oder  =  +00 
ergibt : 


Erkl.  451.    In  dem  durch: 

+  0 

angedeuteten  Vorgang  [siehe  die  Gleichung  A). 
in  Auflösung  der  Aufgabe  592]  stellt  die  Inte- 
grationsvariable X  eine  solche  Grösse  dar,  welche 
als  Funktion  von  u  positiv  und  jeden  Wert 
haben  soll. 
Da  nach  der  Brkl.  452   die  einer  solchen 
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Grösse  x  entsprechende  Variable  t«  positiv 
ist,  so  muss  X  in  der  durch  die  Gleichung: 

a).    .    .    a;  =  « ±  Vw'  +  2u 

ausgedrQckten  Beziehung  eine  Funktion  von  der 
positiven  Grösse  u  sein.  Beachtet  man  weiter, 
dass  wenn  u  positiv  ist,  die  Grösse  x  nur  dann 
stets  eine  positive  Grösse  sein  kann,  wenn: 

ist,  so  ergibt  sich  hieraus,  dass  jene  Integrations- 
variable X  eine  Funktion  von  der  positiven 
Grösse  u  in  der  durch  die  Gleichung: 


ausgedrückten  Beziehung  sein  muss,  dass  somit 
deren  Differential  dx  die  durch  die  Gleichung: 

y).     .    .  dJac  =  JIH :r--^ I  ^^^ 

V        V^M*-h2M/ 

ausgesprochene  Bedingung  erfüllen  muss. 
Nach  der  Erkl.  389  hat  man  somit: 


"■•/K^+.)-=/«-.('+vÄ-'ä.-)- 


+  00  w^OO 

a).  .  . 

'+0  i»_|.o 

und  in  Bücksicht  darauf,  dass  nach  der  Glei- 
chung /}).: 

\x^ 
cT).     .     .     .  tt  =  — -,-7- 

x-\- 1 

ist  und  sich  hieraus  für: 

*)•    •    •"+00=^^  od«  =  +00 
und  für: 


«     •    •  «  +  o  =  -!p^  oder  =  +0 

ergibt: 

-j-oo 

''■■•/Ki7V)^'=/<"'('+7S^)''" 


+  0 


Erkl.  452.    Aus  der  Gleichung: 

«i)-  •  •  •  :i+r  =  " 

in  Auflösung  der  Aufgabe  592  ergibt  sich,  dass 
die  nach  dieser  Gleichung  von  x  abhängige 
Grösse  u  eine  negative  Grösse  ist,  wenn  x 
negativ  und  grösser  alsl  ist,  dass  hingegen 
u  als  Funktion  von  x  eine  positive  Grösse  ist 
für  alle  Werte  einer  positiven  Grösse  x, 
und  ebenso  für  diejenigen  Werte  einer  nega- 
tiven Grösse  or,  welche  kleiner  als  1  sind. 


G.  Formelnverzeichnis, 

eine  ZasammensteUniig  der  in  diesem  Buche  entwickelten 

Integrationsformeln. 
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/'  1  2n  —  1      /*  ^ 

^**  ^^       J  I  Seite 810 u.  Auf. 

«  ^   ^^       /   .  ««4-1        ,  1  .  21.  f  g*be  485 , 8«it« 

Formel  69.    / ain'^'^^x.dx  =  —  ^—^ .  stn^" a? co« a:  +  ;  809,  .owi«  di« 

s — TT  •  /«n^""'^  a:.da;  +  C  1    285,  Seite  491 

2n+i  y  ^  ; 

Formel  70.    leoa^^^x.dx  =  5-.co«*"~^a:.«tn«H — ^"^  •  fco8^*"^x.dx+C 

„  /•     o-i|  1  «„  f  Seite  312,  »owi« 

Formel  71.     /co«*'^'a7.da?  ==  ^^q- yCO«""a?.«na? -f  /diePormeinöS 


u.  236,  SeiU  48S 


c).  Besondere  Formeln^ 

nach  welchen  Differentialfunktionen,  welche  der  allgemeinen  Form  f(x)  dx  entsprechen, 
direkt  integriert  werden  können,  wenn  der  allgemeine  Differentialkoeffizient  fipc)  darch 

besondere  Ausdrücke  ersetzt  ist. 

(a.xf.dx  =  — ^.  a?**+^  +  C [siehe  A.ufg»be  808,  Seite  186) 

n  +  1 
Ca  4-  hxf  dx  =  — tT-  ~^. 1-  C [«iehe  Aufgabe  204,  Seite  189] 

6(n-t-l) 

Formel  78«.  /(a +  &«)  (fa;  ===  -^-"^—  [aiehe  Exkl.  846,  Seite  850] 

/•  (aA-hx)^ 

(a-^bx^dx  =  -^^—w-fT-^  +  ^  •     •      t«l«J»«  Aufgabe  207,  Seite  191] 
j  ,  r  liehe  Erkl.  »8 

"^^  »"<5^  }  u.  214,  Seif  191 

h^x^  [«•  Aufgabe  852,  Seite 

=  a^X  +  abx^+  -^ h  C  249  oder  BrkL  218, 

3        '  Seite  191] 

(ao;  +  6)"  i»  =  — r^rr-  -  (aa;  4-6)*^^  +  0 .     .     .     [siehe  Aufgab«  206,  Seite  1901 

'    ''  a  (n  + 1)    ^       '    '         ' 

Formel  76.     /(a  +  bar'*)*".aj'*~^da?  =  -r-y— r^rr-  (a+&a:T*"^^  +  C^  [■•  Aufgabe  209,  Seite  192] 
J  6n(m4-l)  ' 


Formel  76.     f-j—J^-rn-dx  = ^  .*     -   ^    --.-dar+C 

y   (x±ay'  n-1      (ar±ar-l        ^ 


[siehe  die  Aufgaben  198  u.  194,  Seite 
182  und  183] 


I 


77.     f ~-^ da;  =  — -7^- ^ \- C    [•• 

J  [«2+ (27-6)»]"»  2(m-l)      [a2  +  (^_2,)2-]«»-i  ^ 


Formel  78.      Ar — da;  =  Z^(l+a;)  +  C [siehe  Aufgabe  282,  Seit«  «ßl 

Formel  79.      /-        — dx  •=  lg(a-\-x) -\-  C [siehe  Aufgabe  2S1,  Seite  2ö2I 
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Formel  42.     lf{a,x)dx=—'F(a.x)-\-C [siehe  Brkl,  20»,  Seit«  187] 

Formel  43.     jf{a-\'hx)dx  =  -^'F(a-\-hx)  -{-  C [«iehe  Erkl.  212,  Seite  189] 

Formel  44.    fa .  -^^  dx  =  a.lg  \Q{x)\  +  G       j 

^rrif  \1  \ [siehe  Erkl.  218,  Seite  201] 

wenn  g(x)  =  — =-= — =-  ist.  ^ 

Formel  45.    fG{x).g{x)  dx  =^  ~  [0{x)f  +  C        \ 

-r^,  .T  ; [«iehe  Erkl.  300,  Seite  288] 

d\G{x)\  l 

wenn  gix)  =  -  -  ,—  —  ist.  } 

dx  I 

Formel  46.    iu.dv  =  u,v—  Iv.du  +  C  \ 

jn,,   .  TT  /   X  /    .      .      .    [fliehe  Antw.  auf  Frage  2Ö,  Seite  275] 

/     u  =r  G{x):  V  =  H(x)  i 

wenn  <  _  i 

f  du  =  g{x)  dx;    dv  =  h(x)  dx  ist.  ' 


• 


b).  Rekursionsformeln*). 

*)  Formeln,  nach  welchen  Integrationen  von  Differentialfanküonen,  welche  der 
allgemeinen  Form  f(x)dx  entsprechen,  nnd  in  welchen  der  allgemeine  Differential- 
koeffizient f^x)  durch  besondere  Ausdrücke  ersetzt  ist,  zurückgeführt  werden 
können  auf  Integrationen  anderer,  der  allgemeinen  Form  fix")  dx  entsprechender  Diffe- 
rentialfunktionen. 

Formel  47.    1 -}^r-,— w^ir dx  = r+  ^,   ^,,  .  /— .  dx -\- C 

J  (l  +  «T  2(n~l)(l-|-«T  2(n-l)   J  (l^-a-i)»^!        ^ 

[siehe  Aufgabe  482,  Seite  817,  sowie  die  Formel  121,  Seite  4SS] 

Formel  48.    fx""'^ .  V^a'-rc^  dx  =  — ^-  Ya^  —  a:»  +  — ^^,  .  f—^ da?  +  C 

[siehe  Aufgabe  480,  Seite  816] 

Formel  49.    fx*"-^ .  Ya^^x^,  dx  =  — ^ ^  V^«H^  +  — ^  •  A-^ da;  +  C? 

[siehe  Aufgabe  481,  Seite  316] 

Formel  50.    f—^     L    dx  = ^     yä^lS^ ^-""-ll-.  f...^ZL^dx  +  C 

[siehe  Aufgabe  427,  Seite  813] 

Ya^  +  x^  w  +  1  ^  wi-1    J  Ya^  +  x^        ^ 

[siehe  Aufgabe  488,  Seite  314] 

Formel  52.    f-r^^  -^-  dx  =  -^  ^^  Y^-^^'  +  -**-^  ^  •  /*  f^-       dx+C 


[siehe  Aufgabe  429,  Seite  314] 


t 


' 
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Formel  53      /L"   C*   dx  —   «*  e^ n    lir*^^  g'  dx  [«ieh«  Aufgabe  417,  Seite  805,  »owle  die  Formeln 

*ormei  oö.     #37  .c^.aa?  —  X,.er         **•/*        .c^.aa?  200  und  200»,  Seite 489] 

-^  .  (ia;  = -4 .  / dX'\-G   [8.  Aufgabe  418,  Seite  807] 

Formel  Ö5.    i~^-^^  oder  ja^^t^^dx  =  —  a;'*.«~*+n. /a;*'"'^.«""*«^«  +  C 

[liehe  Aufgabe  419,  Seite  807,  sowie  die  Pormel  202,  Seite  489] 

Formel  66.  f^'.t-'^iz  =  _l.^.e-«+^.y,-'.e-«.da:+ C     ''i":'^';^*'"' 


[siehe  Aufgabe  415,  Seite  802,  so- 
wie die  Formel  206,  Seite  489] 


Aufgabe  416,  Seite  804, 
sowie  die  folg.  Formel  59] 


Formel  67.    /«».«*. da:  ==  ^^^  —  -=-—.  A:"-^a'. da;  +  C 
J  Iga         Iga   J 

Formel  68.    f^^dx  = ^ ,+— ^^-  f—^ydx  +  C    f'' 

J  x**  (n-l).x— ^  ^  n-1    y  ^t-i        ^       «0^ 

Formel  69.    fK-'dx  = f  1^ .  [_!     + -J— .  J^«  + 

1 7^^a  1 lp**""^a"|  l    siehe  Brkl.  815, 

■(^^112)^-13)'  2;"-^  -[-....  (n  — 2)(n— 3)...2  '       a?      J  "*"         (        Seite  804 

(n— lj.(n-2).(n— 3)...2.1  V    x  ^^  "»"  ^ 
Formel  60.  ßg^x,dx  =  x.lg^ x ^n.flg'^'x.dx  +  C  f'*^"*  ^^^^^^1^4^"*"'^ 
Formel  61.    A*" .  Z^»*  x.dx  =  ®*" ,  — .  Z/  a; ^^ .  /'«*'• .  Z/"^  ar.dx  +  C 

y      ^  ,M_(-i  y       m+1  y      ^  ^ 


[siehe  Aufgabe  418,  Seite  800,  sowie  die  Formel  811,  Seite  490] 


Formel  «2.    A^-  dx  = ?—  -; \-  ^i-  •  /*— ^^  <i«  +  C 


[siehe  Aufgabe  414,  Seite  801,  sowie  die  folgende  Formel  68] 


.»»  +  1  •«_l-l  3?*"  +  ^ 


Formel  63.    1 -^^ — dx  ^ 5 — — ^i — _. 

J  l^x  n  —  \     ign-ig.       (n-l)(n-2)     ^^«-2^ 

(m+1)* a?^"  +  ^  _(?*+^)! f^*^"^,!    _    ^    siehe  Brkl.  812, 

(«-l)('»-2)(;r-3)  •  2p«-8^  -  -(n:ri)(,^2y(n~3)(n-4)  '  ^^^-4^"         '        Seite  802 

""       (n-l)(n— 2)...i  ■    igx    "^  (n— l)(n— 2)...l    y  Z^a;        "^ 

Formel  64.  Ix^.COSX.dx  =  x*^.sinx^  n  .  /  x*'~'^,8%nx,dx-{- C  [siehe  Aufgabe  421,  Seite  808] 
Formel  66.  Ix^'Mnx.dx  =  —X*',C08X-{-n,lx**~^,C0SX.dX'\-G  [siehe  Aufgabe  422,  Seite  809] 
Formel  66.     /--„-  dar  = ^^15        ^  /"i**^  da;  +  C   [s.  Aufgabe  428,  Seite  809] 

y  ^*  (n-i)x'^i    w-1  ya?*-!     ^ 

Formel  67.     f-%^dx  = ?i*^  .i- -   l       .  f-^?^^  dx  +  C   [-.  Aufgabe  424,  Seite  809J 
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Formel  68.    / sin^^x.dx==- ■^-8in^*''^x.c08x-\'--^—   •  /«n^**~^a?ia5+C  )ii«he  Brki.»i, 

J                                     ^**                                               In       J  I  Seit« SlOtt.  Auf. 

_                            /      fk»Ju\                                 1                 Q«  f  gäbe  425 ,  Seit« 

Formel  69.    1  sifr^^^x.dx  =  —  ^-—z'Sirr^xcosx-^  ^809,  towie  di« 

^                                                      2  n        /*  I  ^<*'™*^  *^  ■• 

ö T-T  •  /«tn^'*~^  a?.<ia?  +  C  1    225,  Seite  491 

Formel  70.    fcoB^''x.dx  =  ^.cos*"~^a?.«n«+^— .  feo8^''^'^x,dx-\-c\ 

J                                  ^^                                             ^n       J  I  >.  Aufgabe  42«, 
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Formel  71.     / 00^^"^^  x.dx  =  ^^        co«*" ar.«n a?  -f-  >  ai«  ponneiB2S5 

•^                                                                         9  «i           /•  I  u.  236,  Seite  498 

-^^^Jcos^^-^x.dx^Q 


c).  Besondere  Formeln, 

nach  welchen  Differentisdfnnktionen;  welche  der  allgemeinen  Form  f{x)  dx  entsprechen, 
direkt  integriert  werden  können,  wenn  der  allgemeine  Differentialkoeffizient  f^x)  durch 

besondere  Ausdrücke  ersetzt  ist. 

Formel  72.     /(a.xf.dx  =  — r-^.  a?**^^  +  C [«iehe  Aufgabe  208,  Seite  180 

J  n  +  1 

Formel  73.     /(a  +  bxY*dx  =  -^^^^  *\t h  C [«lehe  Aufgabe  204,  Seite  1891 

Formel  78a.  l{a-\-hx)dx  =  -    "t r— "H  ^ f"*«^«  ^'"-  "^'  ^**«  *^^ 
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^^  ^^"^^  )  u.  214,  Seite  19t 

hlx^  [B.  Aufgabe  852,  Seite 
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Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ansfUhrliche  Prospekt  und  das  ausführliche  In- 

haltSTerzeichnis  der  „vollständig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad.  Kleyer"  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 
der  Yerlagshandlung  gratis  und   portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  nnd  gut  brochiert,  nm  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthalt  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsyerzeichnis,  Berichtigungen 
nnd  Erklänmgen  am  Schlösse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  2ÖPfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Beihenfblge  der  Hefte  im  nachstehenden,  korz  angedeuteten  Inhaltsverzeich- 
nis ist,  wie  atifl  dem  Prospekt  ersiohtUch,  ohne  jede  Bedeutung  fflr 
die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  AUes,  was  sich  tlberhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  nnd  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  nngelOster  analoger  Auf- 
gaben nnd  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisohes  Lehrbuch  für  Schüler  aUer  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  nnd  Examinatoren,  das  Yorsfiglichste  Lehrbuch 
sum  Selbststudium,  das  YortrefOichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlnngen  nehmen  Bestellungen  entgegen« 


Das  volltUndige 

Inhaltsverzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 
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Druck  Ton  Oarl  Hammer  in  Stuttgart. 
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631.  Heft. 


i^^r.'I'.iiiinTd^KLi^l 


des  Heftes 

«ft  Pf. 


Integralrechnung;  I, 

1.  TeU. 
Fortsetzung  von  Hef^  630. 
Seite  481—496. 
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Vollsiäiidig  gelöste 

Aufgaben  -  Sammlung 

-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Seibetunterricht  - 

mit 

Angabe  und  EntilcUng  der  benntiten  Sfttie,  Formeln,  Regeln  In  Fragen  ond  intiorten 

erl&uterC  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograpL  Tafeln, 

aus  allen  Zweigen 

der  Beehenkmuity  der  Biederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  a.  ipbftrischen 
Trigonometrie,  synthetiBchen  Geometrie  etc.)  n.  hlHieren  Mathematik  (höhere  Analyais, 
Differential-  u.  Integral-Bechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  n.  des  Baumes  etc.);  — 
auB  allen  Zweigen  der  Physik ,  Mechanik,  Graphestatik,  Chemie.  GeodAsle,  ITantik, 
mathemat.  Geographie,  Asüi^nomlei  des  Maschinen«,  Straften-,  Eflsenbahn-,  Wasser«, 
Brtteken-  u.  Heehban'si  der  Konstruktlonslehren  ah:  dantelL  Geometrie,  Polar-  n. 

Parallel-PerspeetlTe,  SehattenkonstmktloneB  etc.  etc. 

fttr 

SchOler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Milit&rs  etc. 

zum  einzig  rictitigen  und  erfolgreiclien 

Studium,  zur  Forthülfe  bei  Schnlfrbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 
herausgegeben  von 

Dr«  Adolph  KJeyer^ 

MAthenwtlktr,  vereideter  kOnlgl.  prenai.  Peldmeaser,  Tereideter  groiilu  heeeieoher  Oeomeler  L  KlMie 

in  Frankfurt  a.  M. 
anter  Mitwirkung  der  bew&hrtesten  Kräfte. 

Iiiteg^ralreeliniing^  I,  i.  Teii 

Fortsetzung  v.  Heft  630.  —  Seite  481—496. 

Inhalt: 

Formelnverseichnii:   Formeln  anr  Bereohnung  anbestimmter  Integrale.   Beaondere  Formeln,  Fort- 
■etiung.  —  Formeln  zar  Bereohnung  bestimmter  Integrale.  Fundamental formeln. 
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Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfart  a,  M.  1881, 

PROSPEKT. 

Diesei  Werk,  welchem  kein  iknlleheB  lar  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  8-4 
Heften  su  dem  billigen  Preise  Ton  25  ^  pro  Heft  nnd  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten nnd  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik ,  Physik, 
Mechanik,  math.  Geographie ,  Astronomie y  des  Maschinen* ^  Strassen- ^  Elsenbahn-, 
Brücken-  nnd  Hochbanes^  des  konstroktlren  Zeichnens  etc.  etc.  nnd  swar  in  Tollstlndig 
gelMier  Form,  mit  yielen  Figuren,  ErUIrungr^n  nebst  Angabe  und  Entwlekelnng  der 
benntiten  Sitie,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösong 
jedermann  yerst&ndlich  sein  kann,  besw.  wird,  wenn  eine  grOssere  Ansah!  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergftnien  und  alsdann  auch  alle 
TeUe  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbstindigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  Torliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngelSsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  besfiglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
aberlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  ftbr  den  Schulunterricht  benutrt 
werden  können.  —  Die  LSsnngen  hienn  werden  später  in  besonderen  Heften  f&r  die  Hand  dei 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InbaltsTerBeleh- 
nls,  Berichtigangen  und  erlintemde  bUirnngen  über  das  betreifende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  sunAchst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realselralen  I.  nnd  IL  <M.,  gleich' 
berechtigten  höheren  BUrgersehnlen,  Privatschulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Prt- 
gymnasien,  SchnUehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerkschnlen, 
Gewerbescknlen,  Handelsschulen,  techn.  Yorbereitnngssehnlen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  ünirersltftten ,  Land*  und  Forstwissensehaftsschnlen, 
Militlrschnlen,  Yorbereitnngs-Anstalten  aller  Arten  als  s.  B.  für  das  Bl^|llu1g-Frel- 
willige-  nnd  Offlaiers-Examen,  etc. 

Die  Schiller,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  nnd 
naturwissenschaftlichen  F&cher,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelüste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  sum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  de^ 
jenigen  Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  su  lösen  haben,  augleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkelt  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgefahrt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kriftige  Stütie  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  sur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathemattscheo 
Dissiplinen  —  inm  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  e^ 
flbrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  h&aslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  H&nde  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  au  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sfttze  etc.  ansnwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lnat,  Liebe 
und  Yerstftndnis  för  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  MlUttrs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  AnftHschnng  der  erworbenen  und  vielleicht  vergesseneo 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  sugleich  durch  ihre  praktischen  in  aUen  Benfr- 
swelgen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  nnd 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertnngen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet  —  Wünsche,  Fragen  etc,  welche  die  Redaktion  betreifen,  nimmt  der  Yerikner, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Eriedignnf 
thunlichst  beracksichtigt. 

Stattgart  Die  Yerlagslumdliiiig* 
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Formel  218.    f J  dx  =  arc(co8  =  7^^ )  +  ^      ) 

J   xlgxylg'^X'-l  ^  ^^^^  \    Biehe   Aufgabe  314,   Seite  229 

und  =  -(^rc(sin  =  j^)  +  C] 


Formel  219.    jsinxAx  =  — cosx-\-C 

Formel  220.     Isin^x.dx  =  -^  (ar  —  sin  x.co8x)  +  C 


siehe  Erkl.  829,  Seite  319 
2  1  ^°^  Aufgabe  401,  Seite  2S9 

oder  =  -^ j-  «in  2a?  +  0 

2  4''  \  8.  Aufgab«  433, 


Formel  221.    jsin^x.dx  = g-cosa:.(«n2a?  +  2) +  0 

Formel  222.     fsin^x.dx  =  -g-a:  — -^Äina:  coää.  (^«Va:+  ^  )  +  ^ 
Formel  223.     Isin^ x.dx  —  —  --  -  cos x (3«m*  o:  +  4swi a;  +  8)  +  C 


Seite  319 


Formelnyerzeichnis . 
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Ist  n  eine  positive  ganze  gerade  Zahl,  so  ist: 
Formel  224.    Isin^x.dx  =  —  — -.1  8in**~^x+  **""^  g*n*~^x  + 


(n-l)(n-3)     .  ^_5      ,    (n— 1)(»— 3)(n— 5)     .  n-i      > 
(n  — 2)(n — 4)  (n — 2)(n — 4)(n — 6)  ' 


+ 


(w-l)(n-3)(n-5)...5      ^.„.^  .    (n-l)(n-3).. .5.8.1  "l 

(n-2)(n-4)(n-6)...6.4  ■'^"  *"l"'(ir=2)^-::i)...6.4.2  """^J 


+ 


>    (»•j:i.1)J«:^3)^,  . .  5 . 3 .  1_    .       „ 
(n  — 2)(n  — 4)...6.4.2    '  n  "'^ 

Ist  n  eine  posiüre  ganze  angerade  Zahl,  so  ist: 


Formel  225 


(n^l)(n^8)     .  --5^V  (n-l)(n-3)(n-6)       .  n-7^    , 

(n-l)(n-3)..  .^  (n-l)(n-3)...6.4 

-^(n_2)(n-4)...7.5  "**  "^^  (n~2)(n-4)...7.5.3  ****  *^ 

(n  — 2)"(n  — 4):..7.5.3.lJ"^ 


siehe  Srkl.  822, 
Seite  811 


Formel  226.     /  Sinax.dx  = C08ax-\-C [siehe  Aufgabe  28«,  Seite  221] 

Formel  227.     f— dx  =  Jg  Ug^)  +  C? [siehe  Aufgabe  261,  Seite  210] 

Formel  228.      1 8in{a-\'l)x'*).X^'^.dx  = .  cos  (a -)- 6 a:")  +  C    r»l«l»e  Aufgabe  285,  Seite  220] 

/X                                                 X 
2a,8in,y  .  i«  =  —  4a. CO«-^   -f-  C [siehe  Erkl.  855,  Seite  867] 


Formel  229  a 


.  fcosx.dx  = 


sin  X  +  C 


■ß 


Formel  230.     Icos^x.dx  = 


oder  =  - 


2  (a;  +  sinx  cosx)  +  C  \  ^^^^^  jj^j^,  ^^^  g^j^^  gjo  und 

)  Aufgabe  869,  Seite  258,  sowie 

J-  L  +  -^  «m  2  a:)  +  C  \       ^°'ff*^«  ^^'  3°**^  ^90 


Formel  231.  1  cos^ x.dx  =  -   8inx,{cos^x  +  2)  +  C 

Formel  232.  Icos^x.dx  = 

Formel  233.  Icos^x.dx  = 

Formel  234.  Icos^x.dx  = 


3  1 

-«-  X  +  -Q-  sinx  cosx  {2co8^x  +  3)  -[-  C' 


-=  -  sin  X  {Scos^x  +  4  cos^x  ■^S)-\-  C 

15  1 

a;+    g  Äi'n  ar  cos  a?  (8  CO»*  x+ 10  CO«' a;  + 15) -|-(7 


48 


48 


siehe 

Aufgabe  484, 

Seite  820 
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Ist  n  eine  positive  ganze  gerade  Zahl,  so  ist: 
Formel  236.     Icos** x,dx  =  — "-.  1  cos^—^x+  **-^^„-co3**~^a?  + 

j.  ♦*     L  ** — " 

(n-2)(n-4)  "^^       ^-+-....+  („_2)(n-4)...4.2  ^^*^J  + 

i*»r-JJi?J::i?)  •  •  'b^  •  l .  5  -4-  C  \   •«•l^«  Brkl.  323, 

(n  —  2)  (n  —  4) . . .  4.2       n  ~  )       Seite  si2 

Ist  n  eine  positive  ganze  ungerade  Zahl,  so  ist: 

Formel  236.     1  cos^^  x.dx  =  -^^JL ,  1  cos*^-^ x  +  ^^n-  ^os" "^ a:  + 

(n-l)(«-3)         _5  (» _  1)  („  -3)... 6.4.2-1 

■(SZ:2) (n -4)'  *"'*       *"+■••••''■(» _2)1^_4J...5.3.1  J  "^  '' 


[liehe  Aufgabe  279, 
Seite  218] 


Formel  237.     I COSax.dx  =- Sinax-^C [«lehe  Aufgabe  289,  SeUe 

Formel  238.     1  C08{a-\-hx),dx  —  —.8in{a'\-hx)  +  C  .     .     .     .      [«ehe  Aufgabe  288,  Seite 

Formel  239.    lcos{a  +  hx-{-  ca?').(6  +  2cx)  dx  =  sin{a  +  &a?  +  cx^)  +  C 
Formel  240.  f-^dx  =  -?^[e,(j-  f)]  +  C 

oder  =  Z(7[cf(7(^- J)]  +  C 
oder  =  Z^[*(7  (4+1)]  +  ^ 

Formel  241.     /V     da;  =  *ö  -^  +  C? [««ehe  Aufgabe  343,  Seite  244] 

J    l-\-  C08X  ^    2 

/l  1 

co«2(a-}-oa:)  h  ^        '    ' 


eiche  Aufgabe  202,  Seite  211  u.  Brkl.  234, 
Seite  211 


[liehe  Aufgabe  294,  Seite  222  u.  Aufgabe  281, 
Seite  218] 


Formel  243.     / — r-r ,— dar  =  — ^ .-  ■  arci  tg=  tax  V  — 7^-)  +  ^ 


[liehe  Aufgabe  845,  Seite  24Ö] 


Formel  244.     / r-j^ dx  =  — . •  arcl  ig  =  ig  -^-  v   -^^— .-  )  +  C 

y    a  +  6.cosa?  y^a'  —  ft?  \^        ^2    V     a  +  6/    ' 


[liebe  Aufgabe  346,  Seite  246] 


Formel  245.    /a^l  —  cos y)' . d y  =  a»  (|  y  —  2 «in y  +  ^ «in 2 y,)  +  C      ^"**^* 


Aufgabe  370, 
Seite  258] 


246.  I  igx.dx  z=z  ^Ig{c08x)  +  C [siehe  Aufgabe  257, 

247.  jctgx,dx  =  lg{8inx)-\-  C [liehe  Aufgabe  256, 


Formel  248.     /  8inx.C0SX.dx  =  -^  8in^  X  -^  C     [siehe  Aufgabe 202,  Seite  186  u.  Aufgabe 400,  Seite 2S8] 

/•                                                              1                                                    1 
co82mw.co82nw.dw  ==    ^-     . —  «in  (2  m  +  n)  <»  +  s «in(2m — n)a  +  C 
^             -ff          2?w-|-n                i/^ri  2m — n  '^ 


[siehe  Aufgabe  872,  Seite  259] 
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Formel  250.     i  sin'^x.cosae.dx  =  ^  sin^x -\- C [siehe  Aufgabe  201,  Seite  I86I 

Formel  251.     JCOS^X  .  sinx  .  da?  =  — C [siehe  Aufgabe  226,  Seite  199] 

Formel  252.      /      -r- dx  =  lg  (tax)  -J-  C  [siehe  Aufgabe  260,  Seite  210  und  Aufgabe  371, 

J      8inx,C0eX  Seite  259] 


Formel  253.     / -^-'-^z^^^   =   *9^  —  <^^9^  +  (^ [siebe  Aufgabe  354,  Seite  2491 

/siti  X  1 

^  T~r-;;Z^  da?  =   —  —  .  7^  (a  +  &  .  C05«)  4-  C     .     [siehe  Aufgabe  255,  Seite  209} 

r»  1    oee         /'«m  (aO? -|- M     ,1  1 

JJOrmel  255.      /— -07- — ,  - '-  da?  = — --  +  C    .      .      .     [siehe  Aufgabe  297,  Seite  2231 


Formel  256.      1 X  ,8inx  ,dx  =  sinx  —  X.COSX-j- C [siehe  Aufgabe  387,  Seite  283} 

Formel  257.    jx.sinax.dx  =  -  ^  .  {sin ax  —  ax,C08ax)-\'  C  .   [siehe  Aufgabe  89i,  Seitft  285] 

Formel  258.      /  X-  .  sinx  ,dx  =   (1  —  x"^)  .  COSX  +  X8inx  -\-  C     .      .     [siehe  Aufgabe  409,  Seite  297] 


Formel  259 


.  j  X  ,C08X  .dx  =  X.8inx-\-C08X-\- G       .....  [siehe  Aufgabe  386,  Seite  232] 

Formel  260.  jx.COSax.dx  =   -  .^-{ax  »8inaX'\-C08ax) -{-  G  .  [siehe  Aufgabe  890,  Seite  2841 

Formel  261.  j  X^- .  cos  X,dx  =   (a;2  —  2)  sin  a?  +  2a? .  COSX  +  C  .      .  [siehe  Aufgabe  408,  Seite  296} 

Formel  262.  Ix .  cos  {ax'^  +  6) .  da?  =    -^ .  sin  (ax^  +  &)  +  C  .     .  [siehe  Aufgabe  291,  Seite  221]. 

Formel  263.      /«^  .  ctgx^  .  dx   =   y  •  ?^  {sinx'^)  +  C [siehe  Aufgabe  258,  Seite  209] 

Formel  264.  /— ^^  (x^~+'\)   ^^  =    3  *  ^^  (*'  +  1)  +  ^     •     •      •      •  triebe  Aufgabe  293,  Seite  222] 

Formel  265.  j ~—-      -—      d«  =   —     -  ctg  (a?*—  1)  +  0     .      .     .  [siehe  Aufgabe  295,  Seite  222] 

Fni^i^l   oaa  Cx  .COSiax'^  +  h)                   1                   1 

Formel  266.  y  -^^,^^^^  h)       =   ^  2i'  ^iü^^x^J,  5)  +  ^  '      '  ^.iehe  Aufgabe  299,  Seite  224]« 

Formel  267.  je^  ,sinx,dx  =    —    {sinx  —  COSx)  4-  C       ....  [siehe  Aufgabe  410,^SeIte  297} 

Formel  268.  je'  .C08X.dx  =      -  («iwa?  +  COSO:)  +  C        ....  [siehe  Aufgabe  411,  Seite  298} 

Formel  269.     A*''^'.cosa:.  da;  =  e*'"'  +  C '.  .    [siehe  Erki.  359,  Seite  374} 
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Formel  270.     / ^-^äx  =  ige'  +  C [rieha  Aufgabe  282,  Seite  219; 

Formel  271.     /       -  — ,-, dz  =  —  Ctg(Jgx)+  C [alehe  Aufgabe  280,  Seite  218] 

J  X .  sinnig X  o  \ir    f   \ 

n         t  ARiA      r {\ -\-lg x) .  cos ixlg X  +  \)    ,  /   ,       .  ,n  \ 

Formel  272.    / -    ^  ^    '     ,    '^  .   ,,  dx  =  —  cosec (xlgx  +  l)  k 

J  9%n^{xlgX'\-\)  ^    ^      ^     '  f    ei 

sin  {x  Igx  -|-  1)    "^       ) 


eiehe  Aufgab«  2d4, 
,  1  .     ^  l  Seite  219 

oder  =  — 


Formel  273.  /  arc  {sin  =  x),dx  =  x^arc  (sin  =  a?)  +  yi—a:'  _(_  C  [••  Aufgabe  S92,  Seite  285] 

Formel  274.  j  arc  {cos  =:  X).dx  =  X.arC  {cos  =  «•)  —  Yl^x"^ -\-  C  f«.  Aufgabe  893,  Seite  235] 

Formel  276.  /arc  \tg  =  x),dx  =  x.  arc  (ig  =  a?)  —  Z^r  V^l  +^^  -|-  C  [e.  Aufgabe  394,  Seite  2»] 

Formel  276.  j  arc  {ctg  =  x).  dx  =  x.  arc  {ctg  =  a?)  +  IgYl-fx^^  C  [■.  Aufgabe  895,  Seite  285] 

Formel  277.  /V . arc {tg  =  eT) .dx  =  e" . arc {tg  =  O  —  lg Vl^'^  +  C    ^"*^8.ti^2W*  ^ 


^2"T"   «. 


/i  4-  a:'       X 
arc  {tg'^W^lg^  ^'  ^  '^  ^^^^  ^*^  =  ^)  +  ^9^]  +  C    [e.  Aufgabe  238,  Seit«  2W] 


2).  Formeln  zur  Berecliniing  bestimmter  Integrale. 

a).  Fundamental-Formeln. 


Ist: 


jf{x)dx  =  F(x)  +  C 


so  hat  man  ganz  allgemein: 


Formel  279*).    If(x)dx  =  F(x^j;)  —  F(x^^)  oder  =  F{b)-'F{a) 

«  r         1* 

oder  =  I -2^(^)1    in  abgekOrzter  Schreibweise 


> 


siehe  die  Ant- 
worten auf  die 
Fragen  19  und 
20,  Seite  S9  u. 
46,  sowie  die 
Erkl.  82,  Seite 
79  nnd  die  An- 
merkung 89, 
Seite  847 


"*)  Bei  Anwendung  dieser  Formel  279  wird  ganz  allgemein 
vorausgesetzt,  dass  die  Integrationsvariable  in  dem  durch  ff{x)  dx 
angedeuteten  Vorgang,  in  welchem  das  unbestimmte  Integral  F{x)  -{-  C 
entsteht,  einen  bestimmten,  durch  a  bezw.  y*  markierten  Wert  bat, 

a 

dass  sie  von  diesem  Wert  a  stetig  wächst,  bis  sie  den  durch  b  bezw. 

b 

durch y  markierten  Wert  erreicht  hat,  dass  sie  in  dieser  Yorgangs- 

fortsetzung  ihre  Bedeutung  nicht  ändert,  also  eindeutig  ist,  dass 
somit  auch  in  jener  Vorgangsfortsetzung  die  Differentialfunktion  oder 
das  Differential  f{x)dx  seine  Bedeutung  nicht  ändert,  also  ein- 
deutig ist,  dass  ferner  die  Grösse  C  an  dieser  Vorgangsfortsetzung 
keinen  Anteil  nimmt,  also  unverändert  oder  konstant  bleibt  (oder 
als  konstant  bleibend  angenommen  werden  kann). 

Je  nachdem  die  Integrations variable  in  Formel  279  positiv  oder  negativ  ist; 
je  nachdem  ferner  die  Differentialfanktion  oder  das  Differential  f(x)dx  positiv  oder 
negativ  ist,  ergeben  sich  aas  der  allgemeinen  Formel  279  besondere  Formeln  und  zwar: 


a).  fClr  eine  positive  Integrations  variable  und  eine  positive  Diffe- 
rentialfunktion f{x)dx: 


-\-f('\-x).-{-dx  oder   l  +  f(x)dx  oder 


a 
*b 


-H« 


f[x)dx  =  F(+6)  — F(+a)  oder  =  [jP(a;)]'^* 


oder  =  [-F(a:)] 


siehe  die  For- 
meln A).  nnd 
G).  in  der  An- 
merkung 81, 
Seite  332. 


ß),  fQr  eine  positive  Integrations  variable  und  eine  negative  Diffe- 
rentialfunktion f(x)dx: 

/b  /wf  j 

-  /•(+  flc) .  +  dx  oder   /  —  f(a)  dx  oder 


r 


-fhx)dx  =  ^[F(+h)-F(+a)] 


+  ft 


oder  =  —[f  (x)J       oder  =  [F(ar)] 


12» 


siehe  die  For- 
meln B).    und 
B).  in  der  An- 
merkung 31, 
Seite  832. 


Bei  den  Formeln 
280  bis  283  ist 
wohl  BU  brach- 
ten, dass  sich 
die  den  einzel- 
nen  Differentia- 
len f{x)  dx  vor- 
gesetzten Zei- 
chen -f-  und  — 
nicht  auf  den 
DifTerentialkoef- 
fisient /'(x),  son- 
dern auf  die 
ganze  Differen- 

tialfunktinn 
f{x)  dx  beziehen, 
dass  diese  Vor- 
zeichen be- 
stimmt wer- 
den durch  die 
Prodnktenbil- 
dang  des  Diffe- 
rential koeffi- 
zienten  f{x)  nnd 
des  Differentials 
dx 
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y),  für  eine  negative  Integrationsvariable  und  eine  positive  Diffe- 
rentialfunktion f{x)  dx: 

+  /■(-  a?) .  —  rfa?  oder  l+fix)  dx  oder 


a 


f{x)dx  =  F(-&)-F(-a)  oder  =  [F(— a)] 

—  b 

oder  =  [jP'Ca;)]"" 


siehe  die  Fur- 
meln  £).  n.  6). 
in  der  Anmer- 
kung 31,  Saite 
332,  sowie  die 
£rkl.  69,  Seite 
49,  und  deren 
Berichtigung. 


(f).  fQr  eine  negative  Integration» variable  und  eine  negative  Diffe- 
rentialfunktion f{x)dx: 

Formel  283.    I  —  f{—x).  —  dx  oder  l  —  f(x)dx  oder 


ß 


^  lf{x)dx  =  ^[F{^h)^F{^a)\ 
^-b 


oder  =  —  [-F(— a;)]       oder  =  —  [-F(a?)] 
oder  =  [F(a;)]"" 


I — « 

b 


siehe  die  For- 
meln F).  u.  H). 
in  der  Anmer-  . 
kung  31,  Seite 
8S2,  sowie  die 
Erkl.  69,  Seite 
49,  und  deren 
Berichtigung. 


Bei  den  Formeln 
280  bis  283  ist 
wohl  XU  beach- 
ten, dass  sich 
die  den  einzel- 
nen Differentia- 
len f{x)dx  TOt- 
gesetsten  Zei- 
chen -f-  und  — 
nicht  auf  den 
Di£Ferentiftlkoef- 
fizlenten  f{x), 
«     sondern  auf 
^die  ganxe  Diffe- 
rentialfunktion 

dass  diese  Tor- 
seichen be- 
Btimmt  wer- 
den durch  die 
Produkten  bil- 
dung  des  Diffe- 

rentialkoefü- 
zienten  f[x)  und 
des  Differen- 
tials dx 


Formel  284 


r.b 

•    lfix)dx  = 


yf(x)dx     ^^^®^®  ^'^^^  ^  ^°  Antw.  auf  Frage  21,  Seite  43,  und  die  Erkl.  6S, 
'  ^   '  Seite  48J 

b 


Formel  285.    fm.fia)dx  =  m.  ff(x)dx    ^""'^^  ^**»  ^  '"^  ^"'^-  *"^  ^"«^  ^i,  Seite  48,  und  die 

J         '  ^   '  J  Erkl.  73,  Seite  53J 


a 


a 


f(x)dx  =  lf(x)dx+     f{x)dx  C" 


a 


u 


m 


Formel  286  a 


•  I  f{^)äoa 


ff{x)dx+  ff(x)dx 


a 


u 


y^b  nC  p/il  n,b 

f{x)dx  =   lf{x)dx+  lf(x)dX'{-  /f(x)dx 


[siehe  Satz  2  in  Antw.  auf  Frage  21,  i    In  den  Formeln 
Seite  48,  und  die  Erkl.  71,  Seite  51]    \  296  bis  2ä6b  be- 
deuten m,  bezw. 
c,  bezw.  c  u,  '/ 
solche  Werte 
der  lutegra- 
tionsvariablen, 
mein  A^).  u.  A.).   I    welche  dieselbe 
in  der  Anmerkung   1   in  den  Integra- 
35,  Seite  343.       /  tionsinterTallen 
'    a  bis  b  annimmt 


siehe  die  For- 


u 


u 


d 


f{x)dx  =     if{x)dx-\-  I  f(x)dx     [8.  die  Formel  AJ.  in  der  Anmerkung  37,  Seite  345J 


<i 


—  a 


+  <-• 


'^)  Bei  Anwendung  dieser  Formel  287  wird  ganz  allgemein  vorausgesetzt, 
dass  die  Integrationsvariable  in  dem  durch    1  f(x)dx  augedeuteten  Vorgang   einmal 


—  a 


negativ,  ein  andermal  positiv  ist,  dass  sie  für  den  durch  c  markierten  Wert 
sowohl  positiv  als  auch  negativ  sein  kann.  Dies  letztere  ündet  stets  statt, 
wenn  dieser  Wert  c  =  0  ist;  für  diesen  Fall  hat  man  die  Formel: 

f{x)dx  =    /  f(x)dx-\-  lf{x)dx     t"ehe  die  Formel  A).  in  der  Anmerk.  42,  Seile  393, 
J  J  auch  Erkl.  76,  Seite  55] 


—  H 


—  rt 


Preisgekrönt  in  Frankfart  a.  M.  1881. 

Der  ausfillirllche  Prospekt  und  das  ansffibrUche  Inhalts- 
Terzeichnls  der  „yoUständig  gelösten  Anfgabensaimnliiiig  von 
Dr.  Ad.  Kleyer"  kann  Ton  jeder  Bnchliandlnng,  sowie  Ton  der 
Verlagshandlnng  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  and  gut  brochiert  am  den  lofortigen  and  dauern- 
den Oebraach  za  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigangen 
und  Erkl&rongen  am  Schiasse  desselben. 

8).  Auf  jedes  einzehie  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  8 — 4  Hefte  za  dem  Abonnementepreiae  von  25  Pfg.  pro  Heft 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  karz  angedeateten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  ans  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung 
für  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enth&lt  Alles,  was  sich  flberhaapt  aaf  mathematische  ^ssenschaften 
bezieht,  aUe  Lehrsätze,  Formehi  and  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  angelöster  analoger  Auf- 
gaben and  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  yorsüglichste  Lehrbiich 
Bum  Selbststudium,  das  yortrefflichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art 

8).  Alle  Bachhandlangen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsyerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Dniok  TOB  0«rl  H»mm«r  in  Stattgart. 
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641.  Heft. 


Integralrechnung  I, 


des  H€ffteg ,   ■  ^'  '^®^^- 

9  Fortsetzung  von  Heft  631. 


«ft:Pr. 


J 


Seite  497—512.  *^ 


yoUstäiidig  gelöste 


Aufgaben  -  Sammlung 

-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  fQr  den  Schuk  &  Selbstunterricht  - 

mh 

Ai^bo  und  EDtiicUang  der  benititen  Situ,  Formeln,  RejfllB  In  Fragen  und  intiortea 

erUatwt  durch 

viele  Holzschnitte  &  UthograpL  Tafeln, 

aas  allen  Zweigen 

3  der  Beehenkansty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  a.  ipiiiiischen 
^  Trigonometrie,  synthetiBchen  Geometrie  etc.)  n,  Mheren  Mathematik  (höhere  AnalyBia, 
DifferentiaJ-  n.  Integral-Bechnnng,  analytische  Geometrie  der  Ebene  n.  des  Baomes  etc.);  ~ 
ans  allen  Zweigren  der  Phjsik,  Meebanik,  Graphestatik,  Chemie,  GeodSsie,  Ifantik, 
matbemati  Geographie,  Astronomie;  des  Masehmen-,  Straben-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
Brieken*  n.  Hochban's;  der  Konstmktionslebren  als:  darstell.  Geometrie,  Polar-  n. 

Parallel-PerspeetiTe,  Sehattenkonstmktionen  etc.  etc. 

für 

Schfller,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  riclitigen  und  erfolgreiclien 

Studium,  znr  ForthfilDo  bei  Schnlarbeiten  nnd  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 
heransgegeben  von 

Or«  Adolph  Ueyer^ 

Matti«m»tlk«r,  Tereidetar  kOnigl.  preoM.  FeldmetMr,  Ter^ldeter  groiah«  hMtliohw  G^onuUr  I.  KImm 

in  Frankfurt  a.  H. 
unter  Mitwirkung  der  bew&hrtesten  Er&fte. 
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Transformationsformeln. 
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Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


PreisgekifSnt  in  Frankfart  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Diewi  Werk,  welchem  kein  Sknllehes  mr  Seite  steht,  encheint  moiuttHoh  in  S— 4 
Heften  m  dem  billigr^n  Preise  Ton  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Anfigaben  ans  dem  Qesamtgeblete  der  Mathematik  9  Physik, 
Meehanik,  math.  Geographie  9  Astronomie  9  des  Maschinen- ,  Strassen- 9  Elsenbahn-, 
Brücken-  nnd  Hoehbanes,  des  konstraktlTcn  Zeichnens  etc.  etc.  und  swar  in  Tollstlndig 
gelöster  Form,  mit  rlelen  Figuren,  Erkllrnngen  nebst  Angabe  and  Entwlekelnng  der 
benntiten  Sfttie,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  LOsong 
jedermann  Terstftndlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grossere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  In  Ihrer  Gesamtheit  ergftnsen  und  alsdann  auch  aUe 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  Torliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngelSsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezflglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
fiberlassen  bleiben,  und  zugleich  Ton  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Usnngen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  fdr  die  Hand  dei 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTeneleh- 
nls,  Berlehtlgnngen  und  erlintemde  ErklSmngen  über  das  betreffende  Kapitol  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealsehnlen  I.  nnd  IL  Ord.,  gleich- 
berechtigten  h5heren  Bllrgerschnlen,  PrlTatsebnlen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien, Schnllehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerkschnlen, 
Gewerbeschnlen,  Handelsschulen,  techn.  Yorbereltnngsschnlen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortblldnngsachulen,  Akademien,  Unlfersitftten,  Luid-  und  Forstwlssensdiaftssehnlen, 
MllltXrschnlen,  Torbereltnngs-Anstalten  aller  Arten  als  s.  B.  für  das  Eli^ihrlg-Frel- 
wlUlge-  nnd  Ofllilers-Examen,  etc. 

Die  Sehfller,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Sehritt  für  Schritt  gelSste,  Aufgaben- 
sammlung Immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  nnfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prllftingen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  yorgefflhrt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stlltie  fflr  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  inm  Auflösen  TOn  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
fibrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schiller  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  toII- 
ständige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  rerwerten.  Lnzt,  Liebe 
und  Yerständnls  för  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenlonren,  Arehltekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  MlUtärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Anffrischnng  der  erworbenen  und  rielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  aUen  Bemft- 
iwelgen  Torkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  yerleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  Ton  der  Redaktion  entgegengenommen  nnd  mit  Angabe  der  Namen 
Torbreitet  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreflfen,  nimmt  der  VerilMser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  nnd  wird  deren  Eriedigung 
thunlichst  berficksichtigt 

stattgwt  Dto  Yerlagshandlmig. 
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und  wenn  a  =  oo  und  &  =  oo  ist,  die  Formel: 


fix)  dx  =    /fix)  dx  4-  Ifix)  dx      f"*«**«  **•  Formel  B).  in  dar  Anmerkung  42,  Seite  398 
J  J  898,  auch  die  Erkl.  76,  Seile  />5] 


—  00 


—  00 


+0 


Aas  der  allgemeinen  Formel  287  a.: 


f(x)dx  =  lf{x)dx'\-jf^x)dx 


—  a 


—  a 


+0 


ergeben  sich  in  RQcksicht  auf  die  Yorstehenden  Formeln  280  bis  283  die  besonderen  For- 
meln und  zwar: 

a).  wenn  das  Differential  f(x)dx  für  eine  negative  Integrations- 
variable  negativ  und  für  eine  positive  In tegrations variable 
positiv  ist: 

Formel  288.    //(x)  da?  =  —  [F{—a)  —  Fi- 0)]  +  [F{+b)  —  F(+0)] 


—  a 


oder,  wenn  F(-^O)  =  F(+0)  ist: 

=  F(+6)  — J^'C—a)  d.  i.  =  [F(x)] 


+6 


—  a 


ß).  wenn  das  Differential  f{x)dx  fQr  eine  negative  Integrations- 
variable negativ  und  für  eine  positive  Integrations variable 
auch  negativ  ist: 

Formel  289.    If{x)dx  =  -  [F(— a)  —  F{-  0)]  +  -  [F{+h)  -  F{+0)] 

~^  V  D).  in 

y).   wenn  das  Differential  f{x)dx  für  eine  negative  Integrations-  |    ^^^^^ 
variable  positiv  und  für  eine  positive  Integrationsvariable  auch 
positiv  ist: 

Formel  290.      f{x)dx  =  [jp'(-(,)-F(-0)]  +  [JP(+6)  — F(-hO)] 


—  a 


(f).  wenn  das  Differential  f(x)dx  für  eine  negative  Integrations- 
variable positiv  und  für  eine  positive  Integrationsvariable 
negativ  ist: 

Formel  291.     /  f{x) dx  =  [F(-  a)  —  F(—  0)]  +  —  [F(-\-h)  —  F(+  0)] 


—  a 


oder,  wenn  F(— 0)  =  J'(+0)  ist: 

=  2,-(_a)_F(+6)  d.  i.  =  [F{x)] 


—  a 


siehe  die  For- 
meln A).  bis 

der  An- 
merkxusg  48 
Seite  884 


Formel  292.    /[±  <y) (x)  ±  «/'(a:)  ±  ^{x)\  dx  oder 

a 

l[^(p{x)dx-±_\lf(x)dx±_Q{x)dsD\  = 

a 

(f{x)dx±.  j\p(x)dx±,  fp{x)dx 


siehe  SatjE  4  in  Antw.   auf  Frage  21,   Seite 
48,  und  die  Erkl.  74,  Seite  58,  nnd  die  An- 
merkung 44,  Seite  405 


a  a 

Kleyer,  Integralrechnung  I,  I.Teil. 


a 


32 
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« 

M  . dt?  =  Ft* .  t? I         —  jv  .du 


*=a  *=a 


=  a 

[siehe  Anmerkung  45,  Seit«  406] 


in  dieser  Formel  ist: 

u  =  0{x)\    du  =  g[x)dx 
V  =  H(x);    dr  =  'h{x)dx 


r^  1 

Formel  294.    /  /"(a?)  da:  =  (6  —  a) .  /"(a  +  8  ^6  —  a))  l [»ieiie  Erki.  99,  Seite  86] 

a  (d.  i.  der  erste  Mittelwertsats)  * 


Formel  294a.  //■(a;)da;  =  x,f\S{x)\ 


0 

[liehe  ErkL  100,  Seite  87] 


/'(x)da!  =  h.fin-^-  S.h) 


0 


b).  Besondere  Formeln, 

mittels  welchen  allgemein  durch  1  f(z)dx  angedeutete  Integrationen  direkt  ausgeführt 

werden  können,  wenn  der  allgemeine  Differentialkoeffizient  f(x)  durch  besondere  Aus- 
drücke ersetzt  ist. 


Bei  den  Formeln  295  bis  392  wird  Tor ausgesetzt,  dass  die  zu  integrierende ,  all- 
gemein durch  f{x)dx  bezeichnete  Differentialfunktion  für  eine  positive  Integrationsvariable 
in  dem  betreffenden  Integrationsintervall  eindeutig  und  positiv  ist. 

Formel  295.     /  (a  +  hx)dx  =   1  "or  (*  +  ^^)'  1     d.  i.  a  +  -ö-     .     .    [ilohe  Aufgabe  448,  Seite  848] 


Formel  296.     /     —---dx  =   \lg{a-\-x)\     d.  i.  =  lg2      .      .      .     .    [siehe  Aufgabe  45S,  Seite  354] 


0       + 


Formel  297.   J-~-~  -dx  =   [/^'(a  +  a;)]    d.  i.   =  lg -^- —       .     .    [siehe  Aufgabe  454,  Seite  855] 


0 


Formel  298.       —^—dx  =  \lgYa^  +  x^]''  d.  i.  =  ^lg2  oder  =  lgy2   C»i«he Aufgabe 455, 

J  a^-i-  X^  L  ^  »^  »        Jq  2    ^  -^  ^  Seite  855] 

0 

Formel  299.     A"    ^-    ,dx  =  f^^-Z^  *~"Td.  i.   =   -L./^  ('?7_«)(^»+«).  [-.  Aufgabe  457, 

J  x^  ^  a^  L2a       x-\-aj^^  2a     ^  {m-\-a)(n  —  a)       Seit«  856, 


FormelDTerzeichnis. 


Formel  300.    /   »  ■     2^^  =  \      »arc  \tg  =  —)  1   d.  i   = 
Formel  801.  /jr^^^  =  [^"«^^  0^  =  v)]   ^'  '   = 


1 


arc 


0 
00 


Formel  302.  /^^-Jp^  <*«  =  [|  •  «'•''  O«'  =  t)],  "*•  '•  = 


n 

Ja 


n 
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\  ^  a'  -{-  in«     / 

[siehe  Aufgabe  511,  Seite  380] 
[siehe  Aufgabe  512,  Seite  881] 


-     [siehe  Aufgabe  513,  Seite  381] 


Fonnel  303. 


-—_ — ^^dx  =  \arc(tg  =  a+hx)]   d.i.= 


,     .     .     .     [siehe  Brkl.  897,  Seite  426] 

I 

arc(tg=a-{-hm)—arc(tg=a+bn) 

[siehe  Aufgabe  510,  Seite  379] 


Formel  305.  y  -^--^^-^ da.  =  '(2;^2)(2n^4)...6.4.2   '  "2-       t'^**^^  ^"'»^'^  ^^' 


Seite  392] 


Nach  der  Rekursionsformel: 


Formel  306.     1  a^       ,  Vi  —  ä*  .  da?  =   — ^  •  /  —l^--  —  -^  dx     .    [siehe  Aufgabe  548,  Seite  407] 

J  n+1   y  y^i^^i 


erhält  man: 


Formel  307.     1  YX  —  X^  .dx  =   -  -        [s.  Aufgabe  549  und  die  Brkl.  378,  Seite  408] 


Formel  308 


Formel  309 


.     I  xY\  —  x'^,dx  =   -ö- [siehe 

0 

.     /a;' V^l  —  ay'.dx  ==-—.  —  -    .     .     . 


Aufgabe  550,  Seite  409] 


[siehe  Aufgabe  551,  Seite  409] 


Formel  310.      I X^Yl  —  x'^.dx  =  -o— c-        .     .     .     [siehe  Aufgabe  552,  Seite  410] 

0 

Formel  311.    1  x^Yl  —  o^ ,dx  =  - — n—r-  ^     [■*•*»«  Aufgabe  553, 

•/  0^.42 


Die  Integra- 
tionsformeln  307 
bis  312  ergeben 
y  sich  durch  Au' 
wenduug  der 
Rekursions- 
formel 306 


Formel  312 


Seite  410] 


Seite  410] 


Formel  313 


f\yr^ r    ^  1-2.4 

.     /  ar*  V  1  —  «   •  »^  =  b~  ^n     •     •     •     [•*•**•  Aufgabe  554, 

0 

.  ßfdTir^^ .  dx  =  [-*-  Va» -""o:»  +  -'^^  «rc  {sin  =  -j)]"  d.  i.  =  -^?L 


Formel  314.   —jY^^^  —  x^-dx  =  aft.^ 


[siehe  Aufgabe  527,  Seite  388] 
.     [siehe  Erkl.  399,  Seite  428] 
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0 


Formel  315.     /     .     ^  da?  =  f—  2  V^l  —  xf  d.  i.  =  +  2     .     .     [siehe  Aufgabe  448,  Saite  853] 


Formel  316.     /     ,       ^  -dx  =  \  arc  (sin  =  — )  1    d.  i.   =  ^       [Biehe  Aufgabe  518,  Seite  334J 

Formel  317.  J  ^  ^      ^  äx  =  [arc  (sin  =  ^)  1   d.  i.  =  arc  (sin  =  -^)  -  «»"^  (»*»  =  -) 

^  [siehe  Aufgabe  517,  Seite  383] 

Formel  318.    / d ac  =  1  i-  •  arc  (am  =  a  +  6a?)  1    d.  i.  =  / 

rormei  öio.    y    ^__^^^  L^  X  (  siehe  Aufgabe  520, 

»•     '  ^  r  Seite  884 

-^  [arc  {sin  =  a  +  &*»)  —  «»'<?  («»  =  a  +  bnjj  ] 

Formel  319.  /^^~r '^  =  [^^^  +  ^'^'^^'^'lo  ^^  ^^  =  ^^ ^^  +  ^^      ''^"etrC '''' 

Formel  320.     /  ^         — ^^  =   T^^^  (<^Ö«  = -^^-^)1    *•  ^'  =  y   [•.  Aufgabe  säe,  Seite 385] 

Formel  321.  f  \,^dx  =  [2  .  arc{tg  =  VH:^)]'°d.  i.  =  ^  ^'^^'sette'S' '''' 

/«     aj'                     r       X     / a*         /  a;  \1**  ,   .  «' » 

-— ,^=-daj  =  I 2"*^^^^  a;»  +  -2-a»-c  (^sw  =  — jj    d.  i.  =  — ^- 

^  [siehe  Aufgabe  530,  Seite  339] 

Formel  323.      f ^ da!  =^  3  Vh^^  —  3  Yä^^l     [«»«he  Brkl.  892,  Seite  424,  und  die  For- 

y     3 mel  414,  Seite  510] 

o  Y{x — my 

r   a?***       ^  3.5.7... (2n—l)     n 

Formel  324.  J-==rdx  =  -X4:6:.72tr—  Y 

0     '  V,    rieh.  Aufgabe  582  und  Kikl.  866,  SaitoSSO 

r^x^''+^    ,  2.4. 6. ..2n 

Formel  325.  J y^^ ^^  =  3.5.7...(2n+l) 

^  dx  =   [arc  {sin  =  a:)l     d.  i.   =  ^       ...     [»iehe  Brkl.  377,  Seite  4a8] 


Formel  327.    /    .    ""     ^   dx  =  [- Vl-«'I  d.  i.  =  +  1 

J   Vi  — aj»  *■  ■'ö 


[siehe  Aufgabe  449,  Seite  353,  nnd 
Brkl.  879,  Seite  409] 


Formel  328.  f--^=^^^dx  =  f--^- Vl~aj» +  y  arc(ain=  a;)  j   d.  i.  =  ^ 

^  [siehe  Aufgabe  531,  Seite  390] 

Formel  329.    f-^^^L^  dx  =  -^ [«i«»»«  a»'««'^«  ^^  s«**«  ^öi] 

•/   Vi— a;»  3-1 
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Fanktion  von  u  nach  Gleichung  a).  in  dem  Integrationsintervall  von  a 
bis  h  erreicht;  wenn  femer  der  Variablen  x  bezw.  derem  Differential  dx 
in  den  Intervallen  von  a  bis  c,  von  c  his  d,  von  d  bis  b  verschiedene 
Bedeutungen  zukommen,  welche  bezw.  durch  die  Gleichungen: 

X  =  0i(u);  dx  =  %i{u)du 

X  =  &2{^)j  dx  =  %2('^)  du  J>    symbolisch  dargestellt  seien. 

X  =  ®s(w);  d«  =  Ö3(w)du 
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•leite  Xtkl.  890, 
Seite  420 


b).  Besondere  Transformationsformeln. 

Nach  den  Formeln  411  bis  422  können  solche,  allgemein  durch  ff{x)dx  angedeutete 


a 


Integrationen,  in  welchen  o;  eine  Funktion  von  einer  andern  Variablen  u  ist,  so  transformiert 
werden,  damit  diese  Variable  u  die  Integrationsvariable  wird,  wenn  der  allgemein  durch  f{x) 
dargestellte  Differentialkoeffizient  durch  einen  besonderen  Ausdruck  ersetzt  ist.  Die  nach- 
stehenden besonderen  Formeln  ergeben  sich  durch  Anwendung  der  allgemeinen  Formeln 
405  bis  408. 

In  den  Formeln  411  bis  418  ist  x  eine  eindeutige  Funktion  von  u. 
In  den  Formeln  419  bis  422  ist  x  eine  mehrdeutige  Funktion  von  u. 

a  «a  V^ 

Formel  411.    / — nr^-dx  =  — .-  —  •  /^r--] — rduoä.  =  -- ^.  /;;— , — =  du 


also  hiemach 


:    M  =    1/  —  X  ist. 
"     a  , 


8.  Aufgabe  560» 
Seite  426 
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» r  ^  r      \         aJ 

y"a2— aj'.dic  =  a^.  Icos^u. du  oder  =  a^.jcos^u.du 

tn  u^  arc  (»in=.  — j       \  %.  Aufgabe  562, 

^  i        Seite  429 

wenn:    x  =  a,s%nu 
also  hiemach:    u  =  arc  («in  =  -  -)  ist. 

Formel  413.    /     .  —dx,  =   / sin'^u.du  oder  =    i 8iW*u,du 

JVl  —  x^  J  J 


y\  —  x'^J  J  \  sielxe  Aufgabe  557,  Seite  i22 

wenn:    x  =  «int« 
also  hiemach:    «  =  arc  («in  =  x)  ist 

Formel  414.    /  g da;  =   j  uT'Z du  oder  =    1  u"^ 

a    Yix my  ^a  a—m  \  siehe  Aafiffabe  558,  Seite  424 

wenn:    a;  =  w  +  m 
also  hiernach:    t*  =  a;  —  m  ist. 


n 

a 


^^zzr_:^da:  =    /     ,  dti  oder  =    /—z==^du 


a 
n 


[oder  auch   =    /--  dx      (siehe  Erkl.  401 ,  Seite  480)  1 

y  Vi  -  a;'  J 


B.  Aufgabe  5(M, 
Seite  430 


m 
a 


wenn:    x  =  a,u 

X 

und  hiernach:    m  =  —  ist 

a 


e^^,dx  =z  —'  I    e**.du  oder  =  — .  /  e**.dM 


t« 

wenn:    a;  =  — 

a 


siehe  Aufgabe  559,  Seite  435 


also  hiernach:    u  =  a.x  ist. 


u  A  »'n  6 


Formel  417.    j £^^ .  ^j.  oder   /  ctg  x.  dx  —    /—  •  du  oder  =  /—  .  du 

J  smx  /     "  J  u  J  u 


Ug  ffifia 


*»'»  *  _    \  s.  Aufgabe  565, 

Seite  431 


[oder  auch   =     /-     -  dx     s.  ErU.  402,  Seite  481  | 


stna 

wenn:     x  =  arc  {sin  =  u) 
und  hiemach:    u  =  sinx  ist. 


Fonaelnverzeiclmis. 
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n 


Fonnd  418.     f—r-^-  -,  -dx  =    f 
0  «0 


a-i-ft-f-a.M* 


oder 

wenn:    x 
also  hiemach:    u 


arc  {tg  =  «) 
tgx  ist. 


'du 


du 


• 


sieh«  Aufgftbe  568,  Seite  489 


o'  — n« 


Formel  419.    f—--  ^^  =  —  i-  /  «*    ^.^«oder  =  -.--•/«*    ^^w 


m 


>m 


a*  — m' 


o»  — n« 


[' 


oder  auch 


-\-!'-y 


dx     (liehe  Erkl.  411,  Seite  488) 


o>-m2 


1 


-wenn:    a'  —  a?'  =  u 
also  hiemach:      o;  =  ±  V a'  —  t* 

und    da;  =  ip 


2  V^a»  —  t* 


du  ist. 


+  00  «-0  «  +  00 

Formel  420.  f-,~^dx  =' l.f —^^^du  +  l- -f -^-^du 


—  00 


^—00 


'H-0 


oder 


+  00 

«  y  1+«** 


—  00 


a? 
a 


=:  tt 


a;    =  a.  u 


wenn: 

also  hiernach: 

und 

ß).     .    • da;  =  a .  du 

ist;  wenn  ferner  x  als  Funktion  von  u  in  der  durch  die  Gleichung  a).  aus- 
gedrückten Beziehung  in  dem  Integrationsintervall  einmal  negativ,  ein 
andermal  positiv  ist  imd  als  solche  Funktion  von  u  den  Wert  0  erreicht, 
für  welchen  sie  sowohl  positiv  als  auch  negativ  sein  kann. 

+  o 


Formel  421.   —  /  V a'  —  x^,dx=ah.\f  cos^ q>  -dtp-^-  1  cos^  tp  ,d(f  \ 

n 

/+2 
C08^(p  .  d(p 


n 


wenn: 

a).      .     . 
also  hiernach: 

und    ' 

ß).      .    . 


71 

2 


.    .      X  =^  a ,  8tn  (p 

.    .      (p  =  arc  ysin  =  — j 

.    .     dx  ^=:  a .  cos(p .  d(p 


■•  Aufgabe  578, 
Seite  487 


■.  Aufgabe  587, 
Seite  457 


e.  Aufgabe  588, 
Seite  459 
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ist;  wenn  femer  x  als  Funktion  von  q>  in  der  durch  die  Gleichung  a).  aus- 
gedrückten Beziehung  in  dem  Integrationsintervall  einmal  negativ,  ein 
andermal  positiv  ist,  und  als  solche  Funktion  von  tp  den  Wert  0  erreicht, 
für  welchen  sie  sowohl  positiv  als  auch  negativ  sein  kann. 

^H-    1                       ^--0  1                    ^•'-fa  1 
Formel  422.    l—^--zz..=^dx  =   /      -  du+  /    -. -du 

.+1 


oder  =    /-  ^ -  e!M 

y  Vi  -  ti» 


wenn :  — i 

a^ —   =  U  \  B.  Aufgabe  Saj, 

,,.,'*  /        Seite  4M 

also  hiernach: 

a) X  ^=  a  ,u 

und 

p) dx  ^  a.du 

ist;  wenn  ferner  x  als  Funktion  von  u  in  der  durch  die  Oleichung  a). 
ausgedrückten  Beziehung  in  dem  Integrationsintervall  einmal  negativ, 
ein  andermal  positiv  ist,  und  als  solche  Funktion  von  u  den  Wert  0 
erreicht,  für  welchen  sie  sowohl  positiv  als  auch  negativ  sein  kann. 


Nach  den  Formeln  423  bis  451  können  solche,  allgemein  durch  /  /'[(]r(2;)]  dx  oder  durch 

ff(ü)dx  angedeutete  Integrationen,  in  welchen  G{x)  oder  u  eine  Funktion  von  der  Inte- 

grationsvariablen  x  ist,  so  transformiert  werden,  damit  diese  Funktion  von  x  die  Integrations- 
variable wird,  wenn  diese  allgemein  durch  G{x)  oder  u  dargestellte  Funktion  von  x  durch 
einen  besonderen  Ausdruck  ersetzt  ist  Die  nachstehenden  besonderen  Formeln  ergeben 
sich  durch  Anwendung  der  allgemeinen  Formeln  409  und  410. 

In  den  Formeln  423  bis  433  ist  G  (x)  oder  u  durch  eine  solche  Funktion  von  x  ersetzt, 
von  welcher  x  eine  eindeutige  Funktion  ist. 

In  den  Formeln  434  bis  451  ist  G  (x)  oder  u  durch  eine  solche  Funktion  von  x  ersetzt, 
von  welcher  x  eine  mehrdeutige  Funktion  ist. 

f(nx  +  w)  dx  =  --  .  /  f(u) .  du  oder  =       .  /  f{u)  du 

a  u^  na-\-m 

*nb-{-m 


[l         rnb-^-m  -1 

oder  auch  =  —  •  /  f{x)  .dx   ,     .   (»iehe  Brkl.  403,  Seite  482)  1 


na-\-m 

wenn:    u  =  nx-\-m 
u  —  m 


•.  Aufgabe  566, 
Seite  481 


also  hiernach:    x  = 


n 


und  dx  =  —  du    ist. 
n 


Aus  dieser  Formel  423  wurde  die  weitere  Formel  abgeleitet: 
Formel  424.    1  f(x)  dx  =  (h  —  a)  ,J  f[{b  —  a)x-\-a]dx (siehe  Brkl.  404,  Seite  W 


a  0 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  H.  1881. 


Der  ausfülirliche  Prospekt  nnd  das  ansfiUirliche  Inhalts- 
rerzeichnis  der  „vollständig  gelösten  Anfgabensammlung  von 
Dr.  Ad.  Kleyer**  kann  von  jeder  Bncliliandlüng,  sowie  von  der 
Verlagshandlung  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aofgeschnitten  und  gut  brochiert  um  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erkl&ningen  am  Schlosse  desselben. 

3).  Anf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zn  dem  Abonnementapreise  von  25  Pfg.  pro  Heft 

5).  Die  Beibenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  Me  aua  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung 
fOr  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  AUes,  was  sich  nberhanpt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formehi  nnd  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aUer  Schulen,  das 
beste  Handbuch  fUr  Lehrer  und  Examinatoren,  das  Toraüglichste  Lehrbuch 
sum  Selbststudium,  das  Tortrefflichste  Nachschlagebuch  fOr  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsyerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjahrlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Brnok  tob  Oarl  Hammer  in  Stattgart. 
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Integ^ralreehnong;  I,  i.  Ten. 


Forts,  von  Heft  641.  —  Seite  513-520  u.  I— XVI. 
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Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a,  M,  1881. 

PROSPEKT. 

Dieiei  Werk,  welchem  kein  Umlielies  sar  Seite  steht,  encheint  monatlich  in  S-4 
Heften  ni  dem  büUireB  Preise  Ton  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlang  der  wichtig- 
Bten  nnd  praktischsten  AnUgaben  ans  dem  Oesamtgeblete  der  Mathematik,  Physik, 
Mechanik,  math.  Geographie ,  Astronomie ,  des  Maschinen- ,  Strassen- ,  Elsenbahn-, 
Brflcken*  nnd  HochbaneSy  df s  konstroktiren  Zelelmens  etc.  etc.  nnd  swar  in  rollstlndii; 
gelöster  Perm,  mit  fielen  Figuren ,  Erkllmngen  nebst  Angabe  nnd  Entwlckeiang  der 
benntiten  Sitae ,  Pormeln,  Regeln  in  Prägen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  Terst&ndlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grSssere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sieh  In  Ihrer  Gesamtheit  ergSnsen  und  alsdann  anch  alle 
Teile  der  reinen  nnd  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Espi- 
teln  angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngelSsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  yon  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benntit 
werden  können.  —  Die  Lüsnngen  hierzu  werden  sp&ter  in  besonderen  Heften  fOr  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt^  Inhaltsreneieh- 
niS)  Beriehtlgnngen  und  erlintemde  Erkllmngen  über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zun&chst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealsehnlen  I.  nnd  IL  <h*d.,  gleich' 
berechtigten  hSheren  Bflrgersehnlen,  PrlTatsehnlen,  Gymnasien,  Bealgymnaslen,  Prs- 
gjmnasieny  Schnllehrer- Seminaren ,  Polytechniken ,  Techniken  i  Bangewerkschnlen, 
Gewerbeseknlen,  Handelssehnlen,  techn.  Yorbereltnngssohnlen  aller  Arten  ^  gewerbliche 
Portblldnagssehnlen,  Akademien,  ünirersitiiten,  Land-  nnd  PorstwlssensdiaftsBehnleB, 
MllllArsehnlen,  Torbereltnngs- Anstalten  aller  Arten  als  i.  B.  fOr  das  Eii4Uuigr-Frel- 
wllllge-  nnd  Offialers-Examen,  etc. 

Die  Sehfller,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Schritt  für  Schritt  gelSste,  Aufgaben- 
sammlung Immerwfthrend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  nnfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  anch 
die  überaus  grosse  Pmchtbarkelt  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kriltlge  Stütze  für  den  Schal- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  mm  AniUisen  ron  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  h&uslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  H&nde  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  an  Kteottf  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sfttze  etc.  aninwenden  und  praktisch  zo  rerwerten.  Lnst,  Liebe 
und  Yerstftndnls  für  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  MUitftn 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Anifrischnng  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  aUen  Benfs- 
zwelgen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertnngen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Bedaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Bedaktion  betreffen,  nimmt  der  VerfSssser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt 

Stattgart  Die  Terlagshandliiiig. 


Formelnverzeichnis.  518 

Mittels  Anwendung  jener  Formel  423  ergab  sich  die  besondere  Formel: 

COS{m^nx)dx  =  — »  I C08X,dx [siehe  Aufgabe  567,  Seite  iSS] 


na-\-m 


f(x±m)dx  =   /f{u)du  oder  zs=  J f(u)du 


[oder  auch  =    /  f(x)  dx (siehe  Erkl.  405,  Seite  484)  |  \    »•  Aufgabe  568, 
•^   ,  J  /         Seite  488 


a-j-m 

wenn:  a5  +  m  =  u 
also  hiernach:  x  =  ujj^m 

und        dx  =  du    ist. 


Ans  dieser  Formel  426  wurden  die  weiteren  Formeln  abgeleitet: 


Formel 


y»6  pb  —  m  ^ 

f{x)  dx  =  Jf{x  +  m)  dx  j 

a  a  —  I»  ( 


nnd  >        [siehe  Brkl.  406,  Seite  434] 

y*b  Pb-\-m 

f(x)  dx  =    //•(«  —  m)  dx 


f(fnx).dx  = lf(u)du  oder  =  — .  1  f{u)du 


a 

«a 

oder 

auch 

= 

1 

m 

pmb 

ma 

wenn: 

m,x 

— ■ 

u 

also  hiernach: 

X 

— 7 

u 

m 

nnd 

dx 



l 

du    ist. 

ma 


siehe  Aufgabe  569,  Seite  485 


Aus  dieser  Formel  429  wurden  die  weiteren  Formeln  abgeleitet: 

b  tn,b 


Formel  430.     ff{x)  dx  =  ff\)  ^'^ 


a  m,a 

und 

j^  b  ) [siehe  Erkl   409,  Seite  435] 


Formel  431.    If{x)dx  =  m.  jf{m.x)dx 


a 
m 


Mittels  AnwenduDg  dieser  Formeln  wurden  die  besonderen  Formeln  aufgestellt: 

/*n                       I       /•»» .  n 
COSmx  .  dx  =    --.   IcOSX.dx [siehe  Aufgabe  570,  Seite  486] 
m    J 

0  0 
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y»oo  ^         /»OO 

cosmx.dx  =  — .  I cosx.dx 
tn   J 


[siehe  /Lufgftbe  571,  Seite  437] 


0 


yr 


Formel  434.  ff{ax  +  ^)dx  =  -^-, Jf{u)\(l^^^^=^=>jdu-^ 


'0 


V 


1      z*^  « 

oder  =  —  IfM  —  —  du 


axA =  u 

'    X 


2Vab 

wenn : 

«,).  .  . 

also  hiernach: 

a).     ,    .    ,    X  =  -fy-^ d:  o r  Vi**  —  4a& 
und 

/9).      .    .    .  (iar  =  ^  1  1  + 


2a  \^ 


V- 


2a-  2a 

m'  —  4ab  / 
ist;  wenn  ferner  die  Integrationsvariahle  x  als  Funktion  von  ti  in  der 

durch  die  Gleichung  «).  ausgedrückten  Beziehung  den  Wert  y  —  er- 
reicht, für  welchen  ihr  jede  der  ihr  nach  Gleichung  a).  zukommenden 
Bedeutungen  beigelegt  werden  kann. 

Aus  dieser  Formel  431  erhält  man  f ür  a  =  1  und  5  =  1  die  weitere  Formel: 

»00 


8.  Aufgabe  574, 
Seite  439 


Formel  435 


/OO  ^00 

0  2  ^ 


[siehe  Aufgabe  575«  Seit«  443] 


Fonnel  436.  ff  (^^^)  dx  =  ßu)  •  (l  -  /y-^)  äu 

fm  •  ( 1 + -f!*.=^^\  du 
j      \     2\^tt'-«; 


+ 


wenn: 

«,).    .    .    , 
also  hiernach: 


r^      2ti-i  ^ 

oder  =    /  fW  -   -r  du 


X' 


2a:— 1 


=  u 


a). X  =  u  +  y^u"^  —  u 


und 


ß)- 


=  (l-^-'-^^^]äu 


dx  =  I  1  + 


ist;  wenn  ferner  die  Integrationsvariable  x  als  Funktion  von  u  in  der 
durch  die  Gleichung  o).  ausgedrückten  Beziehung  den  Wert  1  erreicht, 
für  welchen  ihr  jede  der  ihr  nach  Gleichung  a).  zukommenden  Bedeu- 
tungen beigelegt  werden  kann. 


8.  Aufgabe  576, 
Seit«  443 


/ 
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f(x)dx  ^    lf(e-^u).'-du+  lf(c  +  u),-\'du 

y»fl — a  /*b  —  e 

f(c  —  u].dU'^jf(e-\-u)   du 

0  0 

I  oder  auch  =  j  f{c  —  x)dx-{-  J  f{c  +  «)  äx  1 

wenn  in  dem  IntegratioDsintervall  von  a  bis  c  die  Integrationsvariable  x 
in  der  durch  die  Gleichung: 


a). 


X   z=z    C tt 


ausgedrückten  Beziehung  (nach  welcher  u  =  c  —  a?  ist)  eine  Funktion 
von  tt  ist;  wenn  ferner  in  dem  Integrationsinteryall  Ton  e  bis  h  die  Inte- 
grationsvariable X  in  der  durch  die  Gleichung: 


«•)■ 


rc  =  c  +  tt 


ausgedrückten  Beziehung  (nach  welcher  u  =  a;  —  c  ist)  eine  Funktion 
Ton  tt  ist 


■ieh«  Erkl.  424, 
Seite  447 


Aus  dieser  Formel  437  wurde  die  weitere  Formel  abgeleitet:  ^ 
f(x)  dx  =  2.  I  f(x)  dx  oder  =  2 .  1  f{x)  dx 


a 


wenn: 

aj»    •    •    • 


c  = 


a  +  & 


also 


also 


ist,  wenn  ferner  in  dem  Intervall  von  a  bis  c: 

«  =  c  —  tt 
f{x)  =  Ac-tt) 
ist,  wenn  femer  in  dem  Intervall  von  c  bis  &: 

aß  =  c  +  tt 
fix)  =  Ac  +  M) 
ist,  und  wenn  die  Beziehung: 

b).    .    .    .    fic^u)  =  Ac  +  u) 
stattfindet 

Aus  jener  Formel  487  wurde  die  weitere  Formel  abgeleitet: 
C*ormel  489.    jf{x)dx  =  0 


y    siehe  Erkl.  424,  Seite  447 


wenn: 
a). 


a  +  6 


iiehe  ErkL  424,   Seite  447 


ist,  wenn  ferner  in  dem  Intervall  von  a  bis  c: 

05  =  c  —  tt 

also 

f(x)  =  Ac~ii) 

ist,  wenn  ferner  in  dem  Intervall  von  c  bis  5: 
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also 

fix)  =  f(c  +  t*) 

ist,  und  wenn  die  Beziehung: 

b) /"(C  — tt)  =  — /^c  +  t*)  ).     .     .    iieHe  Brkl.  4a4,  Seite  447 

oder  die  Beziehung: 

\) /"(c  +  w)  =  -f(c-«) 

stattfindet. 


Mittels  der  Formeln  488  und  439  wurden,  wenn  der  allgemein  durch  f(x)  dargestellte 
Differentialkoeffizient  durch  einen  besonderen  Ausdruck  ersetzt  ist,  die  besonderen  For- 
meln hergeleitet: 


n 


Sinx.dx  =r  2.  I  sinx.dx [tieha  Auüpkbe  57»,  Solle  450] 


0 
Formel  441.     /  COSX  .dx  =  0  [iiehe  Aufgabe  578,  Seit«  447] 


..Je 


n 
siWx.dx  =  2  .  I sifC'x.  dx [riebe  Aufgabe  580,  Seite  451] 


71 


CO^*^X.dx  =  2,  jcOS^^X.dx [tiehe  Aufgabe  581,    Seite  451] 

0  0 

Formel  444.     1  COS^'^'^^X.dx  z=z  0 [siebe  Aufgabe  582,  Seite  452! 


7t 

8in^*'x..dx  =  4.  /«t-2* 

0  0 


8in^'*X,dx [siebe  Aufgabe  588,  Seite  452] 


/»2;r 
8ir?'*~^^X  .dx  =  0 [siehe  Aufgabe  584,  Seite  453j 

0 

71  71 

/^  2"                                p2 
COs'^X.dx  =   2,  I COS^X.dx [siebe  Aufgabe  585,  Seite  453^ 

2 
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,»^*«.  fT(i).,^-yf.m^.+yi.m.. 


—  a 


' — o 


P 


oA«  =  Vp.f^tdu 


wenn: 

also  hiernach: 

und 

ß).     .    .    . 


X' 


=  u 


dx  =  +-^^^fl[tt 


2Yu 

ist;  wenn  ferner  die  Integrationsvariable  x  als  Funktion  Ton  u  in  der 
durch  die  Gleichung  a).  ausgedrflckten  Beziehung  den  Wert  0  erreicht, 
für  welchen  ihr  jede  der  ihr  nach  Gleichung  a).  zukommenden  Bedeutungen 
beigelegt  werden  kann. 

f{x^  +  2ax)dx  =  — -J  .  f-^^=r-du  +  l.  f     f^^^—du 

00  «  -4 


■•  Aufgabe  500, 
Seite  468 


oder=    /  Z^),,     du 
J    Yu+a^ 


wenn: 

also  hiemach: 

a).      .     . 
und 

ß).      .    . 


X 


x^  +  2ax  =  « 

=  — a  +  V^  +  ö' 


dos  =  + 


r.l...-:^(ll* 


2Vu-fa» 

ist;  wenn  femer  die  IntegrationsTariable  x  als  Funktion  von  u  in  der 
durch  die  Gleichung  a).  ausgedrückten  Beziehung  den  Wert  —  a  erreicht, 
für  welchen  ihr  jede  der  ihr  nach  Gleichung  a).  zukommenden  Bedeu- 
tungen beigelegt  werden  kann. 

Formel  450.  ff(a.-^)dx  =  ^-/fW.  (l- ^_"^_,)du  + 


■.  Aufgabe  590, 
Seite  468 


—  00 


'  —  00 


•*+oo 


1+    J^ \ 


du 


'+0 


1   f-^"^ 

oder  =  -    .  /  f (m)  citf 


8.  Aufgabe  501, 
Seite  465 


wenn: 

also  hiernach: 

und 

ß).     .    .    . 


—  00 


ax =  tt 

X 


X 


2a 


dx  =  ^  A  +  --  ''  du^ 
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ist;  wenn  ferner  die  Integrationsvariable  x  als  Funktion  von  u  in  der 
darch  die  Gleichung  a).  ausgedrOckten  Beziehung  den  Wert  0  erreicht, 
für  welchen  ihr  jede  der  ihr  nach  Gleichung  a).  zukommenden  Bedeu- 
tungen beigelegt  werden  kann. 

-1-00  «#_2 

Formel«!,  /f  (^)  i«  =  /««).  (l-,^^L^)i«  + 


—  00 


*— 00 


/w.( 


1+ 


M-f  1 


Vu»+2 


«—0 

-1  du-^  ff(ü) .  ^1 ^^  JL^    -  du)  + 

uj         V  \         V«'+2u       / 


'-2 


••4-00 


oder 


—  2 

=  -2.y)^(u) 


«+0 


t*+l 


Vm»+2u/ 


Wtt 


u+1 


VuH-2w 


d«  +  2.yA«)-y§ 


«  +  1 


f.  Aufgabe  592, 
^        Seite  407 


(itt 


+  2u 


—  00 


ar  +  1 


wenn: 

«i) -"-.-r-  =  tt 

also  hiemach: 

a) «  =  tt  +  y^tt'  4"  2  tt 

ist;  wenn  femer  die  IntegrationsYariable  x  als  Funktion  Ton  u  in  der 
durch  die  Gleichung  a).  ausgedrückten  Beziehung  die  Werte  — 2,  — 1 
und  —  0  erreicht,  für  welche  ihr  jede  der  ihr  nach  Gleichung  a).  zu- 
kommenden Bedeutungen  beigelegt  werden  kann. 


Nachstehende  Bände  von  Klejers  Eneyklopädie  sind  bis  jetzt  erschienen: 

Lehrbuch  der  Potenzen  und  Wurzeln  nebst  einer  Sammlung  von  3296  gelösten  und  unge- 
lösten analogen  Beispielen.    Von  Ad.  Kleyer*    Preis:  M.  6.  — . 

Lehrbach  der  Logarithmen  nebst  einer  Sammlung  von  1996  gelösten  und  ungelösten  analogen 
Beispielen.    Von  Ad«  Kleyer.    Preis:  M.  4.  — . 

Fün&tellige  korrekte  Logarithmentaieln  nebst  einer  trigonometrischen  Tafel  und  einer  An- 
zahl von  anderen  Tabellen.    Von  Ad«  Klejer«    Preis :  gebunden  M.  2.  50. 

Lehrbuch  der  Körperberechnungen.  Erstes  Buch.  Mit  vielen  gelösten  und  ungelösten 
analogen  Aufgaben  nebst  184  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Zweite  Auflagre* 
Von  Ad«  Kleyer.    Preis :  M.  4.  — . 

Lehrbuch  der  Körperberechnungen.  Zweites  Buch.  Eine  Sammlung  von  772  vollständig 
gelösten  und  ungelösten  analogen  Aufgaben  nebst  742  Erklärungen  und  256  in  den  Text 
gedruckten  Holzschnitten.    Von  Ad.  Kleyer«    Preis :  M.  9.  — . 

Lehrbuch  der  arithmetischen  und  geometrischen  Progressionen,  der  zusammengesetzten-,  har- 
monischen-, Ketten-  und  Teiibruchreihen  mit  vielen  gelösten  und  ungelösten  analogen  Auf- 
gaben.   Von  Ad.  Kleyer«    Preis :  M.  4.  — . 

Lehrbuch  der  Zinseszins-  und  Rentenrechnung  mit  vielen  gelösten  und  ungelösten  analogen 
Aufgaben.    Von  Ad.  Kleyer.    Preis:  M.  6.  — . 

Lehrbuch  der  Gleichungen  des  1.  Grades  mit  einer  Unbekannten.  Sammlung  von  2381 
Zahlen-,  Buchstaben-  und  Textaufgaben,  grösstenteils  in  vollständig  gelöster  Form,  er- 
läutert durch  230  Erklärungen  und  26  in  den  Text  gedruckte  Figuren.  Von  Ad«  Kleyer* 
Preis :  M.  8.  — . 

Lehrbuch  der  Gleichungen  des  1.  Grades  mit  mehreren  Unbekannten.  Sammlung  von 
905  Zahlen-,  Buchstaben-  und  Textaufgaben,  grösstenteils  in  vollständig  gelöster  Form, 
erläutert  durch  403  Erklärungen  und  Anmerkungen  nebst  Resultaten  der  ungelösten  Auf- 
gaben.   Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Otto  Prange«    Preis:  M.  7.  — . 

Lehrbuch  der  Goniometrie  (Winkelmessungslehre)  mit  307  Erklärungen  und  52  in  den  Text 
gedruckten  Figuren  nebst  einer  Sammlung  von  513  gelösten  und  ungelösten  analogen 
Aufgaben.    Von  Ad«  Kleyer«    Preis :  M.  7.  — . 

Lehrbuch  der  ebenen  Trigonometrie.  Eine  Sammlung  von  1049  gelösten,  oder  mit  Andeu- 
tungen versehenen,  trigonometrischen  Aufgaben  und  178  gelösten,  oder  mit  Andeu- 
tungen versehenen  trigonometrischen  Aufgaben  aus  der  angewandten  Mathematik.  Mit 
797  Erkl.,  563  in  den  Text  gedruckten  Figuren  und  65  Anmerkungen  nebst  einem  aus- 
führlichen Formelnverzeichnis  von  über  500  Formeln.  Von  Ad.  Kleyer«  Preis :  M.  18.  — . 

Lehrbuch  der  Differentialrechnung.  Erster  Teil:  Die  einfache  und  wiederholte  Differentiation 
explizieter  Funktionen  von  einer  unabhängigen  Variablen.  Zweite  Auflage.  Nebst  einer 
Sammlung  gelöster  Aufgaben.    Von  Ad«  Kleyer«    Preis:  M.  5.  — . 

Lehrbuch  der  ebenen  Elementar-Geometrie.  (Planimetrie.)  Erster  Teil:  Die  gerade  Linie, 
der  Strahl,  die  Strecice,  die  Ebene  und  die  Kreislinie  im  allgemeinen.  Nebst  einer  Sammlung 
gelöster  Aufgaben.  Mit  234  Erklärungen  und  109  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Von 
Ad«  Kleyer«    Preis:  M.  1.  80. 

Lehrbuch  des  Projektionszeichnens.  Erster  Teil:  Die  rechtwinklige  Projeidion  auf  eine 
und  mehrere  Projektionsebenen.  Nebst  einer  Sammlung  gelöster  Aufgaben.  Mit  271  Er- 
klärungen und  226  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Bearbeitet  nach  System  Kleyer 
von  J.  Vonderlinn,  Privatdocent  an  der  techn.  Hochschule  in  München.    Preis:  8.  50. 

Lehrbuch  des  Projektionszeichnens.  Zweiter  Teil.  Ueber  die  rechtwinklige  Projektion  eben- 
flächiger  Körper.  Mit  130  Erklärungen  und  99  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Bearbeitet 
nach  System  Kleyer  von  J.  Yonderlinn^  Privatdocent  an  der  techn.  Hochschule  in 
München.    Preis:  M.  3.  50. 


v  Nachstehende  Bände  von  Kleyers  Encyklopftdie  sind  his  jetzt  erschienen: 

Lehrbaoh  der  Grundrechnungsarten.  Erstes  Buch:  Du  Rechnen  mit  unbenannton  ganzen 
Zahlen*  Mit  71  Erklärungen  und  einer  Sammlung  von  657  gelösten  und  ungelösten  analogen 
Aufgaben.  Nebst  Besultaten  der  ungelösten  Aufgaben.  Bearbeitet  nach  Sjstem  Klejer 
von  August  Frömtery  Bektor.    Preis :  M.  3.  — . 

Lehrbuch  der  Statik  fester  Körper  (Geostatik)  mit  291  Erklärungen  und  380  in  den  Text 
gedruckten  Figuren  und  einem  ausführlichen  Formelnverzeichnis  nebst  einer  Sammlung 
von  359  gelösten  und  ungelösten  analogen  Aufgaben.  Bearbeitet  nach  Sjstem  Klejcr 
von  Richard  Klimpert,  Physiker  und  Seminarlehrer  in  Bremen.    Preis:  M.  9.  — . 

Lehrbuch  der  Elasticität  und  Festigkeit  mit  212  Erklärungen,  186  in  den  Text  gedruckten 
Figuren  und  einem  ausführlichen  Formelnverzeichnis,  nebst  einer  Sammlung  von  167  ge- 
lösten und  ungelösten  analogen  Aufgaben.  Bearbeitet  nach  System  K 1  e  y  e  r  von 
Richard  Klimpert«    Preis:  M.  5.  50. 

Lehrbuch  der  Dynamik  fester  Körper  (Geodynamik)  mit  690  Erklärungen,  380  in  den  Text 
gedruckten  Figuren  und  einem  ausführlichen  Formelnverzeichnis  nebst  einer  Sammlung 
von  500  gelösten  und  ungelösten  analogen  Aufgaben,  mit  den  Resultaten  der  ungelösten 
Aufgaben.  Bearbeitet  nach  System  Kl  eye  r  von  Richard  Klimpert«   Preis:  M.1B.  50. 

Lehrbuch  über  die  Percussion  oder  den  Stoss  fester  Körper.  Bearbeitet  nach  Sjsten 
Kleyer  von  Richard  Klimpert.  Separat -Abdruck  aus  Klimpert,  Lehrbuch  der  Dynamik. 
Preis:  M.  3.  — . 

Geschichte  der  Qeometrie,  gemeinverständlich  dargestellt  von  Richard  Klimpert«  Mit  10<j 
in  den  Text  gedruckten  Figuren.    Preis:  M.  8.  — . 

Lehrbuch  des  Magnetismus  und  des  Erdmagnetismus  nebst  einer  Sammlung  von  gelösta 
und  ungelösten  Aufgaben,  erläutert  durch  189  in  den  Text  gedruckte  Figuren  und  10 
Karten.    Von  Ad.  Kleyer«    Preis:  M.  6.  — . 

Lehrbuch  der  Reibungselektricität  (Friktions-Elektricität,  statischen  oder  ruhenden  Elektricitlt)  er- 
läutert durch  860  Erklärungen  und  273  in  den  Text  gedruckten  Figuren,  nebst  einer 
Sammlung  gelöster  und  ungelöster  Aufgaben.    Von  Ad«  Kleyer«    Preis:  M.  7.  — . 

Lehrbuch  der  Kontaktelektricität  (Galvanismus)  nebst  einer  Sammlung  von  gelösten  nni 
ungelösten  Aufgaben.  Mit  zahlreichen  Figuren  und  einem  Formelnverzeichnis.  Be- 
arbeitet nach  System  Kleyer  von  Dr«  Oscar  May^  Elektrotechniker,  Frankfurt  a.  M. 
Preis:  M.  8.  — . 

Lehrbuch  der  Elektro-Dynamik  (Erster  Teil)  mit  105  in  den  Text  gedruckten  Figuren 
Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Dr«  Oscar  May«    Preis:  M.  3.  — . 

Lehrbuch  des  Elektromagnetismus  mit  302  Erklärungen,  152  in  den  Text  gedruckten  Fi- 
guren und  einem  ausführlichen  Formelnverzeichnis,  nebst  einer  Sammlung  geiSster  Aof- 
gaben.  Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Dr.  Oscar  May  und  Adolf  Kreb«« 
Preis:  M.  4.  50. 

Lehrbuch  der  Induktionselektricität  und  ihrer  Anwendungen  (Elemente  der  Elektrotedi«^) 
Bearbeitet  nach  System  Kleyer  von  Dr«  Adolf  Krebs«    Preis:  M.  6.  — . 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M,  1881. 

Der  ausfflhrliche  Prospekt  und  das  ansffUirliche  Inhalts- 
yerzeiclinis  der  9,Yollstäiidig  gelösten  Anfgabensammlnng  von 
Dr.  Ad.  Kleyer**  kann  Ton  jeder  Buchhandlung,  sowie  Yon  der 
Yerlaphandlung  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  and  gut  brochiert  um  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erkl&ningen  am  Schlüsse  desselben. 

8).  Auf  Jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  8—4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreiee  von  26  Pfg.  pro  Heft 

5).  Die  Reihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  am  dem  Prospekt  ersiohtlich,  ohne  Jede  Bedeutung 
fflr  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schfiler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  Torsfiglichste  Lehrbuch 
snm  Selbststudium,  das  yortreffliohste  Naohschlagebuch  fttr  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art 

8).  Alle  Buchhandlangen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Druck  TOB  Carl  H«inm«r  in  Stattgyrl, 
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